Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  thaï  was  prcscrvod  for  générations  on  library  shelves  before  it  was  carefully  scanned  by  Google  as  part  of  a  project 

to  make  the  world's  bocks  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  copyright  or  whose  légal  copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  culture  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  présent  in  the  original  volume  will  appear  in  this  file  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  hâve  taken  steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  of  the  files  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  thèse  files  for 
Personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  nol  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machine 
translation,  optical  character  récognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encourage  the 
use  of  public  domain  materials  for  thèse  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogX'S  "watermark"  you  see  on  each  file  is essential  for  informingpcoplcabout  this  project  and  helping  them  find 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  légal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  légal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countiies.  Whether  a  book  is  still  in  copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  spécifie  use  of 
any  spécifie  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  means  it  can  be  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

About  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organize  the  world's  information  and  to  make  it  universally  accessible  and  useful.   Google  Book  Search  helps  rcaders 
discover  the  world's  books  while  helping  authors  and  publishers  reach  new  audiences.  You  can  search  through  the  full  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


Google 


A  propos  de  ce  livre 

Ceci  est  une  copie  numérique  d'un  ouvrage  conservé  depuis  des  générations  dans  les  rayonnages  d'une  bibliothèque  avant  d'être  numérisé  avec 

précaution  par  Google  dans  le  cadre  d'un  projet  visant  à  permettre  aux  internautes  de  découvrir  l'ensemble  du  patrimoine  littéraire  mondial  en 

ligne. 

Ce  livre  étant  relativement  ancien,  il  n'est  plus  protégé  par  la  loi  sur  les  droits  d'auteur  et  appartient  à  présent  au  domaine  public.  L'expression 

"appartenir  au  domaine  public"  signifie  que  le  livre  en  question  n'a  jamais  été  soumis  aux  droits  d'auteur  ou  que  ses  droits  légaux  sont  arrivés  à 

expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 

autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  et  sont 

trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  maige  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 

du  long  chemin  parcouru  par  l'ouvrage  depuis  la  maison  d'édition  en  passant  par  la  bibliothèque  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 

Consignes  d'utilisation 

Google  est  fier  de  travailler  en  partenariat  avec  des  bibliothèques  à  la  numérisation  des  ouvrages  apparienani  au  domaine  public  et  de  les  rendre 
ainsi  accessibles  à  tous.  Ces  livres  sont  en  effet  la  propriété  de  tous  et  de  toutes  et  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.  Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 
dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

A  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  français,  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
aux  internautes  de  découvrir  le  patrimoine  littéraire  mondial,  tout  en  aidant  les  auteurs  et  les  éditeurs  à  élargir  leur  public.  Vous  pouvez  effectuer 
des  recherches  en  ligne  dans  le  texte  intégral  de  cet  ouvrage  à  l'adressefhttp:  //book  s  .google .  coïrïl 


BIBLIOGRAPHIC  RECORD  TARGET 

Graduate  Library 
University  of  Michigan 

Préservation  Office 

Storage  Number: 


AAT2342 

ULFMTBRTaBLmT/C    DT  09/12/88  R/DT  09/12/88  CC   STATmmE/Ll 
035/1:  :  |  a  (RLIN)MIUG84-B56859 
035/2:  :  |  a  (CaOTULAS)160190761 
040:  :  I  a  MiU  |  c  MiU 
100:1  :  !  a  Appell,  Paul,  |  d  1855-1930. 

245:00:  |  a  Éléments  d'analyse  mathématique  à  l'usage  des  ingénieurs  et 
des  physiciens,  |  b  cours  professé  à  l'École  centrale  des  arts  et 
manufactures,  |  c  par  M.  Appell. 
260:  :  | a  Paris,  |bG.  CarréetC.  Naud,  |cl898. 
300/1:  :  |  a  3  p.  L.,  719,  [1]  p.  |bdiagrs.  |c25cm. 
650/1:0:  |  a  Mathematics 
998:  :  |  c  KLB  1  s  9124 


Scanned  by  Imagenes  Digitales 
Nogales,  AZ 

On  behalf  of 

Préservation  Division 

The  University  of  Michigan  Libraries 


Date  work  Began; . 
Caméra  Operator: . 


y  Google 


ÉLÉMENTS 

D'ANALYSE  MATHÉMATIQUE 


y  Google 


y  Google 


ELEMENTS 


D'ANALYSE  MATHEMATIIIUE 


DES   INGEMEURS    ET   DES   PHYSICIENS 


Cours  professé  à  l'Ecole  centrale  des  Arts  et  Manufactures 


M.  APPELL 


PARIS 

GBonoBS   CARRÉ    ET   C.   NAUD,    Éditeoiis 

3,      llUE     IIACIKE,      3 

1898 


y  Google 


y  Google 


INTRODUCTION 


Cet  ouvrage  est,  avec  quelques  additions,  la  rédaction 
du  cours  que  je  professe  depuis  trois  ans  à  l'Ecole 
centrale  des  Arts  et  Manufactures.  Il  contient  les  élé- 
ments essentiels  de  VAnali/se  mathématique,  en  vue  de 
leur  application  à  In  géométrie,  à  la  mécanique  et  à  la 
physique. 

Si  cet  ouvrage  est  un  peu  volumineux,  cela  tient  à  ce 
qu'il  renferme  de  nombreux  exemples,  et  qu'aucune 
théorie  n'est  développée  sans  application  à  des  cas  par- 
tiniliers. 

P.    Appkll. 
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CIIAPITUE    PREMIER 

INFINIMENT   PETITS.   —   DIFFÉRENTIELLES 


DEUX  THÉOBÉHCS  FONDAMENTAUX 
APPLICATION  A  LAIBE 
D'UN   SEGMENT  DE  COURBE  PLANE 

1.  Inûniment  petits. —  Le  ciilcul  différentiel  et  le  calcul 
intégi'îil  reposent  snr  Va  notion  des  quantités  infiniment  petites 
et  sur  l'emploi  de  deux  théorèmes  fondamentiiux. 

On  appelle  quantité  infiniment  petite  une  quantité  varialde 
qui  tend  vers  zéro.  Ainsi,  pour  exprimer  ce  fait  que  siii  a:  tend 
vers  zéro,  quand  ^r  tend  vers  zéni,  on  dit  que  sin  x  est  infiniment 
petit  en  même  temps  que  x. 

Considérons  différentes  quantités  : 

i.  ^i,  Y 

nfinimeiit  petites  en  niftiiie  temps  :  cela  veut  dire  que, 


qui 


nd  l'une  d'elles  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  des  autres. 


11  est  important  de  comparer  ces  quantités  entre  elles  :  compà- 
rons-les,  par  exemple,  à  a  que  nous  nommerons  pour  cette  raison 
infiniment  petit  princîjiol. 

Inflûiment  petits  du  premier  ordre.  —   On    dit  que  [3  est  infini- 
ment petit  du  pre/nier  ordre  par  rapjwrl  à  i.,  si    le  rapport  — 
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tfiid  vers  une  linÙLc   linio  <t  difréreulo  de  zéro,  qu;iiul  %  leiul 


(In  peut  nlors  poser 


:  étant  Infiniment  petit  en    même   temps  que  a  ;  on  en  conekit 

On  u  ainsi  l'expression  générale  des  infiniment  petits  du  pre- 
mier ordre  :  ce  qui  varie  d'un  infiniment  petit  du  premier  ordre 
il  un  autre,  c'est  la  valeur  de  la  constante  k  et  de  l'infiniment 
petit  t.  La  ijuantité  a,k  est  appelée  partie  principale  de  ^.  On  peut 
remarquer  que  le  rapport  de  fi  ii  sa  partie  principale  tend  vers  1, 
quand  a  tend  vers  zéro.  On  a,  en  ell'et 

i^-'  +  T. 

et  le  second  nienilire  tend  évidemment  vers  1  quand  t.  tend  vers 
li]xr.>[ri.Es.  —  Soit  a  un  inliniment  pelit.  J.a  quantité 


est  intininient  petite  ave. 
port  à  t,  car  le  rapport 


end  vers  2  quand  a  tend  vers  zéro,  puisque  le  rapport  du  sinus 

I  Tare  tond  vers  1,  La  partie  principale  de  ]ï  est  2  a  :  le  rappori 

3 
le  ^S  à  sa  paiiie  principale  ^4-  tend  vers  1. 
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est  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  Citr  —  tend  vers  3  ;  lu 
partie  principale  de  ^  est  3a. 

Infiniment  petits  du  second  ordre.  — ■    Soit  eneore  p  une    quan- 
tité infiniment  petite  en   même  temps  que  a  ;    mais  supposons 

que  \  tende  vers  zéro  avec  k.  Alors  ^  est  dit  infiniment  petit 
d'ordre  supérieur  au  premier.  On  dit  que  j3  est  infiniment  petit 
du  second  ordre  par  rapport  a  7,,  si  le  r.ipport  -^  tend  vers  inie 
limite  différente  de  zéro  : 

lim^  :=/,■,  /.-^i). 


C'est  là  l'expression  générale  des  infiniment  petits  du  second 

ordre.    La  quantité  ko}  est  la  partie  principale  de   ^   et  le  rap- 

3 
port  y— 5  tend  vers  l  quand  a  tend  vers  zéro. 

E.viiMPLE.  —  Soit 
^est  ijifiniraeiit  petit  avec  a.  On  peut  écrire 
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Quand  a.  tend   vers  zéro,  le   lupprti't   entre   parenthèses  tend 
vers  i  ;  donc 


fl  est  infiniment    petit  du    second  ordre    par  rapport  ù  a  el   sa 
partie  principale  est-;^-. 

Infiniment  petits  d'ordre  n.  —  Ou  peut  géiiéraliseï'  ces  notions 
comme  il  suit  : 

On  dit  que  fi  est  un  infiniment  petit  d'ordre  «,  par  rappori 
h  rj.,  n  étant  positif,  si  le  rapport 

tend  vers  une  limite  /■  dillerente  de  zéro.  Ou  peut  alors  écrire 

z  étant  infiniment  petit  avec  a;  d'oii 

^■7."  est  la  partie    principale   de  ^;   le  rapport  de    Ji  ii  sa    partie 
principale 


tend  vers  1  quand  a  tend  vers  zéro. 

Dans  cet  énoncé  général,  n  est  assujetti  i»  être  positif  ;  il  peut 
être  entier  ou  fractionnaire. 

EXEMPLES,  —  Soit 

Cette  quantité  est  inriniment  petite    avec  a.  Kn  remplaçant  e" 
par  le  développement  en  série  connue 
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^  — T2ir+  1.2.3.4+-' 
donc 

3  est  infnûmenl  petit  du  tioisiome  ordre  et  s;»  partie  principale 


csr-^. 

Soil 

;  encore 

,-<J-'- 

2  0.+  .'; 

[3  est 

liilinimeiil. 

petit 

avec  y.  ; 

donc 

lim  jÎ- 

^  est  infiniment  petit  d'ordre  :r  piir  rapport  à  t:,  et  sa  partie  prin- 
cipale est 

As/^    ....   v'-. 

Remarque.  —  Cette  classification  n'embrasse  pas  tous  les  infini- 
ment petits.  Il  peut  se  faire  qu'une  cjuantité  p  soit  infiniment 
petite  avec  a,  mais  ne  soil  d'aucun  ordri',  ni  entier  ni  fraction- 
naire. Par  exemple 

est  infiniment  petit  avec  œ,  mais  ic  rapport 

6        e~~ 
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Iciid  vers  zéro  avec  a  quelque  grand  que  soit  l'exposant  n.  On 
ne  peut  donc  assigner  aucun  ordre  d'infmimonl  petit  à  |3  par 
rapport  à  a. 

2-  Ordre  du  produit  de  deux  infiniment  petits.  —   Si    ^  est 

infiniment  petit  d'ordre  m  par  rapport  à  a  et  y  d'ordre  n,  le  pro- 
duit  3v  est  d'ordre  «w.  En  effet,  on  a  alors 


où  k    et  k'  sont  des   constantes   jion    nulles    et  î.    s'    des    infini- 
ment petits.  On  en  conclut 

'p-.-  =  yP' - '\H-' -\-  r,) 

■/■(désignant    la  quantité  infiniment  petite  s  A' +  s'/- -+-=;'.   Donc 
p-'  est  d'ordre  m-\-n,  et  sa  partie  principale  est 


3.  Principes  de  la  méthode  infinitésimale.  Deux  points  de 
vue.  —  On  peut  employer,  ii  deux  points  de  vue  différents,  les 
quantités  infiniment  petites,  dans  la  recliorclie  des  quantités 
linies. 

Le  premier  point  de  vue,  que  les  anciens  n'ont  pas  connu  cl 
dont  la  découverte  est  due  à  Newton  et  à  Leibniz,  consiste  ii 
regarder  la  quantité  que  l'on  cherche  comme  la  limite  du  rap- 
port de  deux  quantités  infiniment  petites.  Par  exemple,  si  l'on 
considère  une  courbe  ayant  pour  équation  en  coordonnées  carté- 
siennes 

•/  =  /'w 

et  si  l'on  cherche  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente   en  un 
point  M  de  coordonnées  :r  et  »/,  on  considère  un  point  voisin  M 

de  coordonnées  ,r  -|-  A.c,  1/  -\-  i//  et  on    cherche    la    limite    du 
rapport 


quand  A^  tend  vers  zéro.  On  est  ait 
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vêe  ;  de  sorte  que  ce  premier  point  de  ^-ue  conduit  au  calcul  des 
dérivées  ou  au  calcul  différentiel. 

Le  deuxième  point  de  vue,  sous  lequel  on  peut  employer  les 
infiniment  petits,  consiste  à  regarder  une  quantité  finie  comme 
la  limite  de  la  somme  d'un  nombre  infiniment  grand  de  quantités 
infiniment  petites.  Ce  point  de  vue  était  connu  des  anciens.  Par 
exemple,  en  géométrie  élémentaire,  on  considère  la  longueur 
d'une  circonférence  comme  la  limite  vers  laquelle  tend  le  péri-, 
mètre  d'un  polygone  inscrit  dont  le  nombre  des  côtés  aug- 
mente indéfiniment,  chacun  d'eux  tendant  vers  zéro  ;  on  définit 
d'une  façon  analogue  les  aires  planes  ou  courbes,  certains 
volumes,  etc...  Ce  second  point  de  vue  conduit  au  calcul  intégral  ; 
nous  verrons,  en  effet,  qu'une  intégrale  est  précisément  la  limite 
de  la  somme  d'un  nombre  infiniment  grand  de  quantités  infini- 
ment petites. 

4.  Deux  théorèmes  fondamentaux.  —  l.a  méthode  infinitési- 
male, envisagée  successivement  sous  ces  deux  points  de  vue, 
repose  sur  deux  théorèmes  correspondants. 

Premier   théorème.   —  La  limite  du  rapport  de  deux  inflnimeni 
petits  n'est  pas  changée,  quand  on  remplace  chacun  d'eux  par  un 
infiniment  petit  dont  le  rapport  acec  lui  a  pour  limite  l'unité. 
Soit  le  rapport  de  deux  infiniment  petits 

Prenons  deux  autres  infiniment  petits  !3'  et  -('  tels  que 


Il  faut  montrer  qui 


Un,  4=.!,.,  A. 


Ce  fait  est  évident,  car  on  peut  écrire 
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:'  letulant  vers  zéro  en  même  temps  que  fi  et  y.  On  a  donc 


r 

y    1 

+  £ 

v«„ 

1  1  et  on 

a  bien 

O' 

^  ^  ^' 

T 

En  particulier,  pour  trouver  la  limite  du  rapport  de  deu 
infiniment  petits  ^  et  y,  on  peut  remplacer  chacun  d'eux  par  s 
partie  principale,  puisque  le  rapport  d'un  infiniment  petit  à  s 
partie  principale  tend  vers  l. 

KxEMPLE.  —  Pour  évaluer  la  limite  du  rapport 


quand   <j.    tend    \( 

sinSa  et  sin2apar  :3  a  et  2 


tendent  vers  1.   I.a  liniin;  (Miercuee  i:sl  uuih;  ituc  ne  -^r — 

Deuxième  théorème.  —  La  limite  de  la  somme  d'un  nombre  infi- 
niment grand  d'infiniment  petits,  tous  de  même  signe,  n  est  pas 
changée  quand  on  remplace  chacun  d'eux  par  un  autre  dont  le 
rapport  avec  lui  a  pour  limite  l'unité. 

Soient  Oi,  œ,,..,,  a„  les  quautllés  infiniment  petites  proposées, 
toutes  de  môme  signe;  supposons  qu'on  ait 

quand  toutes  ces  quantités  tendent  vers  zéro,  n  croissant  indéfini- 
ment. Soient  maintenant  p,,  ^j,--.,  |3„,  d'autres  quantités  infini- 
ment petites,  en  même  nombre,  telles  que 


sin2i 

0,   on    peut   ven,pl„cer 
et  2  a,  car  les  rapports 

respectiveineiit 

lu  :!  «          sin  2  « 

3i       '          2o. 

3  cherchée  est  donc  celle 

c,e|±„nl. 
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It  faut  démontrer  que  l'on  a  également 

l!m{iS,  +  ^,+ -hX)  =  \. 

Considérons  les  rapports 

dont  les   dénominateurs  sont  tous  de  même  signe  par  hypothè; 
D'après  un  théorème  élémentaire  d'algèbre,  le  rapport 

3, +3,+ +  X 


obtenu  en  divisant  la  somme  des  numérateurs  par  celle  des 
dénominateurs  est  compris  entre  le  plus  grand  et  le  plus  petit 
des  rapports  (1),  de  sorte  que  l'on  a 

s  3 

-l-^étant  le  plus  petit  et  -^-^  le    plus    grand    des    rapports   (i). 


Quand  n  augmente  indéfiniment  tous  les  rapports  (1}  et  en  par 
tendent  vers  1.  par  hy| 

^,+  ^.+ +  X 


ticulier-^  et    -^^  tendent  vers  1.  par  hypothèse,  l.e  rapport 


étant  compris  entre  deux  quanlités  qui  tendent  vers  1,  tend  lui- 
même  vers  1,  et  comme  le  dénominateur  tend  vers  A,  il  en  est 
de  même  du  numérateur. 

Le  théorème  est  donc  démontré.  On  peut,  en  particulier,  pour 
évaluer  la  limite  de  (a,  +  aj+' +  «„),  remplacer  chaque  infi- 
niment petit  composant  la  somme  par  sa  partie  principale. 

Remakque. —  Il  est  essentiel  de  supposer  les  quantités  a,,  a.^,..,%„ 
toutes  de  même  signe;  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  on  ne  pourrait 
plus  faire  la  démonstration,  car  le  théorème  d'algèbre  sur  lequel 
nous  nous  sommes  appuyés  ne  serait  plus  applicable.  Il  est  facile 
de  montrer,  par  un  exemple,  que  la  proposition  n'est  plus  vraie. 
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Soit  n  un  liomijie  pair,  n^^'lp  ;  [ 


où  tous  les  a  d'indices  impairs  sont  égaux  au  premier  a,  eL  lous 
ceux  d'indices  pairs  au  dei 


est   —   ou  1.  Soit  d'autre  part  : 

1  ,    _  1  „  _    1 

„ 1_        „   __  _1_ 

'"'"    ^ir' ''"^    i/'7' 

Quand  n  augmente  indéfiniment,  toutes  ces  quantités  de' 
infiniment  petites  et  les  rapports 


tendent  vers  1.  Mais  comme  les  a  n'ont  pas  tous  le  m^me  signe, 
on  ne  peut  pas  afiirnier  que  la  somme 

?,+  ?.+ +  ?. 

tende  vers  la  même  limite  que  la  somme  des  a.  l'HFcctivemenl 
la  somme  des  ^  est  /utile  et  celle  des  a  é^^ale  ù  1- 

5.  Application  du  oEiixmME  thkouème  .  Aire  d'un  serment 
de  courbe  plane.  —  Considérons  une  courbe  plane  ayant  pour 
équation,  par  rapport  à  des  axes  rectangulaires 

s  =  /■(■'); 

prenons  un  arc  continu  M^,  M  [fig.  1)  de  cette  courbe  et  abais- 
sons les  perpendiculaires  M^^P^  et  MP  sur  l'axe  Oj".  Proposons- 
nous  d'évaluer  l'aire  Pj,M(,MP.  Nous  supposerons  d'abord  que 
l'arc  M^  M  soit  au-dessus  de  O^  et  que  l'abscisse  j:  dé  M  soit 
supérieure  à  l'abscisse  a  de  M„. 
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Divisons  P„  P  en  n  parties  par  des  points  P^,  P^, . 

nonsles  ordonnées  P,M,,  P^  M„ ,P„_,M„_,. 

divisent  l'aire  S  en  n  parties  que  nous  appelleron 


L'rtire  A  étant  évidemment  la  somme  des  parties  diuis  IcsrpioUes 
on  l'a  divisée,  oh  a 

a,  +'-,+ +  ^„^A. 

Inscrivons  maintenant  dans  la  courbe  des  -  rectangles  de  la 
façon  suivante.  Par  le  point  M^,  menons  une  parallèle  à  Ox,  M,,  Hi. 
jusqu'il  la  rencontre  de  l'ordonnée  M,P,  ;  par  M,  menons  une 
parallèle  à  Ox,  M,  Hj,  jusqu'à  la  rencontre  avec  M,  P^,  et  ainsi  de 
suite,  par  M„_|  une  parallèle  à  Oj,  M„_i  I1„,  jusqu'il  la  ren- 
contre avec  M  P.  JVous  formons  ainsi  n   rectangles  inscrits  P,,  M^ 

H,  P,,  P,  M, HjP,,. ..  dont  nous  appellerons  les  aires  ^j,  p^, ,p„. 

Nous  allons  démontrer  que  l'aire  A  est  la  limite  de  la  somme 
de  ces  rectangles  quand  n  augmente  indéfiniment  et  que  toutes 
les  divisions  P^P^,  P^  Pj, -  P„-i  P  tendent  vers  zéro. 

Il  s'agît  donc  de  démontrer  que 

lim  (fl,  +  ^i^+ +  ;-i,,;  =  A, 

ou  encore    que  la  somme   ?,  +  ?a4- +  [*„!'  mémo  limite  que 

a,-|-aj +  ««■  Pour  cela,  comme   les   quantités  œ,,  œ,, ,a„ 

sont  toutes  positives,  il  suffit  de  vérifier  que  tous  les  rapports 

tendent  vers  I. 
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Supposoi 


cFaborcl    que    le    long    t'e    Turc    M^,  M    rortloiiiiéo 
s  dans  le  même  sens,  par  exemple   en    croissant, 


nous  allons  dûmontrer  qu'il  teud  vers  .1  ;  la  démonstration  est  la 
même  pour  tous  les  autres.  Menons  par  M,  une  parallèle  à  Oj^' 
vers  la  gauche,  jusqu'à  la  rencontre  avec  M^  P,  en  K,,  et  appelons 
y,  et  y^  les  ordonnées  M[  P,  et  Mj  P^,  àx  l'accroissement  P,  P, 
de  l'abscisse.  L'aire  aj=P,MjMjPj  est  évidemment  comprise 
entre  le  rectongle  P,  K,  MjP,  de  surface  i/^  \x  et  le  rectangle 
P,  M,  H,  P,  appelé  p,  de  surface  y,  A.e. 


.'/,  -i'^'  <  ^-^  <  !/,  ^■'' 


Dlvi 


s  par  </,  i,i- 


Quand  n    augmente    indéfniiment,  i.r  tend  \ 


iro,   f/j  tend 


vers  ^,  et  le  rapport -^  tend  vers  1.    Donc  ~J-,   étant  corn 

!/i  Pi 

entre  i  et  un  rapport  qui  tend  vers  1,  tend  lui-même  vers  1. 
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La  même  démonstration  s';ippHf[nant  li  tous  les  rapports,  le 
théorème  est  démontré  ;  l'aire  A  est  la  limite  de  la  somme  des 
rectangles  inscrits. 

Si  sur  l'arc  M^M  l'ordonnée  ne  varie  pas  toujours  dans  le 
même  sens  {flg.  2),  on  peut  partager  cet  arc  en  parties  M„M;, 
M;Mj„  MpM  le  long  de  chacune  desquelles  rordoniiée  varie  dans 
le  „même  sens.  Le  raisonnement  précédent  s'applique  alors  à 
chacune  des  aires  partielles  limitées  par  les  ordonnées  des  points 
intermédiaires  Mj,  M^,  et  par  suite  à  l'aire  totale  A  qui  est  donc, 
dans  tous  les  cas,  donnée  par 


.lim  (;i^  +  ;-î^+.. 


6.  Expression  analytique.  —  Appelons  (fig.  1)  a  et  ^  les 
abscisses  des  extrémités  M^,  et  M„,  .y,,  x^,...,a\_i  les  abscisses  des 
points  intermédiaires  M,,  M,,...  M„_,  ;  les  ordonnées  M^  P,,, 
M,  P,,...  M„_,  ■?„_,  sont  /■(«),  f{x,),---,f{'>'^i)  ;  les  segments 
Pj,  P,,  P,  P;,...,  P„_,  P  servant  de  bases  aux  rectangles  sont 
.r,  —  a,  a-j —  j-,,...,,r  —  x„„,,  et  on  peut  écrire 

A  =  lim  [(,,-,  -  o)  /•(«)  +  (a:,  -  I,)  f  {.,',]  4-  ... 

quand  n  augmente  indéfiniment,  toutes  les  différences  x^  —  a, 
.Tj — -j-,,..,,  .T— j;„_,  tendant  vers  zéro.  On  peut  écrire  cette  ex- 
pression sous  forme  abrégée 

A  =  lim  S/(.r)  \.c 

le  signe  S  signifiant  qu'il  faut  faire  la  somme  des  produits  de 
chaque  ordonnée  par  l'accroissement  correspondant  de  l'abscisse. 
On  écrit  habituellement 


-/«' 


où  le  signe   j   qui  représente  une  lettre  S  s'énonce  «  somme  h. 
On  dit  .<  A  égale  somme  f{.r)  <h-». 

Cette  expression  1  f{a-)  dj;.est  ce  qu'on  appelle  une  intégr.ale 
simple.  Nous  verrons  procliainement  comment  le  calcul  de  ces  inté- 
grales simples  se  ramène  il  la  recherche  des  fonctions  primitives. 
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7-  Valeur  algébrique  de  l'aire  d'u 
iiemeiits  géométriques  que  nous  avons  faits  sont  indépendants  de 
la  disposition  de  la  courbe  par  rapport  aux  axes  des  coordonnées. 
Mais  quand  nous  avons  établi  la  formule 

A  =  ll,u  [(,r.  -  a)  f{a)  +  (.r.  -  x,)  /(^J  +  ..,] 
=  lim  S  f{x)  Aj;  =  ^  fix)  dx, 

nous  avons  supposé  que  l'arc  M^  M  était  au-dessus  de  Ox  et 
que  X  était  supérieur  à  a. 

Voyons  ce  que  représente  cette  mênie  limite  quand  ces  condi- 
tions ne  sont  pas  remplies. 

Supposons    d'abord    que   x  soit   supérieur  à  a  mais  que  l'arc 


Mj,M  soit  au-dessous  de  Ox[fig.  3).  Alors  dans  l'expression  ana- 
lytique que  nous  avons  écrite 

A  =lm,  Rx,-»)  /•(»)+  (,,-,,)  /■(,,)  +  ...+(» -.t ._,) /■i>._,)l 

toutes  les   ordonnées  f{ci),  f{x,)  ,■■-,  f{x„_i)  sont  négatifes;  les 

produits  [x,  —  a)  f{a),  [x^  —  x^)  f[x^, représentent  donc  les 

aires  des  rectangles  inscrits  changées  de  signe  et  la  somme  de 
ces  produits  a  pour  limite  l'aire  Pj,  M,  M  P  changée  de  signe.  Pour 
ne  pas  avoir  ii  modifier  les  formules,  il  suffit  donc  de  regarder 
comme  négatives  les  aires  des  segments  situés  au-dessous  de  Ox; 
ou  aura  encore,  dans  ce  cas 


=//■;■') 


Si  l'arc  AIq  m  [fig.  4)  est  partiellement  au-dessus  et  partiel- 
lement au-dessous  de  l'axe  0 x  qu'il  coupe  aux  points  M',  M"  M'', 
dans  l'expression  de  la  somme 

A  =  lim  [(,,  -  a)  f[a)  +  (x,  -  ^,)  /-(x,)  +  ... 
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S  nires  de    ceux    des    rectangles    inscrits  qui    sont    i 
)  l'axe  entrent  positivement  et  les  rtires  des  rectangle! 


sente  donc  la  différence 
dessus  et  les  aires  des  s 


lit  iiégallvemenl.  La  somme  A  reprt 
itre  les  aires  des  segments  sitnéa  ai 
ments  situés  au-dessous  de  l'axe  O.r. 


A  =  P3I31"—  M'R'M"  +  M"R"M"'  —  il'MP. 


Cas  où  .•■  est  infcrie.urù(i. 

Si  .r  était  intérieur  à  a  {fig.  5),  les  différ 


représenteraient   les    bases  des  rectangles  inscrits    <h<iiigèc!f  de 
signes;  dans  la  somme 

les  aires  des  rectangles  à  ordonnées    positives    entreraient   donc 
négalivenicnt  et  inversement. 
L'expression 
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représenterait  alors  la  différence  entre  les  aires  inférimiros  ol  les 
aires  snpérieures  :  M'  RM"  —  PMM'  —  M"  M„  P„. 

Dans  tous  les  cas,  nous  conviendrons  d'appeler  cette  exjires- 
sion  la  valeur  algébrique  de  l'aire  P^,  M,,  MP. 

REMAiiçrE.  - — ■  Les  définitions  précédentes  s'étendent  d'elles- 
mêmes  au  cas  oii  la  fonction /"(.î^)  présente  des  discontinuités  en 
nom]»re  fini  enire  <ï  cL  .r,  T,a  courbe  y  =  f{.r]  a  alors  une  forme 


S 

^^•"Ll, 

comme  celle  de  la  figure  6,  0(1  il  y  a  deux  discontinuités 
pour  les  deux  abscisses  OH  et  OK.  L'aire  de  cette  courbe  a  une 
valeur  parfaitement  déterminée,  donnée  toujours  par  la  formule 
I  f{x)  dx  ;  en  supposant  n<  x,  elle  est  la  somme  algébrique  des 
aires  1,  2  et  '^■,  où  l'aire  ii  est  néffalive. 

8-  Aire  d'un  segment  en  coordonnées  obliques.  —   Soit  une 

,,=/■(.,; 

rapportée  h  des  nxos  O.r  et  0//  faisant  entre  eux  un  angle  fj  (llg.  7). 


Considérons  un  segment  limité  par  un  arc  de  courbe  M„M, 
les  deux  ordonnées  extrêmes  M^  P^  et  MP  et  par  l'axe  Ox.  On 
voit,  par  des  raisonnements  identiques  aux  précédents,  que  l'aire 
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de  ce  segment  est  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme  des 
parallélogrammes  inscrits  ayant  leurs  côtés  parallèles  aux  axes. 
Si  l'on  appelle  y  rorcloniiée  qui  constitue  un  côté  d'un  de  ces 
parallélogrammes  et  i.r  le  segment  d'axe  O.r  qui  coiistitne  l'autre 
côté,  l'aire  de  ce  parallélogramme  est 

(/A.rsin&. 

On  en  conclut  que  la  valeur  algébrique  A  de  l'aire  considérée 
est  la  limite  de  la  somme 

S  {y  \x  sin  9]  =  sin  6  SyA.f, 

car  sin  9  peut  être  mis  en  facteur  dans  la  somme.  On  a  donc  enfin 

A=  ^m^^i,tU- 

d'après  la  notation  précédente. 


II.      -     DIFFÉRENTIELLES    DES    PONCTIONS    D'tJNB    VABIABLI 

9.   Différentielle  du  premier  ordre. —   Soit 

.?  =  /■(■'■) 

une    ronctinn    d'une    variable  indépendante  ,( .  Donnons   ii  x  uj 
accroissement  arbitraire  /*,  ij  prend  un  accroissement 

ij  =  /■(,. +;,)-/•(«), 

et  le  rapport 

/(  h 

tend  vers  la  dérivée  /"'{.r)  quand  /(  tend  vers  zéro.  On  peut  dom 
écrire 


t  étant  infiuinienl  petit  avec  h,  ou  encore 

i,  =  /,/•(,,■)  +  /„. 

Cette   relation  montre    que,  si  .r   ne    possède   pas    une  v:i!eur 
APPELi,..^..alysfi. 


yGoosle 


particulière  rencliuit  nulk'  ou  infinie  la  dérivée  f'{:r),  \y  est  infi- 
niment petit  du  premier  ordre  pjir  rapport  à  h  et  admet  pour 
partie  prùicipa  le 

v  (.'■)■ 

Cette  quantité  s'appelle  di/fére/niellc  du  y  ;  on  la  désigne 
par  dy. 

Défimtion. — ■  La  différentielle  d'une  fonction  y  d'une  varialiic 
indépendante  x  est  égale  ii  la  dérivée  de  la  fonctio?i  multipliée 
par  un  accroissement  arbitraire  attribué  à  la  cai'iable 

dy  =  f'uM, 

(^<j  =  y^  ''  ■ 

Cet  accroissement  h  étant  supposé  infiniment  petit,  dij  est  lu 
partie  principale  de  Ay  ;  on  peut  donc,  d'après  les  deux  théo- 
rèmes fondamentaux,  remplacer  ly  par  dy  toutes  les  fois  que 
l'on  veut  chercher  la  limite  d'un  rapport  ou  d'une  somme  d'înli- 
niment  petits  où  figure  iî/. 

En  particulier,  la  différentielle  de  la  variable  indépendante 
elle-même  x  est  égale  Ji  sa  dérivée  1  multipliée  par  h  : 


Remplaçant  h  'par  d-r,    on    écrira  l'expression  de  dy   t 
forme 

dy  =  f'\,v)  cU 


dy  r=:y:d.v. 
10.  Différentielle  d'une  fonction  de  fonction.  —  Soit 

s=n«).  »=?(■'■), 

tétant  la  variable  indépendante. 

On  sait  que  la  dérivée  de  y  par  rapport  à  .r  est  donnée  par  I 
formule 

s:  =  /'[■•)  <■ 
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Multiplions  les  deux  ■ 
pai'  définition, 


DlFFÉRENTIEf.r.F.S 

par  dx,  et  rappelons-nous 


dji  =  i/j.  (l.T,     du  ■=  ii[  d.v. 


tomme  .si  ii  èliiU  in  vnriahle  indépendante.  Ainsi,  tandis  que, 
dans  lu  notation  des  dérivées,  on  a  deux  formules  difFcreiites 
pour  exprimer  la  dérivée  première  de  y  par  rapport  à  jr,  suivant 
que  y  est  exprimé  directement  en  x  ou  est  une  fonction  de 
fonction  de  j:,  dans  la  notation  dlfFi^rentirlle  on  a  la  mt^me  for- 
mule pour  les  deux  cas. 

11.  Différentielle  d'une  fonction  composée.  — -  Pour  obtenir 
les  différentielles  premières  de  toutesles  fonctions  d'une  variable, 
il  suffit  de  reprendre  les  résultats  établis  en  algèbre  pour  la 
dérivation  des  fonctions  d'une  variable  et  de  les  traduire  dans 
la  notation  différentielle. 


Somme.  —  Soient  / 


V  des 


la 


:,.   +   ,. 


Multiplions  par  dx   et  remplaçons  y'^  dx,  i 
ydv  leurs  valeurs  dy,  du,  de,  dw,  il  vient 

dy  =  du  -\-  dv  -\-  dtv. 
Produit.  —  Considérons  le  produit 


'  dx,  oi  dx, 


et,  en  multipliant  par  dx, 

dy  ^  nd',> 


yGoosle 


Quotient. 


et,  en  multipliant  par  t/.f, 

wlu  —  iidv 

''.'/  =—^1 -■ 

Fonction  composée.  —  Soit  enfin  le  cas  général  où  y  est  nne 
l'onction  donnée  de  «,  c,  w,  ces  quantités  étant  fonctions  de  x. 

En  désignant,  suivant  l'usage,  par  f^,  f[,  f[„  les  dérivées  par- 
tielles de  la  fonction /■(«,  c,  w),  prises  successivement  par  rap- 
port il  u,  S',  n',  on  a  trouvé  en  algèbre 

on  en  clédiiil,  eu  multipliant  par  (/x, 

,ly  =  fl  du  +  fl  dp  +  /,";  dw. 

12-  Remarque  sur  les  différentielles  premières.  —  On  voit, 
d'après  ces  règles  dont  la  dernière  comprend  toutes  les  précé- 
dentes, que,  pour  prendre  la  différentielle  première  d'une 
fonction  d'une  variable,  il  n'est  pas  nécessaire  de  savoir  quelle 
est  la  cartable  indépendante    choisie  ;  en  effet,  si  l'on  a 

V=  fi.".  ",«■). 

il  suffit  de  savoir  que  ii,  v,  w  sont  fonctions  d'une  variable  indé- 
pendante,  d'ailleurs  non  spécifiée,  pour  écrire  la  difTérentielle 

dy  =  fl  du  +  fidp  +  /î,  dw. 

Celle  propriété  ne  s'étend  pas  aux  différentielles  d'ordre  siipé^ 
rieur  dont  l'expression  peut  changer  avec  le  choix  de  la  variaJde 
indépendante. 

13-  Tableau  de  différentielles  usuelles.   —  Nous  réunissons 
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dans     le    tableau    suivant     les     expressions    des     différentielles 
usuelles  : 

dx"'  =  mx  '""'  dx, 

(m  constante  positive  ou  négative) 

d\»^x  =-Vrf.c, 

(le  signe  log  désignant  un  logarithme  népérien). 

de''  =  é'  dx,       lia'  :^  a'  log  a  d.c. 
d  sin  .T  =^  cos  x  dx,      d  cos  .r  =  —  sîn  x  dx. 

1  -7 

a  tang.r  = j-^  dx. 


d  arc  s 


'■■  V'f  —  .r" 

(^-  constante). 

Dans    les     trois    dernières    formules ,     nous     prenons     pour 
arc  sin  -y—  et  arc  tang  -j-~  les  arcs    qui  s'annulent  avec  x,  pour 

arc  cos  ^  l'arc  qui  est  égal  il  -^  pour  .r  ^  0.  Ni 
ces  conventions  élans  tout  le  cours  de  l'ouvrage. 
k~x  2  /-       , 


1 

rfiog{.»  +  /.,'+o  =  ;^î^ 

1  l  est  une  constante  positive  ou  négative. 


i.e, 
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14.   Différentielles  d'ordre  supérieur.  ■ 
lie  la  variable  indépenciaiite  x 

5  =/■(■'). 


Cette  diflereiitielle  première  (/i/  est  une  l'onction  deo,-  et  de  i/.f. 
On  confient  de  regarder  l'accroissement  dx,  attribué  à  la  variable 
indépendante,  comme  une  constante  indépendante  de  x.  Alors  dy 
devient  une  fonction  de  x  qui  admet  à  son  tour  une  différentielle  ; 
la  différentielle  de  dy,  d[dy),  est,  par  définition,  égale  à  la 
dérivée  de  dy  qui  est  f"  [x]  dx  multipliée  par  raccroissement 
âx  attribué  à  x  ; 

d{,hi)  =  ru),u' 

Afin  d'abréger  l'écriture,  on  emploie  la  notation  d^if  pour  dési- 
gner d[dy)  et  on  a,  pour  expression  de  \»  différentielle  seconde 
de  y 

(Vy  ^  f"(x)  dx^. 

Cette  différentielle  est,  à  son  tour,  une  l'onction  de  x  dont  la 
nouvelle  différentielle  est 

./'^  =  /■"'(x),6■^ 

car  dx  est  constant;  on  a  ainsi  l'expression  de  la  différentielle 
troisième.  On  obtient  de  même,  n  étant  un  entier  positif, 

Inversement,  les  dérivées  snccessives  de  y  par  rapport  à  x 
s'écriront  avec  la  notation  différentielle  : 


y 

=/'{■'■)  = 

d.r  ' 

'/ 

=/-;.'■)  = 

</•' 

=  f"  (*) 

dy 
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15.  Fonction  de  fonction.  ■ —  Soil 

!i  =  f\«:,  «=?(■■;. 

.(■  ilésigiiaiil  lii  viiriiiltle  indépeiidantn.  On  a 

,hj  =  f  („;  d„. 

Pour  avoir  la  difféi'eiitielle  seconde  de  dy  il  l'aul  donc  prendre 
Iji  diff'érentielle  du  produit  /''(»)  e/w  dont  les  deux  iacteurs 
varient  avec  x.  La  difFérenlielle  de  /"'(w)  est  f"[ii)du;  celle  de 
du  est  <^^  u  ;  on  a  donc 

'iv=/";")<'"'  +  /'v")<''"- 

La  différenliellc  troisième  s'obtient  de  même  en  différentianl 
l'expression  précédente  et  remarquant  que  chacun  de  ses  termes 
est  un  produit.  Ce  qui  donne 

d'y  ^  /•'"{„)  dcr'  +  3  /"(«;  dmt-n  +/''(«■  d'i> ; 

et  ainsi  de  suite. 

16-  Fonction  composée.  —  Suit 

ir,  c,   w  étant  l'onotions  de  la  variable  indépeiidanle  .i'.  On  a 

dy  =  fju  +  fidç  ^fldw. 

On  obtient  la  différentielle  seconde  en  jcniarf[uant  que  chaque 
terme  de  dy  est  un  produit.  Donc  : 

d^y  =  d  (/;;)  du  +  d  ifl)  dv  +  d  (/',',)  div  +  f:,d'u 
+  fld'f  +  f:.,d'^. 

Développant  d  (^)  par  la  rrglc  de  différentlatlon  des  fonc- 
tions composées,  on  a 

d  {f!)  =  f,;jn  +  tZdv  H-  fZA^; 
■f%  désignant  la  dérivée  partielle  de  /'prise  deux  fois  par  rapport 
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il  u,  fl,',  lii  dérivée  partielle  de  f  prise  d'abord  par  rapport  ii 
puis  pur  rapport  à  c...  etc.  Calculant  de  mftmc  d[f'.\,  d{fl) 
se  rappelant  que 


On  calculera  de  même  les  différentielles  d'ordre  supérieur.  11 
est  inutile  de  chercher  à  retenir  ces  formules  générales  ;  car 
il  sera  aisé  de  former  les  différentielles  des  fonctions  composées 
de  proche  en  proche,  dans  chaque  cas  particulier. 

V.xF.iH-hF.. —-  SoiL  un  produit 


(f  («f)  :^=  luh'  -\~  vdn;  d'''yiw)  ^=  ud^v  -\-  2  diidv  +  ^'d'^u; 
d"  (».■)  =  «(^V  +  3  ditd'^  +  3  dfd'u  +  çd'u, 

où  l'on  peut  remarquer  que,  dans  (f  (n  c),  les  coefficients  numé- 
riques sont  ceux  du  développement  de  (et  -+-/>)"  par  la  formule 
du  binônie. 

n.  Remarques  sur  les  différentielles  d'ordre  supérieur.  — 
Nous  avons  vu  que,  pour  les  différentielles  du  premier  ordre,  les 
formules  restent  les  mêmes  quel  que  soit  le  choie  de  la  vuriahle 
indépendante.  Pur  exemple  si 

'j  =  f[«]. 

dy  =^  f^^  du 

que  u  soit  la  variable  indépendante  ou  non. 

Mais,  dans  les  expressions  des  différentielles  d'ordre  supérieur, 
le  choix  de  lu  variable  indépendante  joue  un  rôle,  car  eelte 
variahle  indépendante  est  caractérisée  par  ce  fait  que  ses  diffé- 
rentielles d'ordre  supérieur  sont  nulles. 
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Ainsi,  fjiiaïul  on  u 

d^l/  =  f^idir  +  fitd'u 

quel  que  soit  le  choix  de  la  variable  indépendante.  Mais  si  " 
est  pris  pour  variable  indépendante  ihi  est  regardé  comme  une 
constante,  d"^  ii  ^^  0,    et   on  a    la  formule 

dhj^-  ([^du'' 
qui  n'est  exacte  que  si  n  est  la  variable  iitclépenditnte. 


m.   —  FONCTIONS   DE  PLUSIEURS  VARIABLES 

INDÉPENDANTES. 

DIFFÉRENTIELLES   PARTIELLES   ET   DIFFÉRENTIELLES  TOTALES 

18-  Dérivées  et  différentielles  partielles.  — Svh 

une  l'onction  des  deux  variables  indépendantes  .v  et  y.  Ces  deux 
variables  étant  indépendantes,  on  peut  laisser  y  constant  et  faire 
varier    seulement  a-;    la   variable  z   est    alors    fonction    de  x   et 

ses    dérivées  par  rapport  ii  .c 

f..r.';- 

sont  les  dérivées  partielles  de  ;  par  rapport  à  ,i'. 

D'après  la  notation  différentielle,  y  étant  toujours  regardé 
comme  une  constante,  les  différentielles  successives  de  :  par 
rapport  il  .x  seront 

dz  =^  fidx,  d'z-  =  f!J,ilx^,-..  ; 

ce  sont  les  différentielles  partielles  de  j  par  rapport  à  x.  Pour 
éviter  toute  confusion  entre  les  différentielles  partielles  et  les 
différentielles    totales  que  nous  étudierons  plus  loin,  nous    cou- 
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viendrons  (remployer  un  d  de  ronde  ponv  désigner  les  tlilTér 
tiolles  partielles  et  nous  écrirons 


Nous  avons  ainsi,  dans  la  notation  difi'érentielle,  les  expressions 
des  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  it  x. 

De  même,  z  est  une  fonction  de  y  quand  on  regarde  x  connue 
constant  ;  ses  dérivées  partielles  successives  par  rapport  \\  // 
s'écriront  ; 

La  quantité  -r^est  une  fonction  de  .ï  et  »/  ;  si  l'on  y  regarde  y 
cumntc  constant,  elle    a   une   dérivée  partielle    par  rapport  à  ,c 

de  même  -r-^  a  une  dérivée  partielle  par  rapport  à  ij 

On  démontre,  dans  les  éléments  de  ralgi.'l>re,  que  ces  daux 
ijuaniilés  sont  égales.  Nous  les  écrirons 


où    l'ordre    des    lactenrs  dx  et  ày    du    dénominateur    peut    iHre 
interverti.    D'une    manière    générale    la     dérivée    d'ordre     k    de 
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est  identique  i>  la  dérivée  d'ot 


■  à,/ 


Ces  deux  déi 


;  partielles    idenliquoï 


désignent   pai 


19.  Différentielles  totales. 
lieux  variiibles  iiidépeiidantos 


\Ai  din'érentielle  totale  de 


■—  Soit  encore  - 
et  y 

est,  par  définition, 


ih  =  — -^  dx  - 


'la, 


dx  et  dy  étant  des  accroissements  arbitraires  attribués  aux  variables 
indépendantes,  accroissements  que  nous  supposerons  habituelle- 
ment infiniment  petits. 

Cette  différentielle  totale  dii  premier  ordre,  admet  ii  son  tour 
une  différentielle  totale  que  l'on  désigne  par  rf^  z-  et  qu'on  calcule 
en  faisant  l'hypothèse  que  les  accroissements  t/a:  et  t?^  des  variables 
indépendantes  sont  constants.  On  a  alors 

,F-.  =  [fj,d,  +  f%d,j]  Jx  +  ifiidx  +  f;'.dij)  dy, 

car  pour  former  d  [dz)  il  faut  prendre  la  dérivée  partielle  de  dz 
par  rapport  à  x  multipliée  par  dx,  plus  la  dérivée  partielle  de  dz 
par  rapport  à  y  multipliée  par  dy.  En  réduisant,  comme  f^j  est 

d-s  =  /ï<t»'  +  .^  f:;d^,-d,j  +  f;;,df 


ixày 


is'i 
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Dans  i;i  ihôorîe  des  surfaces,  on  désigne  ordinairement  par 
j),  ij,  r,  s,  t,  les  dérivées  partielles  premières  et  secondes  de  z 
par  rapport  à  x  et  y 


à'z    ^]>  b(j 

àxHij         à'j  ~'  àx 

On  a,  avec  ces  notations,  les  expressions  suivantes   des  dîli'é- 
rentielles  totales  premières  et  secondes  de  r 


d"^-.  =  rdx-  +  2  Hdxdy  +  tdif. 


ÔJ 

-  =  /'= 

=3,r>  +  4,rj, 

^.^ 

=  2,r'  +  4  j", 

?  = 

,-  =  r,,r+4. 

5j  ° 

'  à// 

if 

=  ï  =  12  v', 

(^î  =  (3  .r^  H-  4  a-!/)  dx  4-  (2  ar-  +  4  (/s)  (f^, 
(/^î  ^=  (6  j'  +  4  y)  '^■*'^  H-  8  xdxdi/  +  12  y^  rf[/'. 
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CHAPITRE    II 

FONCTIONS    PRIMITIVES.    —   INTÉGRALES    INDÉFINIES, 

INTÉGRALES  DÉFINIES  SIMPLES. 
APPLICATIONS    A    LA     MESURE     DES     AIRES     PI,ANES, 


I,  —  FONCTIONS   PRIMITIVES.  —  INTÉGRALES  INDÉFINIES 

20-  Fonction  primitive.  —  Sous  venons  de  voir  comment  on 
fiilfiule  la  différentielle  crime  fonction  d'une  variaMe  indépen- 
dante X.  On  peut  se  poser  le  problème  inverse  de  trouçer  une 
fonction  d'une  variable  indépendante  x  ayant  une  différentielle 
donnée  f{x)dx. 

Remarquons  d'abord  que,  si  l'on  a  trouvé  une  lonction  -s  [x] 
répondant  i\  la  question,  c'est-à-dire  telle  ([ue 

rf»  H  =  /■(..■), fa, 
?'{■•■)  =  /■(.'■). 

la  fonction  la  pins  générale  répondant  à  la  question  est 

îW  +  c, 

C  désignant  une  constante  arbitraire.  Cela  résulte  de  ce  que  deux 
fonctions  ayant  même  dérifée  ne  différent  que  par  une  constante. 

La  fonction  la  plus  générale  «{arJ+C  admettant  une  différentielle 
donnée  f[x)dx  s'appelle  fonction  primitive  de  f[x)  ou  encore 
intégrale  indéfinie  de  la  différentielle  f{x)  dx . 

Dans  des  cas  simples,  on  aperçoit  immédiatement  cette  inté- 
grale indéfinie.  Ainsi  l'intégrale  indéfinie  de  x dx  est-^+C; 
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+-  C  ;  celle  de  cns.iv/.f  est  s 


-C,  etc.. 


21-  Existence  de  l'intégrale  indéûnie.  —  Soit /'(,i)  i^.i'  une 
(liiFérentîelle  donnée,  nous  rtlloiis  montrer  qu'il  existe  toujours 
une  ronction  s  {.r)  ayant  pour  différentielle  f[x)  dx  ;  la  fonction  lii 


plus    générale    ayant    pour    différentielle  f[.e)  d.c   ou    l'intégrale 
indéfinie  de  /"(.c)  rf.r  est  alors  »  (r)  -f-  C 

Construisons  la  courbe  ayant  pour  cr|Uiition  en  coordonnées 
rectangulaires  (fig.  8) 

Considérons  un  arc  continu  de  cette  courbe,  une  ordonnée 
lixe  M„P„  d'abscisse  a  et  une  ordonnée  variable  MP  d'abscisse  .c. 
L'aire  A  du  segment  P„  M,,  MP  est  évidemment  une  fonction  de  .c, 
car  elle  est  déterminée  dès  que  .r  est  connu  : 

Nous  allons  démontrer  que  cette  airo  a  précisément  pour  difl'é- 
rentielle  f[:r)  dx, 

lin  effet,  quand  x  croît  de  PP'  ;=  ix,  l'ordonnée  i\IP  =  y  prend 
une  nouvelle  position  r 

,/  +  ij  =  M'P' 

et  l'alie  trok  d'une  ([uanlité  AA  égale  il  PMMT'. 
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Menons  par  M  et  M'  des  parallèles  MH  et  M'K  à  l'axe  0,r  ; 
raccroissemeiit  iA.  est  évidemment  compris  entre  les  doux  rec- 
tangles PIMUP'  et  l'KM'P'  :  on  a  donc 

,vA.r  <  AA  <  hj  -+-  Ay)  A.r, 
et,  en  divisant  par  \x  C[iTe  nons  supposons  positif, 

AA 
y  <  -^  <  ^  +  A(/. 

Quand  A,f  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  \i/ ;  le  rap- 
port — -  étant  compris  entre  ;/  et  une  fjuantité  qui  tend  vers  j/, 

tend  lui-n»ènie  vei's  ij.  1.:\  dérivée  de  A  par  rapport  il  ,r  est  donc//, 
et  l'on  a 


puisque  ij=f{.r).^ 

On  a  donc  ainsi  défini  graphiquement  une  fouction  A.^='f(.f] 
ayant  pour  différentielle  f[.v)dx.  La  fonction  la  plus  générale 
admettant  cette  différentielle  est  ï;(j7)-f-C.  Ce  fait  se  conclut 
d'ailleurs  de  la  figure,  car  le  choix  de  l'ordonnée  initiale  M,,  P^ 
est  arbitraire  ;  si  on  prend  une  autre  ordonnée  initiale  M'nP'o  et 
si  ou  appelle  A' l'aire  P'oM'uMP,  cette  aire  A'  est  encore  une 
fonction  de  ;c  ayant  pour  différentielle /"(.r)  (/,r;  elle  est  égale  il  A 
plus  la  valeur  algébrique  de  l'aire  P'„M'„M„P„  qui  est  une  cons- 
lanto. 

22.  Notation.  —  Nous  avuns  vu  'ii"  7'i  que  la  valeur  algébrique 
de  l'aire   P„M„:\IP    est  la    limite    de    la    somme   des   rectangles 


limite  que  l'on  écrit  symboliquement 
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D'après  cela,  pour  tlésigiier  la  fonction  la  plus  générale  ayant 
pour  différentielle  /"[xjïfa:,  c'est-ti-dire  l'intégrale  indéfinie  de 
f[x)  dx,  on  emploie  la  notation  j  f[x)  dx.  L'on  a  donc,  en  appe- 
lant cs(j^)  une  fonction  particulière  ayant  ponr  diffère ntielle 
f\.v)dx, 

C  désignant  une  constante  arbitraire. 

Quand  on  détermine  ainsi  l'intégrale  indéfinie  d'une  dilFéren- 
tielle  donnée  f{:f)  dx,  on  dit  qu'on  intègre  cette  différentielle  ;  on 
dit  également  qu'on  fait  une  quadrature,  pour  rappeler  que  cette 
opération  revient  à  déterminer  l'aire  d'un  segment  de  courbe. 

On  peut  envisager  le  résultat  ainsi  obtenu  à  deux  points  de 
vue  :  1"  Si  l'on  donne  la  différentielle  f[j:)  dx  et  qu'on  ne  saclie 
pas  trouver  analytiquementla  fonction  admettant  cette  expression 
pour  différentielle,  on  peut  la  définir  graphiquement  comme 
l'aire  du  segment  de  courbe  y=^f{x);  2°  si  l'on  donne  une 
courbe  y^f[x),  toutes  les  fois  qu'on  sait  trouver  une  fonc- 
tion '-^  [x]  admettant  pour  différentielle /(.r)  dx,  on  sait  calculer 
jntrol'aire  d'un  segment  de  cette  courbe, 

23.  Tableau  d'intégrales  indéûnies  usuelles.  —  Dans  le 
tableau  suivant,  n  désigne  une  constante  quelconque,  positive 
iHi  négative,  différente  de  —  1;  C  désigne  la  constante  arbitraire 
duite  par  l'intégration. 

-1)      y,,:V,,-=_L^  .,■■•■  +  (;.       (,,<-)) 

J  m 


■2)        /~=i»g  ■'+(:, 


;3) 


/^ 
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(•^'    fvék 


-4^±l)+C, 


On  ramène  immédiatement  à  ces  intégrales  les  suivantes  dans 
lesquelles  k  est  une  constante  positive,  racine  carrée  arithmétique 

de  F. 


V'^ 


'  * 


^      ^^^.,(iVi..)< 


(10)    ;   l?^:^  =  T   I    ~ :=2l'°8- 


Si,  dans  le  second  membre  de  (9)  on  chasse  lo  déiiomlnaLcur  A 
sous  le  signe  log,  on  peut  écrire  ce  second  membre  : 


]og  [x  -\-  ^x^  ±  P)  —  log  /:  +  C  ; 

le  terme  —  log  A-  s'ajoute  à  la  constante  C  ;  on  peut  donc  écrire 
en  désignant  par  l  une  constante  positive  ou  négative,  l=^±k-  : 


(II) 


/7ï^  =  '"8('  +  ^'''+')^ 
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rornmle  l'acile  à  vérifier  piir  la  diffcrenLiatioii  {voir  le  numéro  13), 
On  peut  l'acilement  ramener  il  ces  intégrales  types  les  suivantes  : 


iV 


où  a,  h,  c  sont  (les  constantes,  n  un  exposant  dillérent  de  —  1. 
En  effet,  en  écrivant  d'abord 

_/■(»»  +  OfdT  =  —/{"■'+  '')•■'  ("■••  H-  '') 

On  voit  que,  au  facteur—  près,  cette  intégrale  rentre  dans  ]i' 
type  (I)  oii  X  serait  remplacé  par  ax-\-l/;  donc 

(12)  /(«x  +  b)'J^  =  i-  j^l-^  [ai  +  ly  •  '  +  C, 

formule  qu'on  vérifie  immédiatement  par  différentiation. 
Prenons  maintenant  le  cas  de  «^  —  1  ;  en  écrivant  alors 

Ç       dx         i      r   d  {ax  H-  /') 

on    voit  que,    au    facteur  — près,  cette  intégrale  rentre  dans  le 
type  (2}  où  ,r  serait  remplacé  par  ax-\-b;  donc 

'^^'*  /  af^  h    =  T  '"*''  '"■*  +  '')  +  C. 

Pour  évaluer  la  deuxième  intégrale,  écrivons,  on  décomposant 
le  trinôme  ax'^-\-bx-^c  en  carrés 


/dx        _  1   r_ 
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Trois  cas  sont  à  distinguer  suivant  que  h^  —  ^ac  est  négittil', 
positif  ou  nul. 

Si  h*  —  ^av  est  négatif,  on  peut  poser 


4  oc  —  /,' 

,  /4  »c 

—  ly 

',  a' 

=  V^ 

a' 

■t  r 

inlégi 

nie 

peut  s'écrire 

.(„ 

-^) 

('■ 

+- 

^)'-- 

iiité 

giiJc 

du 

type  (8j  où  ., 

est 

re„ 

ipl.eé  par  , 

On  il 

de 

,„c 

Jor 

" 

f 

i:ij 

1 

:^ 

"      «/ 

--arc  iniig- 

-+i: 

»j'  +  (.x  +  < 

/■ 

_ 

2 

iirc 

tilllË 

2a,r  + 

^  +  <; 

(/4oc  — //'  "l/  4  m  —  '' 

Si  ir  —  4  rtc  est  positil',  posons 

//-  —  4  oc  //,•  _  4  „r 

4„.        =*'.      *=V        4„. 

f  l'intégiale  pnul  s'ceiiro 


intégrale  du  type  {10)  oii  x  est  remplacé  par  .c  +  y^.  Doi 


J 


_^c ^Jl^Io  2" 

+  i,»H-c         2at  "^     ,   ^      *      ^, 
■'  T^Tj — : — r^ 
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Diiiis  ce  cas,  les  racines  du  trinôme  ax''  +  i.r  +  c  sont  réelles 
1  on  les  appelle  x'  et  :c"  on  voit  qu'elles  sont  égales  ii 


on  peut  doi 

m  écTlrE  alors 

'"'    /  1, 

■'■'■            -        1         ,.„,  '— '    1  r. 

,,..  +  «,,  +  „      ^/,._4„,  '"(i  ,-y'    1 

Enfin,  si 

li'^  —  ^cic  est  nul,  on  a 

.-)              / 

^'  ,.     1  r^(-^) 

"        j 

'            1   c 

«  (-^)  "' 

!>„»„.  , 

iiiiintenant  à  l'intégrale 

r       .. 

y  >'"■+'-+« 

Deux  cas  sont  à  distinguer  suivant  le  signe  de  a. 

Supposons  d'abord  a  positif.  iXous  mettrons,  Jcvanl  le  radi- 
cal, '^a  en  facteur  et  nous  décomposerons  encore  le  trinôme  en 
carrés  ;  il  vient  ainsi  l'intégrale  : 


1       /• dx 
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on  voit    qu'ellf!    rentre    dans    le    type  (11)  oii     on   remplace    x 
par  x  +  y^et  /  par  —  — 7— ï — '■  l^''"''  «»  ■'  '1''"^  ce  cas,  n  >0, 


ce  qu'on  peut  encore  écrire 

(16') 


j  *'"■'  +  '"■  +  '■ 


Soit  enfin  ff  négatir.  ^'ous  mettrons  ;ilors  y' — a  en  l'acteur  et 


1  /■   CI.T 


La  quantité  b? — .4  de  est  nécessairement  positive,  car,  si  elle 
était  négative,  la  quantité  sous  le  radical  serait  négative  quel  que 
soit  a:  et  Tintégrale  serait  wiaginaii-p. 

Xous  pouvons  alors  poser 


p=  ''■■ 


4»' 

L'întégrylc  pent  s'écrii 
1  / 


-v/^ 


'-"J  v'-l-^^' 
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cite  rentre  dans  le  tvpe  (7)  où  ,»■  est  remplacé  par  ,r  +  :T~.D(>i 
clans  ce  cas,  a  <  0,  on  a  : 


/dx 
/„,,.-^ +  /,,,-  +  ,. 


24.  Intégrale  d'une  somme  de  diitèrentielles.  —  Intégrale  de 
kfix)dx. 
Soient 

/;Hi,,     f,{x]ix,    /;(.,■:.</.,■ 

plusieurs  tHIFéi'entieiles  ;  l'intégrale  indéfinie  de  leur  somme 

/K  (.'■)  + A  H +/.(■')]''■■■ 

est  égide  ii  lu  somme  des  intégrales  indéfinies 

//;  H  •!■'  +jf.  {■')  '■'  +jf:  (.')  ''■'■  ; 

en  efi"et,  ces  deux  expressions  ont  toutes  les  deux  pour  différen- 
tielle 

f,l/,J.,  +  f,l,r:J.r  +  f,!,n,U. 

On  voit  de  même  que,  k  désignant  une  constante,  on  ii 

car  les  deux  membres  ont  la  même  différentielle  k  f'{.'-)  d.r. 

Par  exemple,  soit    îi    trouver  l'intégrale  indéfinie    d'un   poly- 
nôme 
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a,  b,  c  étant  constants  ;  cette  intégrale  est  égale  à 

r  «,fV,f  +  Çlixds  H-  fcdx 


25.  Intégration  par  pstrties.  —    Soient  u  et  c  deux  Éonotion; 
de  ,<;,  oïl  a 

ll(h'    +  !'(/"  :=;  il  {"*'), 

d'où  en  pronaiil  les  intégrales  indéfinies  des  deux  membres, 
fixh'  +  ffdii  =  Hc  +  C 


/'"''■=---/' 


rrf", 


où  !1  est  inutile  d'écrire  explicitement  une  constante  arbitraire 
dans  un  des  membres,  car  chaque  intégrale  indéfinie  n'est  déter- 
minée qu'il  une  constante  près. 

Quand  on  peut  mettre  une  différentielle  donnée  sous  la  forme 
udf,  on  voit  que  lii  relation  ci-dessus  permet  de  ramener  la 
recherche  de  fiid^  a  celle  de  ffdii  qui  peut  être  plus  simple. 
On  a  ainsi  ce  qu'on  appelle  la  formule  d'intégration  par  parties. 


EXEMPLK    1.—    Soit 


/Ho, 


cette  intégrale  est  de  la  forme  fitdc  si  l'on  fait 
on  a  donc 
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La  deuxième  intégrale  est 
Donc 

l';xKMri,E  II.  —  Soit  de  même 
i  on  applique  la  formule  préc;édenle  en  Taisant 


irc  siii  ,r  —  (    . 

J  ^i  —  x'' 


voit  que  cette  intégrale  est 

X,f.T 

.ravcsin^  +  v'r^ri:^+C. 
Exemple  III.  —  Soit  à  calculer  l'intégrale 

lù  rt  et  a  sont  des  constantes. 
Nous   appliquerons    la    i'orinule  d'intégration    par    parties,    en 


laisan 

t 

'•'  = 

Non 

is  aurons  : 

r        ax'- 

/    Va:,'--\-^d.,=.rV  a.i-'-\-^ 

^^:f_ 

Dans  la  deuxième  intégrale,  remplaçons  aj;-  par  <i.t 
nous  aurons  identiquement 
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d'où 

En    fyîsimt  passer  l'intégrale    1  V^«:c^+a  (?,(^    dans    le   preinici 
membre  et  en  divisant  par  2,  on  a  enfin 

(18)  /'•;s:î+;j,,^J_.,v';j+r+-|- r    '''''    . 


/.^ 


qui  rentre  dans   les  types  connus  (16)  on    (17)    suivsniL   le  signe 
do  «. 

REMAiiQiîïi.  —  L'intégrale 

j  sjax''  +  ix  +  c  dx 

se  ramène  immédiatement  à  la  précédente.  Il  sulTit  pour  cela  de 
déeompnsev  en  carres  le  trinôme  placé  sous  le  radical  : 

L'intégrale  s'écrit  alors 


elle  rentre  dans  le  type  (i8)  où  x  est  remplacé  par  x  +  .y-  et  a 
Jy^  —  4  ac 
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{ 1 9)       /   Vo.r'  +  /,,r  +  f   ,;,,•  =  4  (■'■  +  îîr)  >'"•'■*+''■'•  +  '■' 

/.'  —  4  <Jf     /*  Jx 

«'•        J    v/o.t'  +  J.r  +  r' 

Cette  formule  l'iimoiio  l'intégrale  cherchée  àuneaufre  d'ini  type 
connu  (161  ou  (17). 

II.  —   APPLICATION.  —    ÉVALUATION    DE    QUELQUES    AIHES 

26-  Segment  d'hyperbole  équilatère  compris  entre  l'hyper- 
bole et  son  asymptote.  —  Soil,  l'hypei'liole  écjuiliitère  lapporti'O 
à  ses  asymptotes, 

ciilculons  l'aire  A  comprise  entre  une  ordonnée  fixe  M^  P^  d'abs- 


cisse positive  rt,  et  une  ordonnée  variable  MP  d'abscisse  x.  On  a 
trouvé  en  général 

rfA=,rf,r. 

1 
Comme,  adiiellement,  y  ^  —  , 
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^^f^^H 


-c. 


On  détermine  la  eoiistaiito  en  remarquiint  que  l'aire  s'annnd' 
quand  X  est  égal  à  ti  ;  on  a  donc 

0  =  log  «  +  C,       C  =  —  log  '/. 
Donc  eniin 

A  =  log  ,r  —  log  a  =  !og—  . 

Si  on  siipposo  a^  1,  on  a,  on  particulier, 
A=  log^c. 

On  a  donc  ainsi  une  représentation  graphique  simple  du  loga- 
rithme népérien,  qu'on  appelle  pour  cotte  raison  logarithme 
hyperbolique. 

Quand  le  point  P  s'éloigne,  j:  augmente,  l'aire  A  augmente, 
et  quand  x  augmente  indéfiniment,  A  devient  infinie. 

Dans  d'autres  cas,  l'aire  comprise  entre  une  courbe  et  une 
asymptote  peut  être  finie;  c'est  ce  qu'on  verra  dans  l'exemple 


2T.  Courbe  ^  =  -^,.  -—  Cette  courbe  a,  dans  l'unglo  ^O.i-,  la 
même  forme  générale  que  l'hyperbole  précédente  [fig.  9)  ;  elle 
se  rapproche  plus  rapidement  de  0^.  L'aire  A  du  segment 
P„M„MP  a  pour  difFérenliellc 


Kn  intégrant,  ■ 


A^-i+C; 


IVxpressioLi  (!«  l'iiire  clev;iiit  s'aniuiler  pour  x^a,  on  a  (;^^- 
d'où 
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Quand  x  croît  indéfiniment,  l'aire  du  segment  tend  ■ 
la  limite  — ;  Taire  comprise  entre  M^  P,^,  la  courbe  et  Tasy 
tote  O^  est  donc  finie. 

n  segment  parabolique.  —   I"  Soit    d'abord 


28.  Ain 
rabole 


U  =  !'■>■ 


?.  à  son  axe  comme  axe  Oij  et  il  la  tangente  au   so 
xe  0.i\  Cherchons  l'aire  A  du  segment  OMP  (fig,  10) 

ii\  r=}//lx=  hx^dx, 


On  a 


!  devant  s 


inulei 


wec  ,c,  C  est  nul  et  « 


L'aire  OMP  est  donc  le  tiers  du  rectangle  OIIMP  ;  l'aire 
)i'ise  entre  l'arc  OM  et  sa  corde  est  donc  le  si.\ième  dn  i 
■ectiingle. 


/ 


2"  Prenons  maintenant  un  cas  plus  général  et  considérons  un 
segment  de  parabole  limité  par  un  arc  de  parabole  M^M,,  une  per- 
pendiculaire P„  P,  il  l'axe  de  la  parabole  et  deux  parallèles  M(,P„ 
etM,P,  i»  cet  axe  [fig.  11). 

Prenons  comme  origine  le  point  P„,  comme  axe  Oy  la 
droite  P^M,,  et  comme  axe  0^  la  droite  P^P,-  Appelons  h  la  dis- 
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t;moc  V^  P,,  y^  et  y^  les  deux  ordonnées  extrêmes  M(,P|,et  M,  P, . 
L'équiitioii  A'i  la  courbe  est  de  lit  forme 

y  =  a.r'  +  l.v^-c 

a,  b,  c  étant  des  constantes.  Si  on  appelle  A  l'aire  P||Mj,MP  com- 
prise entre  M^^P,  et  une  ordonnée  variable  MP  d'abscisse  x, 
on  a    : 

ih\  =  y>1x  ^  ox'^dx  +  hxdx  +  ciLr 

d'où,  en  intégrajit, 

L'aire    A  devant   s'annuler  avec  .r,  la  conslanle    C    csl  nulle  ; 
l'aire  P„  M,  MP  est  donc 


L'aire  demandée,  S=;  P^M^jM,  P„  s'obtient  eu  donnant  à  ,r  la 
■aleurA; 


Pour  iulerprctor  ce  résultat,  remarquons  que  les  ordonnées  y^ 
et  j,  correspondant  à  x  ^^  0  et  x  :=:  h  sont  : 


!/o  =  '■ 


,,  =  «/(=  +  ôh  - 


Introduisons,  en  outre,  l'ordonnée  médiane  M'P'  équidistante 

des  ordonnées  extrêmes  ;    en    appelant  y,„  cette    ordonnée    qui 

correspond  à, (■  =  ;;,  on  a  : 


On  vérifie  alors  immédiatement  que  l'on  a 
S  =  4- ('/„  +  '/,  +4;/J. 
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29.  Sinusoïde.  —  l'i'enoiis  *^nfiti  la  convbc 

7j=  sln.r 

lit  cherchons  rairc  A  oompriso  entre  l'arc  do  courbe  OM,  l'axe  Oj' 
et  l'ordonnée  MP.  On  a 

A=— COS.-  +  C. 
l.'iure  devant  s'annuler  pour  .r  ^  0,  on  a  C  =  1,  d'où 


L'uire  de   l'onde   OMO'  s'obtient  eu  faisant  x  =^  -  ;  elle  esl 
done  2.  Si  ;e  a  une  valeur  supérieure  à  ît,  égale  à  OP'  par  exemple, 


la  formule  dottne  pour  A  la  difForence  OMO' — O'M'P':  eu  parti- 
culier pour  s  =27î,  elle  donne  0,  ce  qui  est  bien  la    différence 

des  ondes  OMO' eL  O'M'O". 


30.  Définition.  - —    Soil    /  (.i)    une    fonction    continue    donnée 
et  3  [x]  luie  fonction  ayant  pour  dérivée  f\x] 

nous  avons  appelé  intégrale  indéfinie  de  la  différentielle  f{.-v)  dx 
et  désigné  par  la  notation    |  f  [x)  dx  la  fonction  la  plus  générale 
ayant  pour  différentielle  f{x)  dx  ;  nous  avons  vu  que  l'on  a 
Jf(^)d:,=,-,   (,)  +  C, 


y  Google 


i'o.ycTio.ya  puiMiTivas 

il  C  est  une  constante  arbitrai] 
Assujettissons  cette  intégrale 


.    I.yTEGRALË 


inulor  poi 


Xoiis  affecterons  d'ua  ip^îoe   inférieur  a  l'intégrule  indéfinie 
ainsi  particularisée,  de  sorte  que  nous  aurons 

Géométriquement  {fig.  13),  si   on   trace   la    courbe  y  =  f{x], 
eettc  expression  donne  la  valeur  algébrique  de  l'aire  du  segment 


P„M|,Mr  depuis  l'ordonnée  Mj,P„,  correspondant  à  l'abscisse  a,  jus- 
qu'à une  ordonnée  quelconque  MP  d'abscisse  a:.  En  effet  cette 
aire  s'annule  manifestement  quand  .r  ^  «  ou  quand  P  coïncide 
avec  Pg, 

Cherchons  maintenant  lu  valeur  de  l'intégi'ale  I  f{j-]  dx\  pour 
une  valeur  donnée  attribuéee  à  x,  :e  =  h,  nous  aurons  une  expres- 
lésignerons  par  j    f[x)dxeX  qui  a  pour  valeur 


que 


f"  f{x]dx=-^{f>]~'s{a]; 


cette  expression  est  l'intégrale  définie  de  f[x)  dx  prise  entre  les 
limites  a  et  b.  La  quantité  a  est  la  limite  inférieure  ;  b  la  limite 
supérieure  :  l'expression  s'énonce  «  somme  de  o  à  bf{a;)  dx  ». 
Géométriquement  {fig.  13}  cette  intégrale  représente  la  valeur 
algébrique  de  l'aire    du   segment  de  la  courbe  ^^/"(a^)  depuis 
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rortloiiiiôe   M(|P„    d'abscisse  a    jusqu'à  l'ordonnée    M^  P,  d'abs- 
Analytiquement  ce  symbole 

X" /■(■')<'» 

est  lu  limiLe  de  lu  somme  algébrique  des  rectangles  inscrits  : 
£  VM  Ji  =  lim  [(,,■,  -  a]  f[a)  +  („,  -  .[)  f(,i  +  ... 

31.  CbIcuI  des  intégrales  définies,  —  D'après  la  formule 

si  l'on  connaît  une  fonction  <o  (^]  ayant  pour  dérivée  f{-x),  on 
obtient  immédiatement  la  valeur  de  l'intégrale  en  prenant  la  difFé- 
rence  dos  valeurs  de  o  (^)  pour  x  =  h  et  ^  =  a . 

Ainsi,—  éianl  lu  dérivée  de  log.r, 

I 

-  étant  la  dérivée  de  arc  siu  .r,  ou  a 


1  l_arcsi„a=^ 


car,  en  suivant  par  continuité,  la  variation  de  arc  sin^r  quand  x 
varie  de  0  à  1,  on  voit  que  arc  siu  x  part  de  0  pour  arriver 
à  -^,  de  sorte  que 

arcsinO  =  0,      arc  sîn  1  =  ^. 

Mais,  dans  la  plupart  des  cas,    on    ne    peut  pas    exprimer     ii 
l'aide  de  fonctions  déjit  connues  la  fonction  o[x)  dont  nous  avons 
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seuleraeut  prouvé  l'existence  ;  on  est  alors  obligé  d'avoir  rc' 
il  d'iiutres  méthodes  pour  calculer  l'iiitégralc  définie 


f'fl,,)Js. 


X<.us  donnerons  plus  tard  des  méthodes  analytiques,  gra- 
phiques ou  mécaniques,  pour  évaluer  les  intégrales  définies. 
Xous  nous  bornerons,  pour  le  moment,  à  remarquer  que  le  calcul 
d'une  intégrale  définie  revient  toujours  ii  la  détermination  de 
l'aire  d'un  segment  de  courbe. 

32.  Propriétés  des  intégrales  déûnies. 

Théorème  I.  La  valeur  d'une  ialègrale  définie  ne  dépend  pas 
de  la  variable  d'intégration,  mais  seulement  des  limites.  —  l'^n 
eJFet,  dans  le  second  membre  de  la  formule 


£f',r)d.r 


=  ^[lil—-^{a], 


Théorème  II.    Une    intégrale  définie    change    de  signe    qnand 
•n  inlervertil  les  limites.  —  En  efFet,  on  a,  en  intervertissant  a  et  fj, 


r  f{^)i,=-fif.)-,[i), 


oxpression  qui  est  de  signe  contraire  ii  la  précédente. 

On  peut  aussi  se  rendre  compte  de  ce  iait  d'une  autre  manière 
en  se  reportant  à  la  définition  même  de  l'intégrale  ;  en  effet,  en 
supposant,  pour  fixer  les  idées,  a<h,  dans  la  somme 


/Vh 


les  ordonnées /"(j;')  sont  multipliées  par  des  accroissements  infi- 
niment petits  rfa^qui  sont  positifs,  car  j:  croit  de  a  il  b,  et,  dans  la 


r/t*- 
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les  mêmes  ordonnées  f{x)  sont  multipliées  par  des  accroisse- 
ments infiniment  petits  dx  qui  sont  négatifs,  car  x  décroit  alors 
de  &  il  n.  Les  deux  sommes  sont  donc  formées  d'éléments  égaux 
et  de  signes  contraires  ;  elles  sont  égales  en  valeur  absolue 
mais  de  signes  contraires. 

Théorème  III.  Fraclionnement  de  l'inlervalle  d'iiitègratio?!. 
—  Soit  c  un  nombre  tel  que  la  fonction /'(,«)  soit  continue  dans 
les  deux  intervalles  [a,  c)  et  [li,  t)  ;  on  a 

£  /•(,<■)  ,i.-  =j'  /•(,,)  rf,x  +£  /•(,,■)  rf.r. 

En  effet,  la  première  intégrale  est  a  (i) — »  («)  et  les  deux 
autres  o[c)  —  ç(rt-)  et  s  [&)  —  o  [c)  ;  si  on  substitue  ces  valeurs,  le 
théorème  devient  évident. 

Graphiquement,  en  supposant  c  compris  entre  a  et  h,  ce  frac- 
tionnement de  l'intervalle  revient  a.  diviser  l'aire  du  segment 
P^MoM,  P,!^'.  13)  eu  deux  autres,  à  l'aide  d'une  ordonnée  inter- 
médiaire MP  d'abscisse  c,  et  à  écrire  que  Taire  totale  est  la 
somme  des  deux  aires  partielles. 

Remauque.  —  En  faisant  passer  les  deux  intégrales  du  second 
membre  de  la  formule  ci-dessi,is  dans  le  premier,  et  en  interver- 
tissant ensuite  leurs  limites,  on  peut  écrire  la  formule 

£  f[,)ch+£  f{^v),U^-£  f[^)J,r  =  0. 

Théorème  IV,  La  dérivée  de  l'intégrale  \  f[x]  d.r,  par  rap- 
port à  la  limite  supérieure  b,  est  f[b]  ;  la  dérivée,  par  rapport  à  la 
limite  inférieure  a,  est  —  f{a). 

En  effet,  appelons  ï>(.r)  une  des  fonctions  primitives  de  fi-f), 
c'est-à-dire  une  fonction  telle  que 

='(.'■)=/■(.'■)■ 

On  c. 
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La  dérivée  de  I,  par  rapport  h  i,— j^,  est -p'{/y),  c'est -à-dire /'(/<);  et 

sa  dérivée -T— ,  par  rapport  à  a,  est  —  a' («1, c'est-à-dire — f{(!' . 

Théorème  V.  St/pposon.s  r/ue  h  soit  supérieur  ù  n  et  que,  pour 
toutes  les  valeurs  de  ,r  tomprises  entre  n  et  h,  on  ail 

f[x) poupanl  être  égale  à  g  {x)poitr  eertaines  valeurs  parlietiUèrei 
isolées  de  x,  on  a  également 

J'  flx)dx>£  S[=,)ds. 

Eu  effet  la  promière  intégrale  est 

lim  [(.,,  -a)  f{a]+  (,,,  _  xj /-(x,)  +  ...  (*—«■„,)  ^  («.- ,)I 

et  la  deuxième 

Comme  h>a,  les  lacteurs  [x  —  a],  (.Cj  —  ^i)'--i  (''  — ^n  _i)sont 
positil's,  et   les  termes    de   la    première   somme    sont    tous  plus 


s 

«»--  -2--^ 

», 

M, 

Vs*^^^ 

Mi 

„1 

^ 

„ 

grands  que  ceux  de  la  deuxième.  La  première  somme    est  donc 
plus  grande  que  la  deuxième. 

Graphiquement   [fig.  14)   la  première  intégrale  est  l'aire   du 
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segment  P^M^M,  P,  de  la  courbe  l/^fi-r),  la  (icuxicme  Faire  du 
segment  de  même  base  Ï*„M'„M',P,  de  la  courbe  y^g  (i);  la 
première  courbe  étant  au-dessus  de  la  deuxième,  la  première 
aire  est  évidemment  supérieure  à  la  deuxième. 


Appmcatiox.  —  Ce  tliéorème  permet  de  comprendre  outre  des 
limites  une  întéfvrale  f[u'ou  ne  sait  pas  trouver  exaetomeul  :  soit 
par  exemple  {') 


d 


./.r 


où  «  est  u 
que  1,  on 


nstante  plus  grande  (|ue  2,  Cemmc  .r  est  moindre 

.,T->0. 


1    - 


■  L  - 


1 


1 


L'intégrale  ]  esl  clone  eompeiso  ciih'e 


J/f^ 

?"J 

f 

'est-à-dire  entre 

arc  si, 

i-^el 

Y 

Il  encore  entre 

~  =  0,52  eL 


33.   Valeur  moyenne  d'une  fonction  dans  un  intervalle. 

Considérons  une  intégrale  définie 


f'f  {■')'!'• 


)  Voyez  Sériel.  Ce!cu/  hUeg 
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et  supposons  b>a.  Soit  M  bi  pins  grande  valeur  que  prenne  f[x) 
quand  X  varie  de  a  à  b,  et  m  la  plus  petite  valeur  de  f(:r)  dans  le 
même  intervalle.  On  a 

M>/-(.r) 
donc,   d'après  le  tJiéorème  précédent, 

f"  Mrf,r  >f'f{r)  dr. 

Or,  M  étant  une  constante,  l'une  des  déterminations  de  l'inté- 
gi'ale  indéfinie  de  Mdx  est  Mx  et  l'intégrale  définie,  entre  les 
limites  a  et  (/,  est  M  (i — a).  Donc 

f   f{x)dx<M(l>  —  a). 

On  trouve  do  même 

r  '  f{x)(Jx  >m  [h  — a). 

D'après  cela,  en  appelant  <^  un  nombre  convenablement 
choisi  entre  M  et  m,  on  peut  écrire 


/■'/•H''.' 


Si  la  l'onction  est  continue  dans  l'intervalle  d'intégration, 
elle,  passe  au  moins  une  fois  par  toute  valeur  comprise  entre 
son  maximum  M  et  son  minimum  m  ;  elle  passe  donc  par  la 
valeur  jj.  pour  une  valeur  de  x,  x^\,  comprise  entre  a  et  h,  et 
on  peut  écrire 

D'où  la  formule 

Ces  formules  sont  évidentes  graphiquement.  L'intégrale 
(  f{x)dx  représente  l'aire  du  segment  PjM^MjP,  {fig.  15)  de  la 
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oourbe  y^f{x).  Cette  aire  est  évidemmeiil  comprise  entre  le 
rectangleP„R||R,Pjde  base  [h — a)  ayant  pour  hauteur  l'ortlonnée 
maximum  M,  et  le  rectangle  P^SoS,Pi  de  même  base  ayant  pour 
hauteur  l'ordonnée   minimum,    c'est-à-dire  entre   M  (i  —  a)    et 


m  [b  —  a).  L'aire  est  donc  équivalente  à  un  certain  rectangle 
r*o  V-n  f-i  ^1  *^^  h^se  Pp  P,  ayant  une  hauteur  ft  comprise  entre 
M  et  m  ;  la  base  supérieure  •^.^  \i.^  de  ce  rectangle  coupe  la  courbe 
en  un  point  H    d'abscisse    £  comprise  enlre  a    et  h    et  on  peut 


-«)f(i:, 


On  appelle  valeur  moyenne  de  la  fonction  f[x)  de  la  variable  j 
dans  l'intervalle  a,  h,  la  quantité  [*  que  nous  venons  de  dèfinii 


~  h- 


^l"tV)'^'-' 


quantité  qui  est  telle  que  le  rectangle  de  base  P„  P,  el  de  haiileiir  |jl 
soit  équivalent  au  segment  P,  M,,  M,  P,. 

Voici  comment  on  peut  justifier  cette  définition.  Partageonsla 

droite  P„  P,  en  n  parties  \a:  égales  à  par  des  points  de 

division  d'abscisses  x„  x^...  .■c„_i  et  considérons  les  n  ordonnées 
équidislantes  : 

/■("•).  fi'i,  /w,-   /■(■'■..-,) 
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La  valeur  moyenne  tle  ces  ordonnées  est,  d'après  la  définition 
ordinaire  de  la  moyenne  de  /(  quantités, 

/•M+fl-^,)+/'MH--+/'!-'„-,' 


ou,  Cil  multipliitnthautctbLis  pur  A,r  et  reitipliiÇtirU  nl.r  fv.iv  !,  —  «, 
1 


(''- 


-rl/(»)  ix  +  /-{,r,)A.r+  ...  +/■(,,■„_,)  i.l. 


Quand  n  augmente  indéfiniment,  le  numérateur  tend  vers 
/  f{^]  dx  et  la  moyenne  entre  les  n  ordonnées  é  qui  distante  s 
tend  vers 


é^O^' 


il  est  donc  naturel  d'appeler  cette  expresBion  la  valeur  moyenne 
defix)  dans  l'intervalle  [a,  h). 

Exemples.  —  i"  La  valeur  moyenne  de  sin  x  de  0  à  -  est 

4-J     sin.r  ./.r=4-rr— cos  7.)  —  (—  cosO}j=~; 

a"  La  vitesse  d'un  mouvement  vibratoire  simple,  comme  ceux 
qu'on  étudie  en  physique,  est  donnée  en  Coiicdon  du  temps  /  par 
la  Ibrmulc 

—         ■       -^' 
c  —  n  sin      .j, 

oii  a  est  une  constante  linéaire  et  T  une  constante  donnant  la 
durée  de  la  vibration.  La  l'orce  vive  de  la  molécule  vibrante  de 
masse  m  est 


la  valeur  moyenne  de  cette  force  vive,  pendant  que  la  variable  t 
varie  de  0  à  T,  durée  d'une  vibration,  esL 


4r 
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L'intégrale  ïruléfinie  est 


et  l'intégrale  définie  est  la  dilTérence  des  valeurs  que  prend  cette 
fonction  pour  t  ^  T  et  (^o,  c'est-ii-dire  T.  La  valeur  moyenne 
demandée  est  doue 

34-  Formule  des  accroissements  unis.  ~  Lii  lointule 

OÙ  5  est  un  nombre  compris  entre  a  ei  b,  est  identique  ii  la  l'or- 
mule  qu'on  appelle  formule  des  accroissements  finis.  Soit,  eu 
effetj  o  (.r)  une  fonction  ayant  pour  dérivée  /"(,*) 

?'(■'■)  =  /■(■'■); 

l'intégrale   définie  est   égale  a  »  (i)  —  »  {rt}   et  la    loimule  pent 

?('')-?(«)  =  (''-«)?' (S, 

ce  qui  est  précisément  la  formule  des  accroissements  finis. 

35.  Intégration  pa,r  parties.  —  Soient  n  et  c  deux  fonctions 
de  .(■  ;  considérons  une  intégrale  définie  de  la  forme 


[('nlf-  - 


ydn)  . 


Une  des    valeurs    de   l'intégrale    indéfinie   étant  iiv,    t'intégn 
définie  est 

(">■).-(»-)., 
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oii  les  indices  h  et  a  signifient  qu'il  laut  successivement  rei 
placer  ,r  par  /'  et  par  a.  On  peut  donc  écrire 


/(»*  +  ,.du)  =   („f).   -  (,,^). 


Telle  est,  pour  une  intégrale  définie,  la  l'ormide  d'intégration 
par  parties. 

Notation.  —  Pour  désigner  la  dili'érence  des  valeurs  que  prend 
une  fonction  de  .r,  F  (.c)  pour  .c  =  /j  et  .r  ^  w,  on  emploie  habi- 
tuellement la  notation 

I  "  '"'  1 ,!  ' 

de  sorte  que  l'on  a,  par  définition, 

|f(,,-)J'=k(''}-i'(";- 

Par  exemplcj  dans  la  Ibrn^ule  précédente  : 
el  cette  l'ormule  peut  s'écrire 


B^\-"\rB' 


KxKMi'hE.  —   Soit  À  une  quantité  positive,    calculons  les  deu\ 
intégrales 

A=  r    e-'-^  sln  .!■  d.r,      B  =  f   e  -  '^  cos  s  dx, 
où  la  limite  supérieure  est  l'infini  positif.  Xous  reviendrons  plus 
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tiirci  on  détail  sur  les  intégrales  dont  une  limite  est  iiifinio.  Nims 
iidniottronsicique  les  règles  précédentes  s'appliquent.  En  posant: 


(•(-/((  =  Âe~'''c 


,„  peut  é 

orire 

f*'^^  "                                           1 

^.-. 

A=    /      „*  =  („,.)._,„„)._/ 

,.,(» . 

J,..                                       J, 

.. 

Or,  {„, 

>"u  =0,  cir  <•--  =  (),  et;™.;,  = — 

1  .  on     u    ;.iiisl 

relation 

A  =  1  —  lli. 

Eli  posant  ensuite 

Il  =  e~  ''■^.      p  =  sin  .1-,  vdii  rz^  —  Âe  ~''-^  sîn  ,r, 

f  l  roiii arquant  que  maintenant  [ii  c)  j.  ^=^  0  et  [ii  i')„  ^  0,  on  n 

B  =>.A. 

Nous   avons  ainsi,   entre  A  cl  B,  deux  équations    du   premier 
degré  qui  donnent 


IV,    —    CHANGEMENT    DE    VARIABLE    DANS    UNE   INTÉGRALE 
DÉFINIE    SIMPLE. 

36.  Changement  de  variable.  —  Soit  une  intégrale  définie 
;!)  jyi,r)  ,1..: 

Supposons  qu'on  exprime  .j' en  fonction  continue  d'une  variable  / 
:,  =  .}  [,) 
de  telle  façon  que  t  variant  de  a  à  ^,  .t  varie  de  a  à  /i,  sans  passer 
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par  l'infini  ni  par  aucune  vyleur  ponr  laquelle  /'(.r)  cesse  d'exister. 
Mous  allons  démontrer  que  l'intégrale  proposée  est  égale  ii  la 
suivante  : 

2)  j''ni(fi]i' {')•". 

obtenue  en  remplaçant,  sous  le  signe  d'intégration,  x  par  rji  [t),  d.r 
par  la  différentielle  •^'  (t]dc  de  ^  (t],  et  en  mettant  les  nouvelles 
limites  a  et  ^. 

Pour  démontrer  cette  règle,  nous  ferons  d'abord  deux  hypo- 
thèses restrictives  que  nous  ferons  disparaître  ensuite.  Suppo- 
sons :  1"  que  t  variant  de  a  à  ^,  la  dérivée  ^'  (/)  ait  un  signe 
vonstanl  de  telle  façon  que 


varie  toujours  dans  le  même  sens  de  a  à  h;  2"  que 

/•H  =/•[■}(')] 

conserve  également  un  signe  constant  quand  i  viir 
Intercalons,  entre  a  et  |î,  [n  —  i)  valeurs  de  ; 


rangées  par  ordre  de  grandeur  de  a  à  ^  ;   ii  ces  valeurs 
mule  X  =^  'Il  iV),  fait  correspondre  n- — 1  valeurs  de  ,r, 


rangées,  de  même,  par  ordre  de  grandeur  de  a  à  h. 

La   première  intégrale  (1)  est,   par  définition,  la  limite  de  lu 
somme  d'infiniment  petits  tous  de  même  signe 

(.».  -")/■(«)  +  (■'■  - 1.)  /■(■',)+■■■  +  (''- .'.  -)/■  (■'■.  - ,)  ; 

la  deuxième  intégrale  (2)  est,  de  même,   la  limite  de  la  somme  : 

+  (?-'.-,!  A-K'.-,)]  •}'('.-,)■ 

D'après    le    deuxième    théorème    fondamental   {n"    4),    pour 
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démontrer  que  ces  deux  sommes  ont  la  mémo  limile,  11  sul'lil  de 
montrer  que  le  rapport  d'un  terme  de  la  première  somme  au 
terme  correspondant  de  la  deuxième  a  pour  limite  l'unité.  Or,  nn 
terme  de  la  première  somme  est  de  la  l'orme 

ir /■(.,) 

el  le  terme  correspondant  de  la  deuxième 

A, c  étant  raccroissemcnt  de  .r  correspondimt  ii  l'aeeroisse nient  A/ 
de  t.  Le  rapport  de  ces  deux  termes  peut  s'écrii'e 

A.r_ 

comm.:  .(■  ^  ^  Wi  ce  rapport  tend  évidemment  vers  1,  quand  A/ 

'       .  A.r 

tend  vers  zéro,  puisque  — r —  tend  vers  la  dérivée  ^' '^)- 

La  règle  est  donc  démontrée. 

Nous  avons  fait  deux  hypothèses  restrictives.  Pour  les  l'aire 
disparaître,  supposons  d'abord  que,  f^\  (/)]  restant  de  même  signe 
quand  (  varie  de  a  à  3,  ^'{f)  n'ait  pas  un  signe  constant,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  supposons  que  .r^^'|i(/)  ne  varie  pas 
toujours  dans  le  même  sens. 

Admettons,  par  exemple,  que,  t  croissant  de  a  ii  Yi  ■'"  croisse 
de  «  à  f,  puis  que,  t  continuant  à  croître  de  y  ii  p,  x,  décroisse 
de  c  à  h.  La  formule  s'applique  alors  séparément  à  chacun  de 
CCS  inLei'valles  t  on  a 


fflf)dx=.('f['i{t)\'S/(t)dt; 


en  ajoutant,  et  appliquant  le  théorème  sur  le  fractionnement  de 
l'intervalle  d'intégration,  on  a 


j''/(,r),?.«=jV[+ 01 '/(')*■ 
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On  lèvera,  de  même,  la  deuxième  restriction  en  diAÎsunt  l'intev- 
valle  (a,  ^)  en  intervalles  clans  lesquels  f[  i  [/)  ]  conserve  un  signe 
constant .  1' 

\f 

37-  Api'MCAïroxs.  1^  Aire  d'une  demi- ellipse.  —  L'équation  de 
l'ellipse  étant 

ï'avc  snpri'icur  y\BA'  est  repi'ésenti^  par  l'cquatian  (fy-.  IGJ. 
I, 


obtenue  en  résolvant  par  l'apport  à  //  et  prenant  la  racine  positive. 


L'aire  de  la  demi-ellipse  est  alors 

.1-  variant  de  — a  (point  A')  à  +  iî  (point  A).  On  a  donc,    en  I 
sant  sortir  le  facteur  eonstant  -  du  signe  d'intégration, 


4/:> 


Faisons  le  eliangcmcnL  de  variable 


variant  de  7;  à  0,  ,r  varie  de  —  o.  à  +  a.  Alors 

Va^  —  .T^    ==  a  sin  I,      d.v  =  —  a  sin  (  dl 
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i  se  rappelant  qu'on  peut  intervertir  les  limites  d'intégration  ii 
<nditioii  de  changer  le  signe  de  l'intégrale. 


.n  i>eul  écrire 
Une  des  valeurs  de  l'intégrale  indéfinie  est 


et  l'intégrale  définie   est  la  dilïerence  des  valeurs  de  l'intégrale 
indéfinie  pour  (=7^  et  I^^O,  c'est-à-dirê  ^.  Donc 


2"  Aire  de  la  cyoloïde.  —  La  cyeloïde  est  la  courbe  engendrée 
par  un  point  d'une  circonférence  qui  roule,  si 


droite  fixe.  Soit  une  circonférence  de  rayon  a  roulant  sans  glisser 
sur  un  axe  fixe  0  .v  et  soit  M  le  point  de  la  circonférence  qui 
décrit  la  courbe  ;  la  circonférence  roulant  sur  la  droite,  prenons 
comme  origine  le  point  O  où  le  point  M  a  touché  l'axe  dans  le 
roulement.  Joignons  le  centre  C  du  cercle  au  point  de  contact  I 
et  au  point  M  et  appelons  it  l'angle  ICM  dont  le  cercle  a  tourné 
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depuis  l'instant  où  M  était  en  0.  A  cause  du  loalement,  la  lon- 
gueur 01  est  é^ale  ii  l'arc  IM  c'est-à-dliT  ii  n  u.  L'abscisse  do  M 
est  01  — 11'  : 

rordoimée  est  Cl  —  CQ  : 

y  =  «.,i-cos»;. 

Pour  avoir  la  cycloïde  complète,  d'un  point  de  rebrouasementO 
à  l'autre  O'',  il  faut  l'aire  varier  x  de  0  à  2  t:  a,  ou  u  de  0  à  2  t:. 
Dojic  l'aire  totale  est 

Cliangeous  de  variable  en  indroduisant  la  variable  u  :  on  a 
d.r  =  (I  (.1  —  cos  ")  du 
et  les  nouvelles  limites  sont  0  et  2  7:  : 

A  =  a^j(\  —  cos  ii)^  du. 
Développant  le  carré  et  remplaçant  cos  '^  u  par  - -:^ ,  on  a 

L'intégrale  indéfinie  esl. 


la    différence    des   valeurs   qu'elle  prend  pour  u  =t^-'Iv-   et  /' ^  0 
est  37:,  Donc 


l'aire  de  la  cycloïde  est    donc  égale  à  trois  l'ois  l'aire  du  cen 
générateur. 

38.  Aire  d'une  courbe  fermée.  —   Supposons   d'abord  que 
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eowvhf,  no  soit  icdeonlrôc  qu'eii  deux  points  M,  el  Mj  piii'  uni.' 
pnrallMe  à  Oy  et  iippelons  )/,  et  ij^  les  ordonnées  de  fes  points  ; 
menons  II  1li  courbe  les  tangentes  parallèles  à  Ojf,  M„P„etM'P'. 


d'abscisses  a  et  /'.  Le  long  de  l'arc  supérieur  M^  M,  M',  ;/,  est  une 
lonction  de  ,r  et  l'aiie  du  segment  P„ M„  Mj  AI'  P'  est 


ie  long  de  l'arc  inférieur,  y^  est 
ment  P,M„M,M'P'  est 


(le  ,,■  et  l';.;rr  du  e 


L'aire  A   de  la  einirbe    esl    la  difCéi'enee    entre   ees   deux    seg- 
nicnls 

^  =  [  y,  '/■'■  —  l"  y^ ''-'' ^  [  C'/i  — ,'/:)  ('''■ 

F,n  remarquant  que 
on  peut  écrire  encore 

Cette  expression    s'interprète   d'une   manière   simple  ;    ou  dit 
qu'elle  est  égale  à  l'intégrale 
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prise  sur  le  contour  de  l'aire  C  cliiiis  le  sens^de  la  flèche.  Eu  elFet, 
imnginons  un  point  mobile  parcourant  le  contour  dans  le  sens 
indiqué  et  multiplions  son  ordonnée  par  la  projection  dx-  de 
son  déplacement  infiniment  petit  ;  quand  ce  point  décrit  l'arc 
supérieur  Mq  Mi  M',  la  somme  des  produits  ainsi  obtenus  est 


f'j,<i 


et,   c|iiniKl    il  revient  Je    H'  eJi    51,  sur  l'aie  inl'crionr  M'  51,  51„ 
elle  est 

la  somme  totale  est  donc  bien  A. 

Pour  faire  le  calcul  effectif,  supposons  qu'on  ait  exprimé  les 
coordonnées  ,r  et  y  d'un  point  quelconque  M  de  la  courbe  en 
fonction  d'une  variable  auxiliaire  t,  de  telle  façon  que,  /  variant 
de  a  à  fS,  le  point  M  décrive  la  conrbe  une  fois  et  une  seule  fois 
dans  le  sens  de  la  (lèche  ;  soient 

ces  expressions.  L'alro  de  la  cinirhe  est  iilors,  en  faisant  le  chan- 
gement de  variable  cxpi'iiué  p;ir  cos  rchilions  ; 

^  =  (■!(')  ?  (M/- 

Quand  une  intégrale  |  yd.r  est  ainsi  prise  le  long  d'une  courbe 
C,  on  convient  de  la  désigner  par  la  notation 

Si  la  courbe  fermée  a  une  forme  plus  compliquée,  sans  point 
double,  comme  celle  de  la  figure  19,  on  vérifie  facilement,  de 
la  même  façon,  que  l'aire   de  la  courbe  est  égale   a  l'intégrale 

prise  sur  la  courbe  dans  le  sens  de  la   (lèche.    En  effet,   iniagi- 
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nons  un  mobile  M  partant  de  A,  parcourant  la  courbe  dans  le 
sens  de  la  flèche  et  multiplions  à  chaque  instant  l'ordonnée  y  du 
mobile   par   la   projection   <f,r   de    son   déplacement   infiniment 


y 

^ 

... 

/  '■ 

s;f*    y 

. 

^ 

^ 

~ 

B,                 Gj            lî  = 

k 

~^ 

petit  :  quand  le  mobile  parcourt  l'aw  A,  M,  A^,  la  somme  (ydr, 
ainsi  formée,  est  l'aire  du  segment  B,A,  M,  A^Bj,  prise  positive- 
ment; quand  le  mobile  revient  de  A^  en  A,,  la  partie  correspon- 
dante \yd.x  est  l'aire  B^A^M^A^Bj  prise  négativement;  quand 
il  décrit  A^A^,  la  somme  obtenue  est  l'aire  B^A,  MjAjB;  prise 
positivement  ;  enfin,  quand  il  revient  de  A^  en  A,,  la  i 
obtenue  est  l'aire  EjA^M^  A,  B,  prise  négativement.  La  ; 
totale  est  donc  bien  l'aire  de  la  courbe. 

Si  le  mobile  tournait  on  sons  contraire,  la  somme 


!^"' 


serait  l'aire  de  la  courbe  changée  de  signe. 

Examinons,  enfin,  le  cas  où  la  courbe  iiuraît  un  point  double. 
Dans  la   disposition  de  la  première   figure  (20,    I),  l'intégrale 

.le,.'"'-. 

prise  le  long  de  la  courbe,  dans  le  sens  de  circulation  indiqué  par 
les  flèches,  est  égale  à  la  différence  des  aires  des  deux  boucles. 
En  effet,  cette  somme  se  compose  de  l'intégrale  j  ydœ,  prise  le 
long  du  contour  A,  M,  PM',  A,  de  la  première  boucle,  et  de  l'inté- 
grale     Çydx,    prise    le    long    du    contour    PM^A.M.P    de    la 
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(lollxi^mc,  tt  ces  deux  intégrales  sont  :  l'une,  l'itire  de  la  première 


boucle,    cl,    l'aulrc,    ryirc    de    lu  deuxième    prise   négativement. 
Dans   la   disposition    de  la  deuxième    ftgiire    (20,  II),  l'intégrale 


est  la  somiiie    dcH  deux  boucles.  On  étudierait  de   i 
oii  la  courbe  prcsenlerail,  plusieurs  points  diiublcs. 


39.  KxEMPi,];.  Aire  d'une  ellipse.  —  Soit  l'ellipse 


ayant  pour  centre  un  point  quelconque  {x„,y^  et  ses  axes  a  et  li 
parallèles  aux  axes  coordonnées  [fi^.  2i). 


On  peut  exprimer  les  coordonnées  d'un    point  M   de  l'ellipse 
en  posant 

x  =  x,-^  a  cos  t,     ,j  =  ,j,J^  I,  sin  /. 
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Pour  faire  décrire  au  point  l'ellipse  cliins  le  sens  de  la  llècho, 
il  sutTit  de  faire  décroître  ïde  t:  à  —  ti.  Comme 

(U=—  a  sin  tilt, 
l'intégrale    i  i/'l.v  prise  sur  le  contour,  dans  le  sens  indique,  est 

Permutons  les   limites   en  changeant  le    signe    et   remplaçons 

.    ,                 t  —  cos'll    ,,  ,,  . 

sm  l     par    ;r .  .Nous  avons,  pour  1  aire. 


„,.£,i„„„  +  4f£,„_4f. 


.  21  lit. 


La  première  de  ces  intégrales  est  nulle,  car  l'intégrale  indéfi- 
nie —  cos  t  prend  la  même  valeur  aux  deux  limites  ;  il  en  est  de 
même  de  la  troisième  intégrale  ;  quant  ii  la  deuxième,  elle  est 
égale  à  la  différence  des  valeurs  que  prend  l'intégrale  indélinio  / 
aux  limites  tc  et  —  n,  c'est-à-dire  à  2  tt. 

On  trouve  ainsi,  pour  l'aire,  r^ab. 


DIFFËBENTTELLi:    DE   L'AIRE    D'UN   SBCTBUR 


40-  Coordonnées  polaires.  —  Soit  une  courbe  rapportée  à  un 
système  de  coordonnées  polaires,  /■  désignant  le  rayon  vecteur  O^î 


d'un  point,  9  l'angle  polaire.  Considérons  le  secteur  0M„  M,  limité 

par  un  rayon  vecteur  fixe  OM^,  correspondant  ii  l'angle  ^,„  et  un 
rayon  vecteur  variable  OM,  correspondant  à  l'angle  0.  Nous  nous 
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proposons  d'évaluer    l'aire  A  de    ce    secteur  qui  est  évidcmmciiL 
uae  fonction  de  6  ifig.  22), 

Prenons  un  point  M'  voisin  de  M  :  les  coordonnées  du  point  M 
étant  ;■  et  0,  celles  de  M'  sont  r  -f-  A  ;■  et  9  -|-  i  6.  Soit  A  A  l'ac- 
croissement MOM'  de  l'aire  du  secteur.  Si,  de  0  comme  centre 
avec  OM  comme  rayon,  on  décrit  un  arc  de  cercle  MH,  le  secteur 
OMH  est  plus  petit  que  A  A  ;  de  même  si,  de  0  comme  centre 
avec  OM'  comme  rayon,  on  décrit  nn  arc  de  cercle  M'K,  le  sec- 
teur OM'K  est  plus  grand  que  A  A.  On  a  donc,  en  remarquant 
que  les  aires  des  deux  secteurs  circulaires  OMH  et  OM'K  sont 

~  r^\^  et-T,-  ('■+  Ar/AQ, 


^-'■'AO  <  AA  <~ir  +  ir.UO. 
Divisant  par  AQ,  on  a 


1      ,        AA  1    ,     ,    ,    . 

Quand  AD  tend  vers  zéro,  il  eu    est  de   même  de  AA  ot  \r.  Le 
rapport—^,  étant  compris  entre  — /'"^  et  une    quantité   qui    tend 

1  .  .     .  , 

vers  r-  /•',  tend  lui-même  vers  celte  limite,  et  l'on  a 

En    intégrant,  et    remarquant    que     A    est    nul  pour  0  =  0„, 


Kx'' 


Cette  dernière  i'ormule  est  aisée  a  retenir  ;  elle  signifie 
(jue  l'aire  A  est  la  somme  des  secteurs  circulaires  iniiniment  petits 
inscrits,  tels  que  OMH. 
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41 .  Différentielle  de  l'&ire  d'un  secteur  en  coordonnées  car- 
tésiennes, —    Appeliint    .-(■  et  1/  les  coordonnées    du     point  M, 


,■=  rcosS, 


Comme  r  est  fonction  de  9  le  long  de  la  courbe,  c  et  1/  peuvent 
être  regardés  comme  fonctions  de  6,  On  a 


'■<■"  +  ,'/' 
Comme  .i''-f-^*;:^r"\  on  voit  que 

et,  par  suite, 

a=A_U,ls  -  ,,,!,■]. 

On  peut  facilement  rétrouver  cette  formule  en  se  servant   de 
l'expression  de  Taire  d'un  triaugle  en  fonction  des  coordonnées 


des  sommets.  Soit  un  triangle  OM,Mj,  dont  les  sommets  M, 
et  Mj  ont  pour  coordonnées  {.ï|,yi)  et  (.r,,i/i)-  L'aire  OMi  M;  peut 
se  décomposer  comme  il  suit  (fig.  23) . 

OM.M,  ==  OM,P,  +  PA^■^1^  —  OM,I'„ 
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c'est-à  dire,  en  calculant  les  divers  termes, 

0M.M,  =  4- j-,//,  +  4^.:>,  —  .rj  [;/,  +  ,j^)  —  1- x,>j,, 

Cette  valeur  est  positive  dans  le  cas  de  1.1  figure,  c'est-à-dire 
quand  un  mobile  suivant  le  côté  M,  M^  tourne  autour  de  O,  de  O.r 
vers  Oy.  Elle  serait  négative  dims  le  cas  contraire. 

Si,  en  particulier,  nous  prenons  un  secteur  de  courbe  infini- 
ment petit  tel  que  OMM'  Ifig.  22),  on  peut  assimiler  ce  secteur  » 
un  triangle  dont  les  sommets  M  et  M'  ont  pour  coordoi 

l'iiire  i^A  de  ce  triangle  est  donc 


~[a:dy  —  >jd:c). 


42.  Applications.  1^  Aire  de  la  lemnisoate. 

I.a  Icmniscate  est  la  coui'Lc  qui  a  pour  équation  : 

Cette  courbe    a    la  forme   indiquée  dans   la   figure  24.    Appe- 


lant   A    l'aij'e    du    secteur  M^  OM  compté    à   partir  de  l'a 
laire  0,f,  on  a 
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On  a  donc,  en  intégiiiiit, 


ciir  lu  constante  ù  ajonter  est  ici  Jiiillc,  i'iiire  devant  s'yiinuler 
iivec  H.  QuLind  M  vient  en  O,  9  tend  vers  ^  et  l'uire  du  cjuaiL  de 
la  courbe  totale  M„MO  est 


2"  Secteur  d'hyperbole   équilatëre.    Sinus    et   cosinus    hypeibo- 
liques.  ■ —  Considérons  d'abord  un  cercle  (fs;,  25,  Ij 


,,■•  +  j-  =  1 


<lc  rayon  1,  cl  appelons  A  l'airo  ilu  sectcnr  051.  M  comptée  depuis 
l'axe  b.<-.  On  » 

On    peut    exprimer  les  coordonnées  d'un   point  du   ceixle  en 
l'onction  d'un  paramètre  t  en  posant 


(II/  ^  cos;  (/(  =  .rif/, 


^A  =,         (,e^  -1-  ,/)  dt  =  -^  ill, 
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car  .}•-  -\->f^'\..  Donc,  en  intégritiit 


sans    ajoutt^r    de  constante,    car  A    s'iunuile   avec  I.    On    a    donc 
enfin  :  ' 

;  =.  2  A. 

Prenons  de  même  une  hyperbole  cquilatcre  dont   le  demi-axe 
transverse  est  1  [fig.  25,  II) 

et  appelons   A  l'aire  du  secteur  ^1^0  ^1  comptée  à  partir  de  l'axe 
transversc.  On  a 

,^A  =  -j-  [sdy  —  !jrU). 

On  peut  exprimer  les  coordonnées   d'un  point  M  de  la  courhe 
en  fonction  d'un  paramètre  en  posant 


en  effet,  on  vérifie  immédiatement  que,  quel  que  soit  t,  .r' — y"=  ^  - 
Quand  (  est  nulj  .t=^=  l;  y=^0,  le  point  M  part  de  M^  ;  quand  / 
augmente  jusqu'il  l'infini,  le  point  ^I  décrit  la  hranelie  infinie 
M„M.  On  a 

,JX    .-■:      "'    ~    ''  dt=IJill, 


donc 


dK  --^^^  -iï-  i>^  —  if\  dt  =^  -tr-  dt. 
r  j.-  —  ^'"=^  I.  Intégrant  et  remarquant  que  A  s'annule  avec  t. 


K=4vl,      1  =  2  A. 
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Les  coordonnées  d'un  point  M  de  l'hyperbole  s'exprimenl 
donc,  en  fonction  de  l'aire  A  du  secteur  hyperbolique,  par  des 
formules  analogues  à  celles  qui  donnent  les  coordonnées  d'ur 
point  d'un    cercle  en  fonction  de  l'aire  A  du  secteur  circulaire 

C'est  en  raison  de  cette  analogie  que  les  fonctions 

'•  +  »-'     ''  -  '-• 


s'appellent  cosinus  hyperbolique  et  sinus    hyperbolique  de/;  on 
lesécrit  quelquefois 

cos  hvp  /,    siu  Kvjf  I. 
On  peut  doue  écrire 

e'^  cos  byp  (  -|-  sin  hyp  ; 
e~  '  =  cos  hvp  /  —  sin  byp  /. 

On  trouvera  dans  le  Recueil  de  formules  numériques  de  Houf^l 
{Gauthier- Villars) ,  p.  XVIII,  36-55,  une  table  donnant  les  loga- 
rithmes de  CCS  fonctions  pour  des  valeurs  positives  données  de  t. 

3°  Aire  d'une  courbe  fermée.  —  Soit  une  courbe  fermée, 
sans  point  double,  qui  n'est  rencontrée  qu'en 
deux  points  Mi  et  Mj  par  un  rayon  vecteur 
[fig.  26).  Supposons  d'abord  l'origine  hors 
//  de  la  courbe,  et  menons  de  0  deux  tan- 
gentes OMj,  et  OM'  faisant  avec  0.v  les  an- 
gles Sq  et  d'.  Soient  ;■,  et  r^  les  deux  valeurs  OM, 
l''l^.  a(j.  ^^  OM.^  des  rayons  vecteurs  correspondant    ii 

un    angle    polaire    6.   Les   aires   des   secteurs 
OMj,Mj!\I'  el  OM„M,M'  sont  respectivement 

et  l'aire  de  la  courbe,  différence  de  ces  deux  secteurs,  est 
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On    peut    lipi'ire   aussi ,    en    Intervertissant   les  limites    do    la 


--\('-'^+\!:' 


formule  i[u'oii  peut  interprète i*   en  disant  que  l'aire    est  égale    à 
r  intégrale 


\jr'M=±j{s,l,j   -^,j,h-] 


prise  tout  le  long  de  la  coui'bo  dans  le  sens  indiqué  par  la  flèehe. 

Si    te    point  O    est    intérieur    ii    la    courbe 
{fig.  27),  l'aire  est  donnée  par  l'intégrale  /"T^ 

car  9  doit   varier  de  0  à  2-  pour    que    M  dé- 
crive la  courbe.  On    peut  dire  encore  que  l'aire  est  donnée  pat 
l'intégrale 


^j,'M=^f(iJ,j-,jdx) 


prise  le  long  de  la  courbe  dans  le  sens  de  lu  flèclie. 

On  verrait,  comme  aii  JV"  38,  que  les  mêmes  résultats  s'appli- 
quent aune  courbe  fermée,  d'une  forme  quelconque  sans  points 
doubles. 

Si  la  courbe  présente  un  point  double  ifig.  20),  l'intégrale 


\j,'M=\-Ju,hj^,j,U), 


prise  le  long  do  la  courbe  dans  le  sens  de  la  flèche,  représente, 
suivant  les  cas,  lu  différenve  ou  la  somme  des  aires  des  deux 
boucles. 
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I.    —    FORMULE   CËNËSALE 

43-  Formule  générale  donnant  le  volume  d'un  solide  à 
bases  parallèles,  —  Soîl  lui  vwlumc  limité  latémlemeiit  par  une 
surface  quelconque,  en  liiuit  et  en  bas  par  deux  plans  parallèles 
i|ue  nous  appellerons  les  plans  de  base  {fig.  28). 

Prenons  pour  plan  des  X7/  un  plan  parallèle  aux  plans  de 
base,  pour  axe  des  z  une  droite  O;  oblique  sur  le  plan  .r  0;/, 
faisant  avec  la  normale  ON  ii  ce  plan  un  angle  6.  Soient  z„  et  ;, 
les  valeurs  de  r  correspondant  aux  deux  bases;  A,,  et  A,  les 
points  où  ces  deux  bases  prolongées  rencontrent  0  z.  Coupons 
par  un  plan  parallèle  au  plan  des  ,ry  rencontrant  0^  au  point  A 
et  ayant  pour  cote 

z  =  OA. 

Soit  S  la  surface  de  la  section  faite  par  ce  plan  :  cette  surface, 
<[ue  l'on  peut  évaluer  par  les  méthodes  précédentes,  est  évidem- 
ment une  fonction  de  z  : 


Le  volume  V  compris  entre  le  plan  de  base  inférieure  z„  et  la 
section  S  située  a  la  cote  z,  est  une  fonction  de  z.  Nous 
allons    montrer    cjue   la   différentielle   d'Y    de  cette  fonction  V 

de  z  est  donnée  par  la  formule 


</V  =  Sdz  c 
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En  effet,   supposons,  pour  fixer  les  îcifîes,  que,  quand  z  aug- 
mente, S  tllminue.  ]''i>isons  croître  :^  do  A  r  ^^  A  .V  et  soit 


la  nouvelle  valeur  de  lu  surface  de  la  section.  L'accroissement 
i  V  du  volume  est  une  tranche  de  hauteur  A  ;  cos  8,  car  la  hau- 


t  la  projection  de  A  A'  ou  A::  surOX.  (Lct  accroissement 
mpïîs  entre  un  cylindre  de  buse  S  ayant  pour  hiiuteui' 
9  et  un  cylindre  de  base  S'  ayant  pour  hauteur  Ar  cos  6. 

S'^c  cose<  AV  <  SArcos'i. 

livlsaiit  par  Ar,  on  a 


ndA.- 
;  la  li 


tciul  \ 


>sQ. 
az 

AV  ,  ,     ,     . 

. — -—  tend  vers  la  ucrivee - 

^st  donc  égale  à  ScosO,  et  u 


-=-^  Se 
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iiittigrant  de    ; 
la  base  siipcrK 

:-„,    qu!  donne  la  base   inférieure, 
Hirc,  on  a  le  volume  total  considéi 

y^cef 


(^eilc  formule  est  aisée  il  retenir  :  elle  exprime  que  le  volume  V 
est  la  somme  des  cylindres  infiniment  petits  inscrits  S  cos  8  d:. 


Uemauque.  —  Pour  simplifier  le  raisonnement,  nous  avons 
supposé  que  la  projection  de  S  sur  le  plan  de  S'  (fig.  28)  entoure 
complètement  S'.  Si  cette  projection  était  en  partie  sur  S'  et  en 
partie  en  dehors,  la  forme  du  raisonnement  devrait  être  un  peu 
modifiée,  mais  le  résultat  final  serait  le  même  :  le  vohime  V, 
limite  de  la  somme  des  cylindres  inscrits  S  cos  0  dz,  est  toujours 
donné  par  la  même  formule. 


II    —  CAS  PAETICOLIER  OU  S 


r  FONCTION  DU  SECOND  DEGRÉ   DE  J'- 


Ai. Formule.  —  Supposons  que  l'aire  S   soit  une  fonction  du 
second  degré  de  = 

a,  p,  Y  désignant  des  constantes.  Cette  propriété  est  indépen- 
dante de  lu  position  de  l'origine  et  de  la  direction  de  l'axe 
des  z.  En  effet,  si  on  prenait  une  autre  origine  en  conservant  la 
même  direction  d'axes,  les  formules  de  changement  de  coordon- 
nées donneraient,  entre  l'ancienne  cote  s  d'un  point  et  la  nou- 
velle z',  une  relation  de  la  forme 

Par  cette  substitutioUj  l'expression  S  du  second  degré  en  z  se 
transformerait  évidemment  en  une  expression  du  second  degré 

De  même,  si  on  changeait  l'orientation  de  Oz  en  prenant  un 
nouvel  axe  Os'  faisant  avec  la  normale  ON  au  plan  des  xi/  un 
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angle  ft',  on  aurait,  entre  l'iiiicion  et  le  nouveau  -■  d'un  point  ^I, 
la  relation 


dont  les  deux  membres  représentent  la  distance  du  point  M  au 
plan  des  a-t/.  11  est  alors  évident  qu'une  expression  du  deuxième 
degré  en  z  est  du  deuxième  degré  en  z' . 

Pour  simplifier,  les  calculs,  nous  supposerons  qu'on  ait  choisi 
pour  plan  des  xy  le  plan  de  la  base  inférieure;  alors  r,  :^  0.  La 
surface  S  étant,  par  hypothèse,  du  deuxième  degré  en^,  on  a 

s  :««;■+  4=  +  ,;, 


Mn  intégrant,  on  a  imniédiatemeiit 


Appelons    S^    la    base    inférieure,    S„  eorrespoiulaiit 
S„  =  (■  ; 
S,  la  base  supérieure,  correspondant  à  ;  ^  r,, 

S.  =«r,^+  /-.,+  -;; 
S,„  la  section  mcdiajie,  correspondant  ii  ;  ^^  -y-, 

s..=  «if +  /-^+». 

La  parenthèse  figurant  dans  Tcxpression  de  V  est, 
le  vérifie  immédiatement, 
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d'autre  part,  le  l'attei 
donc  enfin  la  lormule 


\^ 


COURS  D'ANALYSE 

r  ;,  cos  0  est  la  hauteur  k  du   solide;    ■ 


-(S,+  S,  +  4  s,„). 


Cas  particulier  où  S  est  linéaire  en  z.  —  Cotte  forniulo  établii^ 
pour  n  quelconque,  s'applique  évidemment  quand  a  est  nul, 
c'est-à-dire  quand  S  est  du  premier  degré  eu;, 


Mais  ak 


S  =  6.  +  c. 
S,  :=  r.  Si  ^  /,:.,  +  c,  S,„  =  h  3_ 


lule  générale  devient 


V=^- 


■  I  S,  - 


45-   Solides  élémentaires.  — ■  La  forn 
plique  aux  solides 


c,  prcoédcntc  (1)  s'ap- 
s  élémentaires,  tronc  de 
pyramide,  tronc  de  cône,  tranche  de 
sphère.  En  effet,  considérons  un  tronc  de 
pyramide  ou  de  cône  {fif(.  29)  ;  prenons 
comme  origine  le  sommet  0  de  la  pyra- 
mide ou  du  cône,  pour  plan  des  xi/  nn 
plan  parallèle  aux  deux  bases  S„  et  S,, 
pour  axe  des  :  une  perpendiculaire  à  ces 
deux  bases.  Soient  k  la  distance  du 
point  0  au  plan  S„,  et  S  la  section  faite 
dans  le  solide  par  le  plan  situé  à  une 
Kig.  -Mj.  dislance    du  sommet    OA  =  z.  Comme, 

dans  une  pyramide  ou  un  cône,  les  sec- 
.tions  faites   par  des  plans  parallèles    sont  proportionnelles  aux 
carrés   de    leurs  distances  au  sommet,  on  a 
S  z^ 
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S  fist  donc  une  fonction  du  second  degré  de  ;  et  la  formule  pré- 
cédente s'applique. 

Il  en  est  de  même  pour  une  tranche  de  sphère  à  bases  paral- 
lèles S,  et  S,.  En  effet,  si  on  prend  encore  l'axe  0:  perpen- 
diculaire aux  bases,  l'origine  étant  au  centre  de  la  sphère, 
l'aire  S  de  la  section  faite  par  un  plan  a  une  distance  r  du  centre 

s  =  ,  (R'  -  ='), 

OÙ  R  désigne  le  rayon    de    la    sphère.    Cette    expression   est  du 
deuxième  degré  en  r. 

46-  Tranche  elliptique  d'une  surface  du  second  ordre.  — 
La  même  formule  s'applique  à  une  tranche  de  surface  du  second 
ordre  comprise  entre  deux  plans  parallèles,  pourvu  que  cette 
tranche  ait  uji  volume  fini,  ce  qui  ne  peut  arriver  que  si  les 
plans  de  hases  de  la  tranche  coupent  la  surface  suivant  des 
l'IU/ises. 

Prenons,  par  exemple,  une  tranche  d'ellipsoïde  limitée  par 
deux  plans  parallèles  S^  et  S,  (^/ig.  29). 


Prenons  pour  origine  le  centre  de  rellipsoïde,  pour  axe  des  .: 
le  diamètre  conjugué  de  la  direction  des  plans  S,,  et  Sj,  pour 
plan  des  xy  un  plan  parallèle  i»  ces  plans,  et  enfin  pour  axes  des  .e 
et  des  y  les  axes  de  la  section  de  la  surface  par  le  plan  des  ^i/. 
[.'ellipsoïde,  étant  ainsi  rapporté  ii  un  système  de  diamètres 
conjugués,  a  pour  équation 
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Coii|ioiis  l'ellipsoïde  piir  on  pl;ni  paiallèlf  iui  plan  di's  .rij, 
Nous  aurons,  comme  section  S,  iiny  ellipse 


qui  se  projette  eu  vriiie  gi-andeur  sur  lo  plan  des  .i-ij.    Les  axes 
de  eeUe  ellipse  ont  pour  loiigiieiits 


"V*-^^'  'V' 


Cette  expression  étant  du  deuxième  degré  eu  r,  le  volujiic  de 
la  tranche  est  donné  par  la  formule 


V— i5-{S.+  S,  +  4S,.;, 


Le  même  raisonnement  s'applique  à  une  tranche  d'hj-perbo- 
lokle  limitée  par  deux  sections  ellipticjues  paralicles. 


Volume  d'un  ellipsoïde.  —  L'ellipsoïde    étiii 
i\es  a,  /',  c  a  pour  érpiation  [fig.  31', 


Si  on  le  coupe  par  des  plans  parallèles  au  plan  des  .rij,  l'aire  de 
la  section  est  fonction  du  deuxième  degré  de  ;;  la  formule  s'ap- 
plique donc,  comme  nous  venons  de  le  voir,  il  une  tranche 
quelconque  comprise  entre  deux  plans  parallèles  au  pliin.rOy, 
Pour  avoir  l'ellipsoïde  entier,   nous  prendrons  comme   plan  de 
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'mit  un  poiiil-,  on  a  S,  =  0.  Prenons  de  même  comme  plan  do 


brtse  inférieure  le  plan  tangent  -■■= —  c,  alors  S^^^O.  La  section 
médiane  est  dans  le  plan  des  ,r //  :  elle  a  pour  airo 


La  distance  h   des  plans  dr;  basp  étant  ici  2  c,  on  a,  pour  le 
volume, 

2  c  ^ 


Paraboloïde  elliptique.  —  Soit  nne  ti-aiiche  de  paraboloïde 
elliptique  ayant  poiif  Ijiises  deux  sections  parallèles  S„  et  S^. 
Prenons  comme  axe  des  ;  le  diamètre  coniiiffué  des  deux  bases, 


pour  ]dan  des  xij  le  plan  tangent  parallèle  aux  deux  bas 
oomme  axes  O.c  et  0</  des  parallèles  aux  axes  des  deux  bas 
L'équation  de  la  surface  est 
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Le  plan  z^ÇJ"  coupe  la  surface  suivant  une  ellipse  dont  les 
axes  ont  pour  longueurs  \  az  et  \  bz  et  dont   l'aire  est 

S = 7i:j  z;^ 

Cette  expression  étant  linéaivc  en  r,  l;i  Ibrnuilc  simplifiée 
s'applique,   et  ou  a 

47-  Autres  solides  dont  le  volume  est  donné  par  la  même 
formule.  — ■  Soient,  dans  l'espace,  un  plan  fixe  P  et  un  certain 
nombre  de  droites  D,,  1)^,...,D„  dont  aucune  n'est  parallèle  au 
plan  P. 

(Dans  la  figure  33  le  nombre  n  est  égal  à  4.)  Un  pian  S  parallèle 
au  plan  P  coupe  ces  droites  en/i  pointsA,,  Aj,..,A„  que  nous  join- 
drons dans  l'ordre  A|  Aj A„  ,  de  façon  à  former  un  polygone  S. 


Quand  le  plan  S  se  déplace  parallèment  au  plan  P  depuis  une 
position  S^  jusqu'à  une  position  S„  le  polygone  engendre  un 
solide  dont  le  volume  est  donné  par  la  formule  (1).  Pour  le 
montrer,  prenons  pour  plan  des  xy  le  plan  P  ;  il  suffit  de  prou- 
ver que  l'aire  S  du  polygone  A,  Aj,,..A„  est  une  fonction  du 
deuxième  degré  du  ;  du  plan  de  ce  polygone. 
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...,D„  ont  des  équations  de  la  forir 


y  =  h,z  +  K.. 


=  1', 


-I',; 


Le  plai 
coordoiiii 


=  C"  ,  coupe  iii  droite    D,  en  un  point.  Aj,  dont  les 
ont 


et  la  droite  Dj  en  un  point  A^,  dont  l 

!'A,1  .n-.-:«,  :+A„ 


trdoniicos  sont 


=  K  ■ 


ce  plan  coupe  0:  en  A. 

La  surface  du  triangle  A  A,  A,  se  projette  en  vraie  grandeur  sur 
le  plan  des  xy  suivant  un  triangle  ayant  un  sommet  à  l'origine . 
L'aire  de  ce  triangle  est 

AA.A,  =  i-[..-,;/,  — î/,,rj, 


■2  L 


_  /,^)  [l^_  ;+  ^g  _  (6^  -  _(_  A-,)  {a, .;  -h  A,;]  . 


Cette  aire  est  doue  une  fonction  du  deuxième  degré  de  :■■  Il 
en  est  de  même  des  aires  A  A^  Aj,  A  Aj  A^. . .  et  par  conséquent  de 

l'aire  S  du  polygone  A,  A^ A„   qui  est  la  somme  algébrique  de 

toutes  les  aires  triangulaires. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

On  peut  faire  rentrer  dans  cette  catégorie  de  solides,  le  tas 
de  pierres.  Ce  solide  est  limité  d'une  part  par  deux  bases  rec- 
tangles A,  Aj  A,  A(  et  B,  Bj  B,  B^  ayant  leurs  côtés  parallèles  et  leurs 
centres  C  et  D  sur  une  perpendiculaire  aux  bases  ;  d'autre  part, 
par  quatre  trapèzes  tels  que  A,  B|Bj  A^. ,.  etc.  Le  volume  du  tas 
de  pierres  est  donc  donné  par  la  formule  (1). 

Remarque.  —  Supposons  que  les  droites  Vi^,  Dj,,..,l)„  soient 
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parallèles  à  un  mftmt!  plan.  Nous  pouvons  toujours  prendie  lephiii 
des  y  r  parallèle  à  ce  plan.  Alors  tous  les  coefiicients  a,,  ffî,...,o„ 
sont  nuls  et  l'aire  de  chaque  triangle  tel  que  AA,  A^  est  une 
fonction  linéaire  de  z.  L'aire  S  devient  donc,  dans  ce  cas,  une 
(onction  linéaire  de  z-.  Il  en  résulte  que  la  section  médiane  S„,  est 
alors  la  demî-somme  des  deux  bases 


s..=4(s. 

et  le  ïohii 

1110  du  soli. 

lie  eleiiei.t 

•■>-) 

v^^(V 

48-  Tranche  de  surface  réglée.  —  l.e  volume  que  nous 
venons  de  définir  dans  le  numéro  précédent  est  donné  par  la 
même  formule,  quels  que  soient  le  nombre  et  la  distribution  des 
droites  Dj,  Dj,...,D„ .  En  supposant  que  le  nombre  n  de  ces 
droites  augmente  indéfiniment,  on  voit  qu'elles  forment  une  sur- 
face réglée  quelconque  et  que  le  volume  considéré  devient  une 
tranche  de  surface  réglée  comprise  entre  deux  plans  parallèles. 
Ce  volume  est  donc  encore  donné  parla   mfme  formule. 

Surface  réglée  à  plan  directeur.  —  Si  la  surface  réglée  a  un 
plan  directeur,  l'aire   de  la  section   S  est  une  fonction  linéaire 

1 
de  ;,  S„,  est  égal  à  -:t-(S   +  S,)  et  le  volume  de  la  tranche  de- 


V  =  -2-(S.  +  S,). 

Exemple.  Conoïde.  —  On  nomme  conoïde  la  surl'ace  engen- 
drée par  une  droite  mobile  MN  s'appuyant  sur  une  droite 
fixe  AB,  restant  parallèle  à  un  plan  fixe  Q  et  assujettie  ii  ren- 
contrer une  courbe  quelconque  de  l'espace.  La  droite  AB  est 
l'arête  du  conoïde,  Q  le  plan  directeur  [fig.  34). 

Cherchons  le  volume  d'une  tranche  du  conoïde  comprise  entre 
l'arête    et  une  section  plane   S,  parallèle  à  l'arête.    L'une  des 
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bases  du  solide  ainsi  défini  est  S,  ;  l'autre  S,,  est  nulle,  c: 
se  réduit  à   l'arête  A  B  ;  enfin  la  liauteur  /(  de  ce    solide 


distiiiice  de  l'arête  A  B  à  Li  section  S,.  Le 


On  pourrait  facilement  vérifier  ce  résultat,  en  décomposant  le 
volume  considéré  en  tranches  prismatiques  par  des  plans  paral- 
lèles au  plan  directeur  Q. 


III.    -    SOLIDES     DE     RÉVOLUTION 

49.  Formule.  —  Les  axes  ctanf  rectangulaires,  soit,  dans  le 
plan  rOx,  une  courbe  C  ayant  pour  équation  (fi^:  35} 

/V,=)=o. 

Cette  courbe  est  considérée  comme  la  méridienne  d'une 
surface  de  révolution  autour  de  0:.  Prenons  sur  la  courbe  C  un 
arc  M||M,  et  abaissons  les  perpendiculaires  ^^^o  ^^  ^^i  ^^i  ^"'' 
l'axe  0.3.  Quand  on  fait  tourner  le  trapèze  curviligne  P„M^,  M,  P, 
autour  de  0.;,  il  engendre  un  volume  limité  latéralement  par  la 
surface  de  révolution,  supérieurement  et  inférieurement  par  deux 
paralJèles   de   rayons  MoPo  et  M,  P,,   Oécoupons   ce   solide  en 
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tranches    infiniment   minces  par    des    plans    pet'pendienl;iir< 
Taxe  Or.   La  section  S  du  solide  par  nn  plan  perpeiidiculaii 


l'axe,  situe  à  la  hauteur  0  P  =  z,  est  un  cercle  de  ]':iyou  M  t'  -^  ,c, 
et  on  a 

Donc,  d'après  la  i'ormule  générale  précédemment  établie 
(„•  44)  : 

v  =  f\,v.  =  ,£■,',,=, 

car,  actuellement,  cosB^l. 

Dans  cette  intégrale,  x  est  une  fonction  de  z  définie  par  l'équii- 
tioo  de  la  méridienne  f  (,r,  z]  =  0. 

On  peul  dire  que  le  volume  est  égal  ii  l'intégi-ale  i:  |  x^<^- 
prise  le  long  de  l'arc  de  courbe  MuMi- 

50-  Exemple.  — Supposonsque  la  méridienne  soit  une  hyperbole 
équilatère  ayant  les  axes  pour  asymptotes.  Son  équation  est 


Le  volume  de  la  tranche  P„  M,  M,  P.  est  alors  {fig.  35). 
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L'intégrale  indéfinie  étant —  — -,  on  a 

'  i  J  \ 


Reîiabque.    - 
vers  une  limite 


Qiiiuul  ou   lait  croître    r    indéfiniment,  V  temi 


11  y  = 


Nous  avons  vu,  au  contraire,  que  l'aire  du  segment  plan 
P„M»M,  P,  augmente  indéfiniment,  quand  JI,  s'éloigne  sur  rii_\- 
perbole  {n"  26). 

51 .    Volame  de  révolution  engendré  par  une  courbe  fermée 

plane.  —  Soit,  dans  le  plan  des  .rz.  luie  courbe  fermée  C  située 
d'un  même  côté  de  l'axe  de  révolution  Or  f/?^-    :i(i). 


Proposons-nous  encore  de  calculer  le  volume  engendré  par  la 
rotation  de  l'aire  C  autour  de  Or.  Pour  cela,  menons  les  tangentes 
à  C  perpendiculaires  a  Or-,  P(,M^  et  P,M,.  Une  parallèle  à  Ox 
située  il  une  hauteur  OP  ^=  z  coupe  la  courbe  C  en  deux  points 

M'  et  M"  d'abscisses  x'  et  .r".  Le  volume  cberciié  V  est  la  dille- 
rence  des  volumes  engendrés  par  les  segments  P^MjM'MiP, 
et  1\]VLM"M,P.  : 


-<''--"/■' 
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On  peut  écrire  aussi 


-^[t 


,"'d. 


€.'■■'- 


en  intervertissant  les  limites  de  lu  deiixième  intégrale  et  chan- 
geant son  signe.  On  peut  dire  alors  que  le  volume  V  est  égal  ii 
l'intégrale 

P) 

prise  le  long  de  lu  courbe  C  dans  le  sens  de  la  flèche;  c'est  ce 
qu'on  convient  d'indiquer  par  l'indice  C. 

Le  moyen  le  plus  simple  de  calculer  cette  intégrale  i3)  est 
d'exprimer  les  coordonnées  .r  et  .z  d'un  point  de  la  courbe  C  en 
fonction  d'un  paramètre  t, 


=/■('). 


de  telle  façon  que,  l  variant  de  a  ii  /-,  le  point  de  coordonnées  x 
et  z  fasse  une  fois  ie  tour  de  la  courbe  C,  dans  le  sens  de  lu 
flèche.  On  a  ulors,  en  prenant  C  comme  variable  dans  Vlnté- 
grale  (3), 


52-   Cas  où  la  courbe  coupe  l'axe.  ~ 


dl. 


.{fis.  ri;..,,, 


évaluera  séparément  les  volumes  engendrés  pur  les  deux   aire 
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AC,B  et  ACjB,  situées  de  part  et  d'outre  de  l'axe  0:^. 
11  est  l'iicile  de  vérifier  que  l'intégrale 


prise  le  long  de  la  courbe  C  diins  le  sens  de  la  ilèche,  représente, 
alors,  la  dilFérence  V,  —  V^  entre  les  volumes  V,  et  V,  engen- 
drés par  les  deux  aires  A  C,  B  et  A  C^  B. 

F.ii  effet,  le  volume  engendré  par  A  C,  B  est 


^'  -L 


x^  désignant  l'abscisse  d'un  point  de  l'arc  AC,B  et  l'indieo 
(AC,  B)  de  l'intégrale  signifiant  que  cette  intégrale  est  prise  le 
long  de  l'arc  A  C.B. 

De  même,  le  volume  V,  est 


d'un  point  de  1' 
volumes  est 


\  désignant  l'abscisse  d'un  point  de  l'arc  AC^li. 
La  différence  de  ces  volumes  est 


et,  en   intervertissant  les  limites 
changeant  son  signe, 


V 


l'intégrale  étant  prise  le  long  de  la  courbe  dans  le  sens  de  ] 
flèche. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  l'intégrale  prise  le  long  du  contour  reprc 
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sente  la  différence  des  volumes  engendrés  pur  la  portion  d'aii'i.- 
placée  à  droite  et  la  portion  d'aîre  placée  ii  gauche  de  l'axe.  Ce 
fait  devient  d'ailleurs  évident  si  l'on  remarque  que,  *■  et  z  dési- 
gnant les  coordonnées  d'un  point  M  qui  décrit  la  courbe  dans  le 
sens  indiqué,  dz  est  positif  quand  le  point  monte  et  négatif 
quand  il  descend.  La  somme 


.;. 


'dz- 


contient  alors  positivement  les  éléments  du  volume  engendré 
par  l'aii'e  A  C,  B  et  négativement  les  éléments  du  volume  engendré 
par  l'aire  B  C,  A. 

53.  Exemple.  Volume  du  tore.  —  Le  tore  est  une  surface  de 
révolution  dont  la  méridienne  est  un  cercle.  L'axe  de  révolu- 
tion étant  pris  pour  axe  Or,  prenons  pour  axe  des  x  la  perpen- 


diculaire abaissée  du  centre  G  du  cercle  générateur  sur  Os.  Soit 
OG  =  a,  et  soit  R  le  rayon  du  cercle.  Nous  supposons  que  le 
cercle  ne  coupe  pas  l'axe,  c'est-à-dire  que  a  est  supérieur  à  R. 
Le  volume  V  du  tore  est  égal  à  l'intégrale  [fig.  38) 


la    circonférence   du  cercle    générateu 

.  Or  1, 

et  z  d'un  point  M  de  cette  circonféren 

ce  sont 

:r  =  a  -)-  Rcos  t,                ;  =  Rsin( 
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l  désignant  l'angle  ^  0  M.  Pour  ([ne  le  point  M  fasse  le  tour  de 
lu  circonférence  dans  le  sens  de  la  flèche,  il  t'aiiî  faire  vitriee  t  de 
I)  à  2ii. 
Donc 

V  =  t:R  1'";^  +  R  eos  /)'  cos  /(//, 

V=-n^R  rcosï(/;  +  2TO(R^ /cos^^i^f +7:R''  /  ci.)s~  (d/. 

La  première  et  la  dernière  intégrale  sont  nulles  ;  en  oilcl, 
dans  l'intervalle  de  0  îi  2  t,  les  fonctions  cos(  et  cos^l  prennent 
des  valeurs  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires;  les  élé- 
ments de  chacune  des  deux  intégrales  ont  donc  deux  à  deux  des 
sommes  nulles,  et  les  intégrales  elles-mêmes  sont  nulles. 

Quant  à  la  deuxième  intégrale,   en  y  remplaçant  cos^  f  par 

l  +  cos2(       ,,     ,     .      , 
:^ ,  elle  <levient 


4.0- 


=  TïR^ 


Le  volume  est  égal  à  l'aire  du  cercle  générateur  multipliée  par 
!ii  cireonfércnce  (jue  décrit  le  centre  du  cerele  en  tournant  autour 
de  l'axe. 

Cas  Où  le  cercle  coupe  l'axe.  —  Si  le  cercle  coupe  l'axe 
(cercle  pointillé  dans  la  figure  38),  a  est  moindre  que  R.  L'inté- 
grale 

prise  le  long  de  la  circonférence  du  cercle   générateur  dans  le 
sens  de  la  flèche,  est  égale  a  la  différence  des  volumes  V,  etVj 
engendrés  par  le  segment  AC,  B  et  le  segment  BC,  A. 
On  a  donc  alors,  par  le  même  calcul, 

V.  — V,  =  iîR'-2™. 
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54-  Centre  de  gravité  d'une  aire  plane  homogène.  —  Théo- 
rème de  Guldin.  —  Quand  on  connaît  le  centre  in  gravité  d'une 
îiîre  plane  supposée  homogène,  on  en  déduit  l'acilement  le 
volume  engendré  pur  cette  aire  tournant  autour  d'un  axe  fixe  Or 
de  son  plan. 

Commençons  par  rappeler  les  formules  donnant  le  contre  de 
gravité  d'une  aire  plane. 

Soit  une  aire  plane  homogène  A,  rapportée  à  deux  axes 
0,r  et  Oz,  G  son  centre  de  gravité,  et  X  l'abscisse  G  Ci'  du  centre 
de  gravité.  Nous  allons  montrer  que  l'on  a 


U' 


l'intégrale  étant   prise  le  long  de  la  courbe  C  qui  limite  l'^iiic. 
dans  le  sens  de  la  flèche  {fig.  ■SG  ei  37). 

En  effet,  décomposons  l'aire  A.  par  des  parallèles  à  0  .r  en 
rectangles  Infiniment  petits  M'  X'  X"  M"  de  hauteur  tf .',  et  appe- 
lons ,r'  et  x"  les  abscisses  des  deux  points  M'  et  M".  Le  centre  de 
ffravité  C  du  rectancrle,  étant  au  centre  de  figure,  a  pour  abscisse 


D'ailleurs,  quelle  que  soit  la  position  des  deux  points  M'  cl  M' 
par  rapport  à  l'axe,  qu'ils  soient  tous  les  deux  d'un  côté  comme 
dans  la  figure  30,  ou  l'un  a  droite  et  l'autre  à  gauche,  comme 
dans  la  figure  37,  l'aire  du  rectangle  est 

(,,■'-,,■";<(=. 

Le  moment  de  l'aire  du  rectangle  M'  X'  X"  M''  par  rapport  à 
O  :  est  donc 

ou 
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time  (le  ces  moments  éteiidne  à  toute  l'aire  esl 


in. 


en  iippelimt  ,-li  et  ri  les  r  des  points  '\\a  et  M^  siiiiés  au  plus  bas  et 
au  plus  haut  de  la  courbe. 

Cette  somme    étant    égale  au  protluit   do    l'iiiie  totale    A    par 
l'abscisse  X  du  centre  de  gravité,  on  a 


k\-^\[l,"^-, '")''-- 


Or,  cette  dernière  intégrale  est.  conimo  nous  l'avons  vu  plus 
haut,  égale  à  l'intégrale 

.(■"'=■ 

prise  le  long  de   hi  courbe  limitant  l'aiie  A,  dans  le  sens   de  la 
flèche.  La  formule  (5)  est  donc  démontrée. 

On  trouverait  de  même  l'ordonnée  Z  du  centre  de  gravité  G, 
par  la  formule 

Théorème  de  Guldîn.  —  Le  pobiine  engendré  par  une  aire 
plane  A  toiirnunl  autour  d'un  aae  Os  situé  dans  sun  plan  et  qui 
ne  la  traverse  pas,  esl  égala  l'aire  A  multipliée  par  la  circonfé- 
rence décrite  par  le  centre  de  gravité  de  l'aire  supposée  homogène. 

En  effet,  nous  avons  trouvé  (n'  5.1)  que  le  volume  engendré  V 
est  donné  par  la  formule 


Mais  la  i'ormiile  (5)  montre  que  l'intégrale  du  deuxième  mem- 
bre est  égale  à  2  AX,  X  désignant  l'abscisse  du  ceutre  de  gravité. 
On  a  doue 

V  =  A.2-X 
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yC  coriis  w.i.Y/iij'.v/; 

ce  ([ui  dii montre  le  théorème,  ç:u-  'It.X  oii2ttGG'  est  lit   eircoii 

féifince  décrite  par  le  oeiihc  do  gravité. 

Cas  où  la  courbe  coupe  l'axe.  —  Ditns  vc  ciis,  la  dilï'éreiic 
des  volumes  V,  et  V,,  engendrés  par  les  parties  de  l'aire  situées 
droite  et  a  gauche  de  l'axe,  est  encore  donnée  par  la  formule 


Onadonc  ;durs,  d'après  ,5:  : 

V,  —  V,        A.2-X. 

Ainsi,  en  appliquant  a  imc  aire  qui  traverse  l'axe  la  formule 
fournie    par  le  théorème    de    C.iildiii,    on    trouve    la    différence 

En  particulier,  si  on  lait  tourner  nue  aire  phine  autour  d  un 
axe  de  son  plan  passant  par  le  centre  de  gravité,  on  a  X  ^0, 

\,—\,   -   0, 

ce  qui  signifie  que  les  volumes  engendrés  par    les  deux  parties 
A  C[  B  et  A  C,  13  sout  alors  équivalents. 

Le  tore  fouruit  un  exemple  simple  de  l'application  de  ce  théo- 
rème. Nous  avons  trouvé  en  effet  que  le  volume  du  tore  égale 
l'aire  A  =  -n  R'  du  cercle  généruleur  multipliée  par  la  circonfé- 
rence 2n£t  décrite  parle  centre  du  cercle,  qui  est  évidemmentson 
centre  de  gravité. 
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DE    RKVOLU'llOX    ET    i)V.S    SURl'ACES    CONIQUES. 


55-  Longueur  d'un  arc  de  courbe.—  l'rciioiis  siir  nui;  i^onrLo 
Jonnce,  pl;inc  ou  gauche,  deux  points  A  et  B.  Par  définition,  la 
longueur  de  l'arc  de  courbe  AB  est  la  limite  vers  laquelle  tend 

le  périmètre  d'une  ligne  brisée  AM,Mj, M„_iB  inscrite  dans 

l'arc,  quand  le  nombre  des  cotés  de  cette  ligne  augmente  indéfi- 
niment, cbacnn  d'eux  tendant  vers  zéro  {fi}-.  39). 


iSousadinotlrorisd'iibord  que  l'cLte  limite  e.viste  et  est  indépen- 
dante de  la  lôT  suivant  laquelle  on  lait,  tendre  les  côtés  de  la 
ligne  Kr'îséè  Vers  zéro.  Nous  admettrons,  en  outre,  que  la  longueur 
de  l'arc  ainsi  définie  possède,  comme  un  arc  de  cercle,  cette  pro- 
priété que  le  rapport  de  la  corde  à  l'arc  tende  vers  l'unité  quand 
l'iirc  tend  vers  zéro.  Voici  comment  on  peut  alors  obtenir  lacilo- 
ment  la  différentielle  de  l'arc. 

Soient 

.«■=/■(').     5--=;').     =='H'). 


les  coordonnées  d'un  point  M  de  la  courbe  exprimées    en  l'onc- 
tion d'un  paramètre  /.  Appelons  s  l'arc  de  courbe  O'M  compte 
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à  [>^irlir  il'iuiu  (irlginc  lise  0',  prise  sur  1;l  rombc,  jusifii'a 
point  M  :  tct  jirc  est  évidemment  une  l'onction  de  /.  (^iiaiid  o 
fait  croître  t  de  4/,  les  coordonnées  ,r,  //,  :  subissent  dos  accroi 
scmcnts  ir,  iy,  Iz,  le  point  M  se  déplace  de  M  en  M'  et  l'arc 
cioîl  d'un  ;trc  M  M'  égal  à  A,v.  On  a  alors 


,,1'deMM': 

^v-i.-. 

■■-H-4//-  +  i--. 

arc  MM' 

A,s 

ordeMM' 

Va. 

Â7 

^(^m^iWf 


Quand  A;  tend  vpi-s  zéro,  h-    vafpmt    Ji-  l'arc  ii  la   oiirJc  tnid 

„    ,  A,.       A.r       A.;      A; 

nous  1  admoltims;  -        ■  ■      '     ■      - 

,h       ri.::      ,1g      r/r 


on   eu    d<''duit,   eu    chassant  le    dénoniliinfeiir,    puis    multipliant 

(1.1  .=  \///.r'  +,/i,-  -]-//:.-. 

(a'Uo  lormule  est  aisée  à   retenir,  car   elle  exprime    i[IH'  î'ar;- 
Infinimeut  petit  MM'  esl  égala  sa  corde. 


renliolle  do  Viu-c.  On  poui-ra  p»BKor  celle  (tonio.ifilr;ili(HL  di 
Soil,  dans  l'espiire,  une  «ourho,  pleine  oii  giiuclio,  Irllo  qui 
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«dmclleiiL  des  dérivces  /'  ((),  o'((),  'Y  (l)  ligaloment  conliniics  ;  enfin,  Hupjio- 
sons  que,  (  variant  de  a  S,  b  {a  <  h),  le  point  M  (a:,  y,  3)  dccrivp  tin  iirc  de 
courbe  AB  eu  se  déplaçant  toujours  dans  le  niÈmo  sens. 

Prenons  alors  une  série  de  valeurs  de  (  comprises  diiiis  I  iiilervalli'  11,  /'  <■[ 
ranj^éeft  par  ordre  de  grandeurs 


;i  cv.^  v^ileiirs  de  ?  eorrespondeiil  sur  la  tourbe  des  points  M,.  M.^....,M„., 
Nous  allons  démontrer  que  le  coulour  polygonal  AMjMj,.  ..M„.,B  lend  vei 
une   limile  quand,  le  nombre  h   augmentant  indélinimciil  ,   lonlos   li  s  diff 


U  '*  — '1.  '1— '- 


lendeiil  vers  xéro.  Celle  limile  esl  ce  qu'on  appelle  la  longueur  de  l'arc  AI!, 
pour  longueur 


tendeni  vers  les  dérivées  /'((/,),  cf\//,i,...  quand  Z/.^,  — /, 

M,,M,.+,         

flonsi'quent.  le  rapport tond  vers  la  liiiiilc 


V//'^  (/,,:  + ç'^,/,,l -h  i'-('/.-i- 


M,M,.,  ^(/,.„  -  /,)  yr  [tu)  +  f\t,]  +  i,-^  [1,]  +  '^,1 

Sh  étant  une  quantité  qui  tend  vers  zéro  en  mi^nie  lemps  que  ij^j —  li,.  Tellu 
est  l'expression  de  l'un  des  côtés  du  polygone  inscril  dans  la  courbe.  Pour 
avoir  le  périmètre  P  de  ce  polygone,  faisons  la  somme  des  ridés  IVI(.Mj.j.|,  eu 
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l' ^  i  [I,. .,  —  '/,'t  V'/'-l'Aj-|-?'-(''.-)  +  'FTû)  +  i; ('/,. ,  —  ''1  =;.- 

Q u ai] d  le  nombre  des  points  de  division  (,, ,  («-i  aiigmeiilc  iiidcliniiiieiil. 

chaque  différence  (4+i—(,,.tCTid,iiil  vers  zéro,  la  première  somme   loml   ver» 
rinlégrnle  déliiiïe 

(1)  j  ^'nnTW^ïï+¥ïf', ''t- 

Quaiit  à  la  liouslùuie,  elle  tend  vers  /.éeo  :  eu  ellut,  eu  Hp^jelatil  s  au 
nombre  positif  égal  en  vnleur  absolue  à  celle  des  quantités  sj^  qui  a  la  plus 
Jurande  valeur  absolue,  on  voit  que  la  valeur  absolue  de  S(44t  —  '(■}:;;  est 
moindre  que  £1:((a+i  —  h),  cest-à-dire  moindre  s[l,~a).   car 

SCi^,  — (i)  =  *,  —  «  +  (,—  ',  + 'a -'i+-. +  /'  —  '"-,  =  ''-"; 
d'après  les  hypothèses  faites  sur  la  nature  des  foncLÎons  f,  6,  >};,  s  tend  vers 
zéro,  quand   toutes   les  diirérenoes  (/i+i  —  (^  tendent  vers  zéro  et  la  somme 
'^{tkti  — ■  (ijïi  tend  bien  vers  zéro.  Le  périmètre  P  tend  donc  vers  l'inlégvMle 
déllnie  :  celle  limite  de  P  est  la  longueur  de  l'arc  de  courbe  considéré. 

Si,  au  lieu  de  calculer  l'urc  AB  tout  entier,  on  avait  calculé  la  longuenr  ,« 
d'un  arc  AM,  M  correspondant  a  une  valeur  do  t  comprise  entre  a  et  h,  on 
aurait  trouvé  de  même 


=  /  v^r-u)+?'^')+r(';</': 


dx  =f':l)d/.  (/.(/  —  f'  1 1)  (II.  i/c  —  i'  .  /)  (//, 

ds  =1  Y</x~  +  <■/(/-  -r  '/:-  ■ 

Voici  qiicl<[iios  ;(p[jlii;i»tioiis  îiii  me  (.liâtes  de  ces  l'orniiiles.  Noiis- 
tiii  donnerons  d'i»utres,  notamment  la  rectification  de  l'ellipse, 
(juiind  nous  aurons  étudié  les  développements  en  séries  de  puis- 


56-  Chuînette.  —  l.a  courbe  appelée  chaineite  est  la  figure 
l'équilibre  d'un  fil  homogène  pesant  suspendu  par  ses  deux  extré- 

nltés.  VA\(i  a  pour  équation  (//>.  40) 


^4(-+.-). 
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a  désignant  une  longueur.  Celte  courbe  est  symétrique  jiiir  tiip- 
^ort  il  l'axe  Oy  ;  elle  u  la  forme  in(li(iuôi'  sur  l;i  ligiirr;  W'J  ; 
l'ordonnée  du  sommèlB  est  égale  ii  n. 


Calculons  l'arc  BM:=,v.  Nous  prendrons  ici  l'abscisse  comme 
le  paramètre  en  fonction  duquel  s'expriment  les  coordonnées. 
On  a 


,1,  .--,  V,h'  -+-  ,1,/-  =.  T^  \'',  +  (eT_  ,-  v]'  ,?,,;. 


Kn  développant  lu  quantité  sous  le  radical,  on  voit  qu'elle  est 
■le  caTré  de  e'^~\-e~'^. 


\ia  intégrant  et  remarquant  que  .v  dui 
du  point  M,  on  a 


Il  est  aisé   de  coustruiri 
la  relation 


rilie  immédiatement 
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iiuî  purniol  de  ooiistiiiirc  .s-  comme  l'ôîé  <.lc  l'iuigle  dioÎL  d'un 
trijTLigle  ayant  pour  hypoténuse  ij  et  pour  autre  côté  a.  Voici 
comment  on  peut  l'aire  cette  construction  :  menons  la  tangente 
on  M,  l'ordonnée  Ml',  et  abaissons  la  perpendiculaire  P(^  sur  !a 

tiiiigeiUc  :  nous  niions  monLrer  que 

\H'.---^a,  MC-s. 

Kn  .-ITct,  l'uiiglc  1  i\w<:  lait  la  tangente  on  M   itvcc   O.î;  est  lel 
(jiie 

'■'""  ^  ~  .6;  "-  2  l"  "■        j' 

donc,  d'apt'i-s  la  v.louc  de  .s', 

tilllgT   -^   -^. 

On  en  coiiolii!,  comme  rt'^  +  s-.-    f, 

"'"  ^  ~    11'  '"^      -  ,,  ■ 

Comme,  diiiis  l-  trianfrle  MPC,  l'anfile  en  P  est  égal  It  i,  on  a 

MC   -_.  y  siiicr  ==..»,  PC  ,     //cos5^(,. 

Rkmaiioie.  —  s;  on  npijellc  A  relire  du  segment  OBMP,  .)n  a 

d'in'j,  on  Inlégrant  et  remarquant  que  A  s'iuniule  avec  j:, 

A  -  a.^. 
L'aire  A  est  donc  le  double  de  l'aire  du  Iriande  MPC. 
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5T.  Cycloïde.  —  Calculons  l'arc  OM  de  la  cycloïde  {/Ig.  17).  En 
iippolaiit  n  l'iiiigle  dont  le  cercle  a  tourne,  tin  i\  trouvé  (n"  37) 
pour  les  coordonnées  cln  point  M 

a  tlésiguant  le  rayon  dn  cercle  roulanl.  On  on  eonclut 

■/.i-  I  — cosH  '^    2  ' 

Cette  formulo  montre  que  la  tangente  coïncide  avec  Iti 
droite  MB  joignant  M  an  point  B  diamétralement  opposé  , au 
contact.  Kn  efi'et,  cette  droite  MB  fait  avec  Bl  nn  angle  moitié 
de  ICM,  c'est-ii-dire  égal  a  -^  :  elle    lait    donc  avec  O.r    l'angle 

^ —  ^  et   son   coeriicienl  inigiiîalji-  est  bien  olang-^. 
On  a 


.h  ^  \iilx'^dif=^a  l/(]  — eos  ,,)'^+  sin^  <,  du. 
Développant  et  remplaçant  l  —  cos  ?/  par  2  sin'  -y ,  -on  trouve 

d'où,  en  intégrant, 

L'are,  étant  eompté  à  partir  de  0,  doit  s'annuler  pour  «— lO; 
donc  <-  — -  ^  Il  et 
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V.i\  p;.rticulier  l'arc  0  0',  termim-nii  poiiil  ic  plus  hautO'tîola 
^ycliiVcle,  correspond  il  (/;=----r.  Ooiic 


KEMAïKjiiK.  —  L'arc  OM  cW  r^w/  an  <loul>tc  de  la  tangente  M  !î. 
V.n  effet 

arc  O'M  ^  ;.ri'  00'  —  a.T  OM  =  /j  „  cos  -^- 

Le  triangle  rectangle  I  M  lî,  dans  lequel  rmiirle  en  B  est  ~,  dounc 

MU  =  2^/e<.s^; 

arc  O'M  =  2Mtî. 

58.  Parabole.  —  Soit  une  parabole  rappoi-tée  ii   son  oxe  O^ 
et  à  la  tangente  au  somnïet  0,r  {fy:  41)  : 

On  1, 
et,  cit  intégi'imt, 

Appliquons  la  l'ormtile  (riiitt^grahoii  par  piirlies 


"™V'+y' 
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»^^V^- 


,/^' 


l.:i  (IcniUTo  Liité<nule  peut  sV-crlii 


On  a  Jonc 


ou  eu  t'ésolviuit ,  prtr  rapport  li  *■  et  remiirqii;u(t  (pic  l;i  coiisfanle  ( 
est  nulle,  i';ir  h  s'aiiniilf  îivcc  .c, 


Telle  est  l'expression   demundée.   Interprétons  géométrique- 
ment   los    diverse    quantités-  figurant    d,ins ^  la   formule.   Si   oiï 
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iiliaissc   l'ordoiiiiûe    M!',  un   Sitit  que  le  poiiil  T   où   lii  liiugoiile 
en  M  ,?<nipe  O.v  ost  un  milieu  de  OP.  Donc 


La    projection    du    foyer  F   sur  la    tiingente    MT    se    (ail    au 
point  T,  situé  sur  la  tangente  au  sommet  Ox.  On  a  clone 

]■■■[■  _  \JW  +  (7F=  ±-  \l,r  +  J  . 


i'oitiiitt  cliiiis  l'oxprcssiL.n  c[un,  ou  ii 


.-_=  JIT  +  -S-1,,, 


,    La  rfui/nel/f  i-.s!  le  l.ii;u    du  foi/er  (Viini> pitrahole 


qui  roule  fiarts  glisser  sur  un.  axe  fixe.  —  Soit  O'X  l'axe  fixe 
considérons    une  position  de  la  parabole  voulante,   soit  O  so 
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soiiiiiH!t,  Oij  sou  iix(!,  Ox  la  tangente  au  sommet,  M  k  point  de 
contact  avec  O'X,  et  ï  l'intersection  de  O.r  et  O'X.  Supposons 
que  l'origine  O'  soit  le  point  avec  lequel  a  coïncidé  le  sommet  O 

diins  le  roulement,  de  sorte  que  {fig.  42) 

0'M  =  m'c(>M. 

Le  loyer  V  se  projette  en  T  sur  O'X  :  en  appelant  X  et  Y  les 
coordonnées  de  F"  par  rapport  h  O'X  et  â  la  perpendiculaire  C'Y, 

X3=0T:-==0'M  —MTr^arcOM  —  MT; 

Y  ^  FT,      OT  =  sjy'—  -Ç- 

D'après  l'expression  el-dessus  fi  !  de  l'arc  0^]  ^  ,v,  on  a  doue  ; 


équation  du  Heu  décrit  par  le  l'oy(!r.  On  peut  écriie  : 


et,  en  ajoutant. 


équiition  iVuna  ehainetle,  dans  laquelle  /i^4y 
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59.  RectiOcation  d'une  courbe  gauche. —  Soit,  pnr  exemple, 


Cherchons  l'arc  s  de  celfe  courije  à  riiti'tir  de 


ds  =  \/>f.r-  H-  (///'  -\-  liz^  ; 
djl  —  2.id.r.         (Jz   -  2  ,rv( 


,1s  =  ^/  L  +  \  ,f-  +  .'h  .(■■■     (■/,  jwr  «„ùe,    >/s  =  (  1  - 


s    ujoiiter    de    ciMistante,  c;ir  cm    siij)[>(ise   (|tie,  peu 
-.  0.  On   !<  (loiK-  : 


60.  Différentielle  d'un  arc  de  courbe  plane  en  coordonnées 
polaires.  —  Considérons  une  courbe  plane  rap- 
portée il  un  système  de  coordonnées  poliiîres  /■ 
.et  0,  ■<>«=  ;-/.rOM  =^  [fig:  4:î). 

Les    coordonnées  rectungulnircs    .r  el   //    d'un 
■f'^       point  M  sont  données  par  les  foi-niules 

.t  =  r  cose,        //  =  /-sinf). 

Le   lonjr   de   la  conrbe    ,<  ,■  /y,   /■.   ')    sont    lonc- 

^/.r^coset/^— ,7'sin&£iÔ, 


<}s  =  <^'il:r'^  -\~  dy'-  =;  \' dr'  - 
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On  peut  retrouver  nipidement  cette  l'orimile  de  lii  t'aeou  siii- 
viuile.  Soit  M'  un  point  infiniment  voisin  de  M  ;iyiiiit  pour  eooi- 
donnces  r  +  ,Ir  et  8+  M.  Si  on  décrit  de  0  comme  eentic  un 
arc  de  cercle  MP  de  riijon  r,  on  a 

l>M'  =  *,        arcl>M  =  ;vffi,        arcMM'=.fc, 

Comme  un  arc  iiifiiiinicnt  petit  est  éi^^al  II  sa  corde,  le  triangle 
inlinilésimal  ill>M'  rectangle  en  P,  donne 

TlM"  --=  SPP'  +'F51  ', 

,fcJ  r=  ,h'  +  r',IV. 

61.    i:vrMi.Li£.    Cardioïde.   —    Soit  un    cercle    de    diami-tre  ,(, 


vecteur  OP  du  cercle    d'une  longueur    coiislanlc    égale    au  dia- 
mètre du  cercle  {Ji.f;.  W; 

l>M    --„. 

Le  lieu  d('  M  est  une  courbe  appelée  cardwïdii.  Kn  prciiatit  le 
diamètre  OA  coannc  use  polaire,  l'équation  de  la  courbe  est 

/■=  rt(l  +  cos  6). 
Alors 

,lt  =  o  v/siir  1  +  (I  +  cos  I))'  ,ffl, 

,h  =  ,>  1/2  (1  +  c.is  I))  S  =  2  o  cos  -y  S. 
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[.u  ]aiif.iii>iiJ'  d'iirc  AMO,  coi-responcliint  à  'l  =  -,  est  ilonc 


62-  Formule  générale.  • — ^  Pieiions  comme  iixc  des  ^  l'jixo  df 
lit  siirlace  de  lévoliitioii .  Le  plan  des  .r;  coupe  lii  surliice  suivant 
une  courbe  iippelée  méridienne  de  la  surface.  Prônons  sur  cette 
méridienne  un  ni'c  continu  AB  situé  du  côtr  des  .r  [^oKltil'';:  nons 
n(ms   proposons   de    ealculer  l'aire   en^etidici'  p;ii'   l;i  i  i'Militlion 


de  Ali  aulcKir  .Ir  0--  :  celle  aire  esl  limilée  \>av  les  deux  par;d- 
lèles  A«A'  et  B/>B'  décrits  par  les  points  A  et  B.  Xnus  avons 
représenté  sur  lu  ligure  45  le  quart  de  l'aire,  quarl  sihié  dans 
le  dièdre  l'ormé  par  les  plaus  zO.v  et  zOij. 

Inscrivous  dans  l'arc  AB  une  ligne  polygonale  AMiM^...  M„_,B  : 
quand  la  ligne  AB  tourne  autour  de  O;,  la  ligne  polygonale 
engendre  une  aire  composée  de  la  somme  des  surraccs  latérales 
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lie  n  trimes  de  cône.  L'aire  engendrée  par  l'arc  AH  est,  piif  Jôli- 
iiitkm,  la  limite  vers  laquelle  tend  l'aire  engendrée  par  la  ll(;tu^ 
polygonale  inscrite  quand  le  nombre  n  de  ses  n'ités  aiijrmi'iiH' 
indéfiniment,  cliacii»  d'eux  tendant  vers  zér<i. 

Soient  M  et  M'  deux  sommets  consécutifs  delà  Wj^ac  |iol)"j^(inalc 
ayant  pour  abscisses  .i  et  .r -|-  i.r  ;  .ï'^MP,  .t  +  i''^  M'!''. 
L'aire  engendrée  par  la  droite  MM' est  égale  à  MM'  multipliée  par 
la  demi^somm-^  des  eirconféveiices  des  bases  du  troue 

L'aire  cherchée  A  est  la  Ujnite  de  la  somme  des  quantités 
analogues  évaluées  successivcmeni  pour  tous  les  cotés  de  la  ligne 
polygonale    : 

(1)  A  =  lin.  ^2  .(.,•+ Al)  MM'. 

le  signe  X  indiquant  qu'il  laiit  laite  la  somme  des  quaiitlti's  qui 
le  suivent. 

Soit  As  h.  lonirm-ur  de  l'ai'e  J\IM'.  Cotisidéi'ons  la  somme 


P)  X- 


-.(■i.v 


étendue  aux  diil'érents  arcs  sous-tendns  par  les  côtés  de  la  ligne 
polygonale.  Nous  allons  montrer  que  cette  nouvelle  somme  {'2j  a 
môme  limite  que  la  première  (1)  quand  les  côtés  de  la  ligne  poly- 
gonale tendent  vers  zéro. 

En  effet,  dans  la  somme  (1),  tous  les  éléments  ont  le  luènu' 
signe  ;  le  rapport  d'un  élément  de  la  somme  (1)  à  rélémenl  cor- 
respoiidant  de  la  somme  (2' 
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il  l'iu'c  soiis-teiitUi.  "Donc,  d'après  le  théorème  l'ondamental 

sommes  tVinfinîment  petits  {n"  4},  les  sommes  (1)  et  (2) 


■(■  liiuile  est  l'intùgriile    f'ir.rt/.'! 
T  du  siffLie  d'intôffiuLlori, 


=  (■"'- 


Celle    dernière    lonniiîc 


que 


l'nire  A  est  la  somme  des  aires  des  troncs  de  < 


drés  par  les  éléments  d'arcs  infiniment  petits  <?«. 

Pour  calculer  elïectivemeiit  A,  on  exprimera  les  coordonnées 
:f  et  ;  d'nii  point  M  de  la  méridienne  AB  en  fonction  d'un  para- 
mètre it,   de  i'açon  <jue  le  point  M  (.f,.;)  décrive  l'arc  AB  ([uand 


Js  .-  ^tU-  +  dz'  ^.  V'r  (")  -i-  ^"  i"i   '^■"' 

■t 

63.  Aire  d'une  zone  de  paraboloïde  de  révolution.  —  Soit 


l'équation  d'iiiie  parabole  dans  le  plan  des  .r.-,  ayant  pour  axe  Or, 
En  faisant  tonrner  l'arc  AB  de  cette  parabole  autour  de  O,;,  on 
engendre  une  KOne  do  ,paraboloïdc  de  révolution  dont  nous  figii- 
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rons  le  quart  (/%■■.  45)  A«A'B//B'.  Prenons  ici  :c  comme  ' 
indépendanlo.  Nous  aurons  : 


2.p.=2,fyi+^ 


di  --^  —  ,U,     ,b^,  V  (?.r'  -l-d-'=Ul-t-~  ilj. 
p  V  /)' 

Appelant  .r„  et  .i\  les  abseisses  des  points  A  et  B,  on  a 

A  ,-=  2- 
Ecrivons  ccei  ; 

et  nous  voyons  que  l'intégryle  indéfinie  est  ;-{/j''4-.i'^]  -  ;  on  a 

64-  Aire  d'an  ellipsoïde  de  révolution  allongé.  —  Sol 

l'équation    de  l'ellipse  méridienne    OBA   dont   nous    figure 
quart  :  le  grand  axe  OA  ^  a  de  cette   ellipse 
est  dîi'igé  suivant  l'axe  de  révolution  O.-.  Nous 
pouvons  exprimerles  coordonnées  d'un  point  M 
de  l'ellipse  en  posant  [fij^.  4G^ 


et,  pour  que  le  point  M  décrive  l'arc  B.\,  il  faut        ,v 
faire  varier»  de  0  à  ^-  On  a 


(h  =  </(U'  -h  dz'  =  SU'-  siii-  ,H-«'eusw/ ,/«, 
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OU,  eu  remplaçant  cos^n  par  i —  sin-n  et  introduisant   l'excen- 
tricité e  =  —  \^a^ —  Ù-. 

Alors  l'aire  A  =  2^  f.iY/*',  engendrée  par  l'arc  BA,  est 

A  ^  2w;i  /'  '  v'i  — (-'sin^ï^cos-;  ,/«. 

Pour  évaluer  cette  intégrale,  Taisons  un  changement  de  vaiiable 
en  posant 

(^  sin  »  ^  sin  /; 

//  partant  de  0,  nous  prendrons  pour  I  lu  valeur  0  ;  ;;  ci'oissanL, 

(croit,  et,  pour  «-— -^,  l  prend  une  valeur  /,  définie  pai' 

(;  =  sin  /,,        /,  =r  i.\rc,  sine. 


/l  ^e^sin^  H  =  cos/, 

A  = /  nos- tdl. 

lH-cos2/  .  ,,.      ,       ,     .    ,. 

Remplaçant  cos-/ pur  — — ,  on    voit  que  I  intégrale  iiido- 


7t«/,  r  sin2/,  1 


Remettons  pour /.sa  valeur  arc  sine,  en  remarquant  que 
sin  2l,=  2  sin  /,  cos  /,  =  2e'/  T^^^ 

il  vient  enfin,  pour  l'aire  du  demi-elHpsoide, 
/arc  sine        ,-; 7-\ 
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Comme  vcriticationj  on  doit  retrouver  Taire  d\in  hémis 

(.le  rayon  a  en  faisant  1/  ^=a  et,  par  suite,  e-.-O  :  cfFectivemf 

,        arc  sine        , 

u  alors — ■  =  1  et 

e 

65.  Aire  d'un  ellipsoïde  de  révolution  aplati.  —  La 
dienne  est  une  ellipse  AB  ayant  pour  petit  axe  l'use  de  ri 
tion  Oz;  son  équation  est  (fî^.  47) 

-4+4^-1  =  0. 


On  pont  éi^rlrc,  piiur  les  coordonnées  d'un  point  M  do  la 
dienne, 


X  =  a  cos  H,  z  =h  sin  u , 

n  variant  de  o  à  -^  qvuind  M  décrit  l'arc  AB-       1j 


Alors  '■'^■ 

(h  =  \^a' sin' H^b'KO^^,,  du, 
ou,  en  remplaçant  cos^"  par  1 — sin'^f  et  introduisant  1 


rf*  =  /Vl  +  /'-sin^»  du. 
On  a  donc,  pour  l'aire  du  demi-ellipsoïde, 


A  =  2T:j",r(/«=2T:^/,y  Vi+Tsin^"  «os/,  du. 

En  désignant  par  e  la  base  dos  logarithmes  népériens,  1 
le  changement  de  variable 
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Il  partant  de  0,  (  part  de  0  ;  u  moîssant,  f  cioît,  tst,  poi 
t  preridi'a  nno  valeur  t^  définie  par 

/■=^i.  ',  =  iog[/'+VTT7']. 

Conimo 


^=-l7X'' '"'+""'''"=■? 


fJ. 


-^( 


1  peut,  doue  éerire  enfin 


=  2/-,'i+A 


Comme  vcrifiealion,  quand  li  tend  vers  a,  f  tend  vers  0,  et 
on  doit  trouver  l'aire  d'un  héniisphère  de  rayon  a.  Effectivement, 
quand  f  tend  vers  0,  lit  parenthèse  se  réduit  il  2  et  on  a 


66-  Aire  d'un  tore.  —  Le  tore  est  engendré  par  un  cercle  toui'- 
nant  autour  d'un  axe  O.:.  Supposons  que  le  cercle  ne  coupe  pas 
l'axe  {fig.  38)  et  prenons  comme  origine  la  projection  du  centre  G 
du  cercle  sur  l'axe  de  révolution.  Soit  OG  ,-=  a  et  soit  R  leravon 
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GM  du  cercle  générateur.  L'uJre  du  tore  est  égale  à  l'intégrale 

prise  tout  le  long  du  cercle  C.  En  appelant  t  l'angle  de  GM  avec 
O.r,  on  Hy  pour  les  coordonnées  de  M, 


et,  pour  que  le  point  M  décrive  la 
varier  /  de  0  ii  27:.  On  a  évidemmen 


L'iiilésriile  indéfini 


I  -\-  R  sin  /,  el  l'intégrale  définie  2  r.a. 


A=2T^R.2ra. 


T^^'li. 


e  rpn  prt 


L'aire  A  est  donc  égale  à  la  longueur  de  la  courbe  qui  lournc 
(2  7:R),  multipliée  par  la  circonférence  qne  décrit  le  centre  de 
gravité  de  cette  courbe  (2-;c«).  C'est  lii  un  cas  particulier  d'un 
second  théorème  de  Guldîn  (n"  G8). 


6T .  Gas  où  la  courbe  traverse  l'axe.  —  l>ai 
nous  avons  supposé  que  la  méridienne    AB 
de  la  surface  ne  traverse  pas  l'axe.   Suppo- 
sons qu'elle  le  traverse  au  point  E.  Alors 
on    évaluera    séparément    l'aire  Aj,  engen- 
drée par  lu  rotation  de  l'arc  AE,  etl'aire  A,,                 |  ^  ^ 
engendrée  pur  la  rotation  de  EB.  Pour  un                 i       '^^, 
point  M  de  l'arc  AE,  l'abscisse  .r  est  posi- 
tive. Ona  donc  {fi^'.  48)  i ■ 

l'intégrale  étant  prise  de  A  en  E.  Pour  un  point  M^  de  KB,  l'abs- 
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cisso  .ij  est  négative.  L'élément  c/.s  placé  en  M^  eiigcniLlre  la  sur- 
l'ace  latérale  d'un  ti'onc  de  cône,  dans  lecjnel  le  rayon  de  la 
circonférence  équidistante  des  bases  est  — .r,.  L'aire  de  ce  tronc 
de  cône  élémentaire  est 

—  2  7-..Vjh, 

et  l'aire  A,  engendrée  par  KB  est 

Cakidons  la  différence  A,  — A^  de  ces  aires.  Xoiis  iinrons 

A,  ^  A,  =  2  t;  f.i,,h  +  2  t:  j'.r^ih. 

La  somme  des  deux  intégrales  du  deuxième  mcmlire  est  évi- 
demment l'intégrale  2t.  f  xds  prise  le  long  de  la  courbe  de  A 
en  B. 

Ainsi,  diins  ce  cas,  l'intégrale 


'^h'- 


qui  représente  l'aire  totale  quand  la  méridienne  AB  ne  tra- 
verse pas  l'axe  de  révolution,  ne  représente  plus  que  la  diil'é- 
rence  des  aires  engendrées  par  les  arcs  de  méridienne  placés  de 
part  et  d'autre  de  l'axe.  Cela  se  voit  d'ailleurs  a  priori,  car,  clans 


■H'"- 


le  facteur  ds  est  positil,  mais  ^  est  positif  ou  négatif  suivant  que 
l'élément  ds  est  à  droite  ou  îi  gauche  de  l'axe  O;.  Les  éléments 
d'aire,  provenant  d'éléments  linéaires  ds  situés  ù  droite  de  O^, 
entrent  donc  positivement  dans  celte  somme  et  les  autres  négati- 
vement. Par  exemple,  pour  le  tore,  quand  le  cercle  générateui' 
coupe  l'axe  (cercle  pointillé  de  la  figure  38),  l'expression 

2^R.2'r.a 
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représente  la  différence  des  aires  engendrées  pur  les  ;u'cs  Ciet  (;,. 

68-  Centre  de  gravité  d'un  arc  de  courbe  plane  supposé 
homogène.  Théorème  de  Gxildin.  —  Soit  lui  are  ilo  courbe 
plane  AB  supposé  liomogène,  rapporté  jideu\ 
axes  O.r  et  0.;.  Soit  G  le  centre  de  gravité  ; 
de  cet  arc,  X  et  Z  ses  coordonnées.  Si  ou  prend 
sur  la  courbe  un  élément  ds,  le  moment  de  ds  ~ 
par  rapport  ii  0.3  est  3;ds  ;  la  somme  ;dg< 
brique  de  ces  moments  est  (fifi;.  49} 


l'intégrale  étant  prise  sur  l'arc  Alï.  D'autre  part,  en  appelant  /  In 


longue 


r  totale  de  l'arc,  la  somme  de  ces  moments  e 


\l=f.vds. 


On  trouverait  de  m^>me,  en  pr( 
à  0,r, 


7J  =  fzc 


Ces  formules  déterminent  les  coordonnées  du  centre  de  gra- 
vité G  de  l'arc.  Klles  conviennent,  quelle  que  soit  la  position  de 
l'arc  Alï  par  rapport  aux  axes. 

Théorème  de  Qvldin..  ~~  L'aire  en^endi'ée  jja/'  une  li^iic  plane, 
(ournajit  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan  et  ne  la  traversant 
pas,  est  égale  à  la  longueur  de  la  ligne  multipliée  par  la  circon- 
férence que  décrit  le  centre  de  gravité  de  la  ligne  supposée 
homogène. 

En  effet,  l'aire  engendrée  par  la  ligne  AB  est,  d'après  ce  qui 
précède, 


A„2„A 


y  Google 


i■^o  COURS  D'.i.y.i/.rs  K 

niiiis  l'intégrale  du    second  membre    est    égiile  à  X /,  on   a   donc 

A=/.  27:X, 

ce  qui  démontie  le    thcorcme,  car  2t:X  esl  li>  circoiilerenco  de 
rayon  X  =;  C  C  que  décrit  le  centre  de  gravité  en  tonmant. 

Cas  où  la  méridienne  AB  traverse  l'axe.  —  Dans  ce  cas,  Id 
différence  des  aires  e/igendrèes  par  les  parties  de  la  méridienne  A  B 
situées  de  part  et  d'autre  de  l'axe  est  donnée  par  la  môme 
intégrale 

2  7t  Ç.rds, 


I.ItzX. 

L'application  du  théorème  de  GuMin  donne  donc  alors  ladilTé- 
rence  des  aires  engendrées  par  les  parties  de  AB  placées  de 
part  et  d'autre  de  l'axe. 

Par  exemple,  si  le  centre  de  gravité  de  l'arc  AB  était  sur  l'axe, 
on  aurait  X  =0  :  les  parties  de  la  méridienne  placées  de  part  et 
d'autre  de  l'axe  engendreraient  des  aires  équivalentes. 


III.   —  AIRE   DUNE    PARTIE  DE   SURFACE    CONIQUE    OU   CYLINDRIQUE 
;    ENTRE   DEUX    GÉNÉRATRICES 


69-  Formule  générale  pour  une  surface  conique.  —  Soit  une 
surface  conique  {fi^.  50),  dont  le  sommet  est  îi  l'origine  0  eldont 
la  directrice  D  est  une  courbe  gauche  quelconque,  telle  que  les 
coordonnées  d'un  point  M  de  cette  courbe  s'expriment  en  fonc- 
tions d'un  paramètre  ïpar  les  formules 

(M)  :.■=/■(',        ?  =  =(').        =  =  iV:- 

Considérons  la  portion  S  de  surface  conique  limitée  par  une 
génératrice  fixe  OMj,,  une  génératrice  variable  OM  et  l'arc  M^M 
de  la  directrice  D.  Cette  surface  S  est  évidemment  une  fonction  du 


y  Google 


AIRE  D-L'XE  SURFACE    CONfQUE 

paramètre  /  définissant  la  position  du  point  M.  Quuml  < 
croître  t  de  dl,  le  point  M  se  déplace  infiniment  pen  de  M  en  ' 
coordonnées  de  j\l'  sont  .r  -+-  ihi;  y  -j-  dij,   :■  4-  àz,  et  la  s 


S  augmente  de  sa  différentielle  t^S,  égale  à  l'aire  du  secteur  infini- 
ment petit  MOM',  qu'on  peut  confondre  avec  le  triangle  MOM'  : 

./S  =  MOM'. 

On  sait  que  l'aire  d'un  triangle  dans  l'espace  est  égale  ii  la 
racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  de  ses  projections  sur  trois 
plans  rectangulaires.  Si  donc  nous  appelons  dS^,  dS,„  rfS,  les  pro- 
jections du  triangle  M0^['  sur  les  ti'ois  plans  coordonnés  yOz, 
:0:r,  xOy,  nous  aurons 


Evaluons  d^..  La  projection  de  la  directrice  D  sur  le  plan 
xOy  est  une  courbe  D',  lieu  du  point  P  du  pian  xOy  dont  les 
coordonnées  sont  données  par  .*■=;=/ (ï),  j  ^  ç  (().  La  droite  OM 
se  projette  en  OP.  La  droite  OM'  se  projette  en  OP';  le  point  P' 
ayant  pour  coordonnées  x  +  dx,  y  -f-  <^y-  Le  triangle  MOM'  se 
projette  donc  sur  le  triangle  POP'  qui  a  pour  surface  (N"  41) 
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On  trouve  lIë  mèmu,  en  permutant, 
On  a  clone  la  ibriimle  ; 


ou  eiicoi'o,  en  roniplaçiiut  ,i-,  //,  c  on  fonction  de  /  et  d.r,  dij,  d: 
par /'(')*>  ?'(')*.'!■'(')<''. 


rfs=-j-i/(=i'"W+w--ftr+i/ï'-?/')*'"- 

En  intégrant  tic  /„  ii  ;,  on   aura  l'iûrc    conitpe  limitée  par  les 
deux  génératrices  0,M„  et  0;\I. 

KsEMPLE.  —  Prenons,  par  exemple,  lu  courbe  gauche  tlu  troi- 
sième ordre  définie  par  les  équations 

•  _i-  —  ^  -_  ■' 

et  cherchons  l'aire  de  la  surl'ace  conique    ayant    son  sommet   à 
l'origine,  ayant  cette  courbe  pour  directrice,  et  limitée  par  deux 
génératrices  fixes  OM,,  0-\[  et  par  la  dlrecLrice. 
Actuellement 

,/.r  =  i- df,  ihj  ■=  2; ,//,  dz  =3  C'di, 

ydz  —  zdij  =  [""dl,  -rf.r  —  .fdz  =  — ■  t^dt, 

.fdji  —  ydx  =  —  (hll. 


ds.j,^; 


1 
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:i  extrayant  la  r;icinc. 


,«=i-(,'+4<' 


Intégrant  entre  /„,  qui  cioniio    !c   point  M,,   et  (,  ([iil  donne  le 
point  M,  on  a 

ISO  qu'on  peut  cxprimei'  comme  il  suit,  à  l'iiinle  clos  coorclouuées 
des  doux  points  M„  et  M, 


10-  Remarque.  ■ —  L'expression  de  S  ne  changeant  évidem- 
ment pas  quand  on  développe  le  cône,  celle  de  dS  ne  doit  pas 
changer.  C'est  ce  qu'on  vérifie  en  remarquant  que  les  côtés  du 
triangle  MOM'  {fig.  50)  ne  changent  pas  dans  le  développement. 
On  peut  aussi  mettre  ce  fait  en  évidence  analytiquement,  en 
remarquant  que  l'on  a  identiquement 


àS  r^-  Y  V  (.r^  +y  -  +  --;  {<It'  +  dip  +  dz')  —  [j-dx  -+-  yd;,  +  -.dzf. 

ainsi  qu'on  le  vérifie  en  développant  les  deux  expressions  de  c/S. 
Or,  si  l'on  fait 

0M  =  /', 

on   a 

r'  =  .r-  +  //-  +  z\  rdr  =  xd.r  +  yd,i  +  zdz, 

donc 

lormnle  dont  les  éléments  restent  invariables  quand  on  développe 
le  cône,  car  l'arc  s  de  la  directrice  ne  change  pas  dans  le  déve- 
loppement, ni  la  longueur  r  de  la  génératrice  OM. 
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Cette  clcrnicre  formule  peut  d'ailleurs  s'écrire  ira médiitte meut, 
ar,  O'M'  =  r  étant  pris  comrae  base  du  triangle  MOM',  la  hauteur 
fin  de  ce  triangle  est 


/MM'" 


-M'ir, 


71.  Aire  d'une  partie  de  surface  cylindrique.  —  Soit,   dans 
l'espace,  an  arc  de  courbe  AB  décrit  par  un  point  M  de  cnordon- 


(M) 


"■  =  A('). 


y =9(0. 


==M'). 


Considérons  le  cylindre    projetant    cet   arc    de    courbe  sur  le 
plan  des  .nj  en  A,B,.  On  veut  calculer  l'aîre  ABB|Aj  limitée  par 


r 


j/'- 


les  arcs  AB,  A^B,  et  les  génératrices  extrêmes  A  A,  etBB,.  Soient 
M  et  M'  deux  points  infiniment  voisins  de  AB  correspondant  aux 
valeurs  l  et  t-{--dt  duparamètre.  Soient  M,  et  M', leurs  projections. 
L'élément  MM'  est  un  élément  d'arc  ds  de  AB,  l'étéraent  M, M', 
est  un  élément  d'arc  ds^  de  la  projection  A|B„ 


I/aivc  du  rectangle  élémentaire  MM'M',M,  est 
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La  siirrace,  qui  est  la  somme  de  ces  rectangles,  est  donc 

S  =i'-<l>^,  =f-  \/<Li'+'l!j'. 
Si  on  veut  introduire  la  variable  t,  on  auru 

s  =fV')  *'/"(')  + ?"(')'". 

a  et  /)  désignant  les  valeurs  de  /  donnant  les  points  extrêmes  A 
etB. 

Cette  formule  est  d'ailleurs  évidente,  si  on  développe  !e  cy- 
lindre en  faisant  coïncider  AiB,  avec  une  portion  de  l'axe  Ox. 
L'aire  devient  plane,  et  on  peut  lui  appliquer  tout  ce  qvi'on  a  vu 
sur  la  mesure  d'un  segment  de  courbe  plane. 
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Nous  nous  occupons,  diiiis  ce  chiijiitrc,  de  quelques  catégories 
de  diiî'érenttelles  pour  lesquelles  il  existe  des  méthodes  générales 
d'intégration.  Ce  sont  les  différentielles  rationnelles,  et  celles  qui 
peuvent  èlre  rendues  rationnelles  par  un  cbiuigement  de  variable. 

Nous  indiquons,  en  commençiuit,  quelques  cits  simples  de 
réduction  immédiate  aux  types  élémentaires  connus. 


.    -  BÉDUCTrON   AUX   TYPES    ÉLÉMENTAIRES 


72.  Cas  àeréduction  aux  types  élémentaires. — Ktantdon- 
née  une  intégrale 

il  faut  d'abord  voir  si,  par  un  changement  de  variable,  on  ne 
peut  pas  la  ramener  à  un  des  types  élémentaires  du  tableau  (23), 
En  d'autres  termes,  il  faut  voir  si,  en  appelant  it  une  certaine 
fonction  de  x,  l'intégrale  ne  peut  pas  se  mettre,  à  un  facteur  cons- 
tant près,  sous  une  des  formes 


U 


L'intégiation  est  alors 
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Exemples.  —  1"  Soit  ii  trouver  : 


On  peut  remarquer  que  le  mimàriiteur  osl,  au  l'ncteiir  li  pet 
Il  différentielle  du  déuominaleur,  car 

,/(.r'  +  3.r  +  2}^3(.r^+l)^/.r. 


I  peut  donc  éerli'o  l'iutégmle 

1    r(/" 


1    /-^//i 


1 
comme  cette  dernière  întégiiilc  est  égale  a  -^-log  »  +  C ,    l'iuté- 

gi'ide  proposée  est  égale  à 

llog(..-'  +  3,,-  +  2;  +  C^ 
2"  Soit  de  même  ; 

l'in  écrivant  cctie  Intégj'ale 

/*sin,r<:/,r  r  dcos.r 

J      COS.''  J     cus.r    ' 

.u  volt  <]u'ell(!  est  de  la  forme 

I  étant  ici  égal  à  cof^.r.  Donc 

Jtaug,r,/.r  =  -lof.cos.r  +  C. 
On  trouve,  par  un  calcul  semlilable, 

I  cotang.ï:  rf^^=Iog  siu  .r  -+-  C. 
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'.]"  Soit  l'intégrale  : 

-  i)d.t: 


J  t/..t^  +  2x  +  2 


1  remarquera  que  le  numérateur  est,  au  facteur  2  près,  la  diffé- 
(ntielle  du  trinôme  sous  le  radical.  Si  donc  on  fait 

x'  +  2x  +  2  =  ,,, 

r  du. 


iLégraie  qui  pst  égale  à 


v-.  +  c. 


-   INTÉGRATION   DES    DIFFÊBENTIELLES  I 


73.  Méthode  générale. —  Une  fraction  rationnelle  R(.c)  d'une 
variable  x  est  une  fonction  de  .r  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 
du  quotient  de  deux  polynômes  entiers  en  x  : 

,^,^,  _  A„+A,^r  +  A,^^+...■+A,„^^;"^^ 


ni  cAp  Josiguant  deux  entiers.  Pour  calculer  l'inlégrale 

ou  décompose  la  fraction  rationnelle  R  (.r)  en  iractioas  simples  et 
on  intègre  ensuite  chaque  fraction  simple  séparément.  Comme  on 
l'avu  en  algèbre,  pour  faire  cette  décomposition,  il  faut  connaître 
les  racines  du  dénominateur  de  R{.i')-  Ces  racines  une  fois  con- 
nues, la  décomposition  de  la  fraction  rationnelle  en  fractions 
simples  peut  se  faire  par  la  méthode  des  coefficients  indélermi- 
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nés    et    n'exige  plus  qno    la  résolution    d'équations    iUi  prcmir^r 
degré. 

Les  seules  dinicultôs  que  pourra  pi'ésenter  l'intégration,  seront 
donc  d'o;'<ire  algébrique;  elles  porteront  sur  le  calcul  des  racines 
du  dénominateur. 

74.  K 
I.  So 


Les  raeines  du  dénominateur  sont  deux  racines  simples  réelles 
1  et  2.  Comme  le  degré  du  numérateur  surpasse  d'uue  unité  celui 
du  dénominateur,  la  méthode  de  décomposition  d'une  Traction 
rationnelle  en  fractions  simples  donnera  la  Traction  considérée 
sous  l'orme  d'une  partie  entièi'e  du  premier  degré  suivie  de  deux 
l'ractions  simples  avant  pour  dénominateurs  .r  - —  i  et.r  —  2, 

Les  coeincients  A,  B,  C,  D  doivent  être  choisis  do  f:u_^on  a 
rendre  le  deuxième  membre  identique  an  premier,  l'.n  chassant 
les  dénominateurs,  on  a  l'identité 

,.'  +  l=(.\,»  +  B)(,r'-3,T  +  2)  +  C(,r-2)  +  D!,r~,l). 

Identifiant  les  termes  en  .r'  et  en  .r^,  'on  a 

\=[,  B  — 3A  =  0,  B:--3, 

Faisant  ensuite  ,c  =  1,-  puis  .r  r^  2,  on  a 

C  =  — 2,  D  =  9. 

L'intégrale  proposée  esl  donc  Identique  à 
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4r+3,r-21og(,r-]}  +  91og(,,-2)  +  e-. 


II.  Soii  à  calculer 


'(.«■'+■'■+1)  ■  ■ 

Actuellement,  le  clénominateur  admet  la  racine  triple  .r  ^=  0,  cf 
tleux  racines  simples  imaginaires  conjuguées  annulant  le  trinôme 
^■'+^  +  1- 

Comme  le  numérateur  est  d'nn  degré  inférieur  ii  celui  du 
dénominateur,  il  n'y  a  pas  de  partie  entière  dans  la  fornuile  de 
décomposition  et  l'on  a  une  décomposition  de  la  forme 


-1 


lî 


M,i 


-\ 


oii  il  reste  à  déterminer  A,  B,  C,  M  et  X.  Pour  cola,  chassons  les' 
dénominateurs,  nous  aurons  l'identité 


ï'+l  =  (A+B,c+C,.«(,r 


»+i;+(M,r 


Égalons  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  .r  dans  les 
deux  membres,  en   suivant  l'ordre  des  puissances   croissantes  ; 


A=l,  Ah-B  =  0,  A  +  B  +  C  =  (), 

D  +  C  +  S  =  0,  C+M=l. 

D'où  on  tire  imniédiaîemenl 

A=l,  B  =  — ),  C=0,  N  =  ),  M  =  L 

L'intégrale  proposée  est  donc  identique  ;i 

J    x<         J    x'    ^J    .r'+.r  +  l 
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Les   deux  premières  intégrales  s'obtiennent  immédiatement    ; 
elles  sont  de  la  forme 

j  a-"'d.T  =-  ,,j  _|_  j  , 
où  m  est  éga!  à  — 3,  puis  à — -2.  Reste  ii  ciilculer 

J    ,r'  +  ,r  +  l 

Pour  cela, décomposons  le  trinôme  du  dénominateur  en  canes, 
rintéfçrale  devient 


et,  en  faisant,  pour  un  înstanl, 

de  liiçon  il  lamencr  le  dénominatenr  il  la  forme  ?^  +  l. 


i   )dl. 

V'iî   / 


En  écrivant  cette  intégrale 

■    t' 


J  t'+  1       i/T  J  l'+l 


on  voit  f[n'elle  est  égale 

.  n.  I 

1/3 


-^log;i'+l}  +  ~^»rctnng;+C>% 


1,  eu  revenant  à  la  variable  ,r, 
±log[|-(.  +  4)V.]+^aret.ngi5^+C., 
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la  quantité  soumise  au  signe  log  peut  s'écrire,  un  peu  plus  sim- 

4  r  1 

plement,-^hc'  +  x-hl   ;  en  remplaçant  le  logarithme  du  pro- 
duit  par  la    somme  des  logarithmes  des  facteurs    et  fondant  la 

1  4 

constante-rr-log-Tï-  dans  la  constante  arbitraire,  on  a  enfin 


iWÏ^--^^-x-l'-(- 


+:; 


v/;r 


75-  Cas  général.  —  Si  l'on  considère  une  fraction  rationnelle 
quelconque  R(.r),  et  si  on  la  décompose  en  fractions  simples,  on 
trouve  des  termes  des  divers  types  suivants  :  d'abord  une  partie 

(I)  ,..  +  »,^  +  «,r'+ +„„,.-, 

quotient  du  numérateur  par  le   dénominateur  ;    puis  des   termes 
de  la  forme 


provenant    d'une    racine    réelle    a    d'ordre    o:  du  dénominateur 
(A,  A',...,  A("^'i  sont  des  constantes)  ;  puis  enfin  dos  termes  de  lu 


M^î 


provenant  d'un  couple  déracines  imaginaire  s  conjuguées  d'ordre 
du    dénominateur;    !x''-\-px-\-q   est  un    trinôme  do   deuxlèir 
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clncrpé  admettunt  ces  deux  racines  conjuguées;  M,,  N^ ,M,,N„, 


.es  constiintes). 
Pour  Ciilculer  l'intcgralo 


i'^{.i)dx. 


sdfTit  (le  calculei,'  les  intégrales  des  expressions  (I),  (11)  et  (111) 
ultipliées  par  i^.r.  La  partie  enticre  (I)  donne  l'intégrale 


les  Iraetions   simples  llli  provenant  d'uni 
l'intégrale 


A"  _  At"- 

■  -li^r-df   -  (a-l)(.. 


Il  reste  donc  à  calculer  les  termes  de  l'intégrale  provenant  des 
fractions  simples  telles  que  (IH).  Ces  termes  se  calculent  par  voie 

récurrente  comme  il  suit, 

/.     M 1-  -I-  X 
76-  Calcul  de  \  ,— — r:,  dx.  —  Chacun  des  termes  de  lu 

somme  (111)  donne  une  intégrale  de  la  forme 


fw 


M.f  +  X 


(,,;■+,«  +  ,)■       ■ 

OÙ  rt  a  des  valeurs   entières  positives,  ii  --^=  i,ii^=2, ,«^- 

Pour  calculer  cette  intégi-ale,  décomposons  d'abord    le  trinôn 
x^-\-jjx-i-f/  en  carrés  : 


h/«  +  î=(.r+  f)  +'/-X- 

L    trinôme  étant  imaginaires,  (/  —  y-  est  positif; 
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Liùs  le  calcul  que  nous  allons  (aire  pouvant  s';ipplirjucr  égale- 


V-    4    -». 
h  pouvant  èlre  positil'  ou  uégutii'.  L'intégrale  s'écrit  alors 


/i 


[{.^Jff^,^ 


et,  en  f;ilsanl,  le  chaTiffemont  de  vai'iiible 


tf  +  AP         ' 


intégrale  qni  se  partage  en  deux  parties 

Comme  2t^h  est  la  diffère nti elle  de  i''^h,  k   promlOre  inté- 
grale est 


2(„-l)    (,'  +  /■)-> 
quand  n  est  différent  de  i,  et 


quand  /i  =^  I . 

Reste  à  calculer  l'intégrale 


1  „  r^a 


y  Google 


QUELQUES    METHODES    D'I yTÉGRATIOy  i3S 

\ons  allons,  en  supposante  supérieur  à  1,  établir  une  formule 
récurrente  entre  I„  et  I,i_i.  Pour  cela,  partons  de 

"-'      J    [l'  +  h)— 

fit  cciivoiis  cette  intégralfi  sous  ht  l'orme  /  iidv  en  posant  ; 

_        1       _ 

"-(,•+/,)—■   ""■'■ 

L'intégration  par  pitrties  donne 


-T?^+^(»-')/T?T7.r" 


Dans  la  dernière  intégrale  écrivons  le  numérateurs 
cette  intégrale  devient  1„_,  —  Al,,.  On  a  donc 

d'où,  en  résolvant  par  rajiport  à  1,,, 


Le  calcul  de  I„  est  ainsi  ramené  il  celui  de  1„_| . 

Cette  formule  étant  établie,  pour  calculer  une  intégrale  1,,,  où  v 
est  un  entier  positif  quelconque,  on  fera  successivement,  dans  la 
Ibrmule  récurrente  (1), 
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et  on  sera  ramoné  liiiiilenient  y  calculer  l'intégrale  1, 

Quand  h  est  positif,  cette  intégrale  s'écrit  : 

1         /  V/,  1  , 


Quand  /(  est  négatif,  h  ^  — ■  k'-,  on  a  : 

''  ^j  e — ir  =  Tk  ^"^  T+X  ■ 

Remarque.  —  Au  point  de  vue  pratique,  il  y  aura  avantage  à 
commencer  le  calcul  par  Ij,  I^,  etc..  Car  le  calcul  (le  Is  servira 
pour  celui  de  Ij  ;  celui  de  I^  pour  1^  ;  et  aiusî  de  suite. 

Exemple.  —  Soil  à  <:ali;iiler  : 


J    (,t'H-4,,- 


Décomposiiiit  le  trinôme  eu  c;irrés,  on  ii 

,,■•  +  ',  ..•  +  0  =  (.r+2)'- 
■i  on  pose  nlor, 

l'intégrale  1  devient 


,         z'    (  — 1       ,  r      lill  r        (h 


_[  i 


'=--T?+27-'.- 
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L  posiint,  comme  plus  haut, 


la  quantité  h  est  égale  à  2.  Si,  dans  la   formule  réciiiTentc  (!1), 
on  fait  H  ^3,  puis  /(  =  2,  oii  a 


■        (,'  +  2)' 

I-'iiitogr!ile   prnposéfi    I    n   donc  poiii'  viilciir,   il  une  constiintc 
II  1  /  3  / 


1  = 


4    (l'  +  2)'         8    (/■  +  2)'        :a    l'  +  2 

3__t_  _1_ 

32    iT'""    "'"    l/2' 

ou,  en  revenant  li  lu  vuriuljle  .r  et  lénnissiint  les  tenues  de  même 
dénominateur  : 


8     (.r'  +  ii'  +  li)"  32    .r'  +  4,,-  +  0 

3 l_  J-  +  2 

32      j/2-""""'S      j/j- 
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III.  —   INTÉGBATION  DES  DIFFÉRENTIELLES   RATIONNELLES 
EN  sill.ï'  ET  CAIS.i: 

T7.  Méthode  générale.  —  Soit  une  intégrale  de  la  forme   : 
I  =  j"R(sinx,co5.T)^j-, 

où  R  désigne  une  fonction  rationnelle  de  sin.r  et  cos.r.  On  ramène 
cette  intégrale  i»  l'intégnilc  d'une  différentielle  rationnelle  en 
faisant  le  changement  de  variable 

Umg-y  =  ï, 

où  I.  est  la  nouvelle  variable.  On  tire  de  là 

■Il  l~l' 


.arctim»/,  ,lx  =  - 


1  +  l'j   l+l" 


L'intégrale  proposée  devient  alors 

c'est  l'intégriile  d'une  différeolielle  rationnelle  en  ;. 

Remahque.  —  Une  l'onction  rationnelle  en  tangx,  cotang.r, 
sécj;  et  cosécx  est  aussi  une  fonction  i-ationnelle  en  sin.r  et 
eos:i'j  puisque  : 


tang.r 


coLang.j;  ^  — 
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78-  Exemples.  —  I.  Soit  à  calader  : 

Par  l'introduction  de  la  variable  /,  cotte  intégrale  devient 

/^  =  i„g,  +  c... 

Ou  11  tlonc 

On  en    condut,   en  changeant,  dans  les  deux  membres,  .t   en 


II.  Soil  à  catch 

■r  : 

En  laisiiiil 

f^^^"-' 

lang-|-  = 

'. 

1  — (• 

2di 

on  a  à  oalciiler 

J 

2(1— (•) 

(i  +  i')(3h-('; 

-  dl. 

) 

La  l'onction  sous  le  signe  d'intégration  est  rationnelle  eu  l^.  En 
la  décomposant  en  fractions  simples,  on  a  une  décomposition  de 
la  forme 

2(1  — »■)  _        A  B 

(l  +  l')(3+i')   "   l  +  ('  +  :!  +  (■  ■ 

Chassant  les  dénominateurs  et  idcntifnmtj  on  tronve 
A=2,         B=— 4. 
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En  revemint  li  lii  variable  r,  (m  a  enfin 

III.  ^i'/'c  d'un  secteur  parabolique  compté  autour  du  foyer.  - — 
Considérons  une  parabole  de  loyer  F  et  de    sommet  A.    Soient 

■  et  0   les  coordonnées  polaires   d'un  point  M, 

■  désignant  le  rayon  vecteur  FM  et  B  l'angle 
polaire  AFM.  Nous  nous  proposons  d'évaluer 
l'aire  du  secteur  AFM  :  c'est  là  une  question 
qui    se    présente    en    mécanique  pour  le    mouve- 

rie-  '/.  ment  parabolique  des  comètes   autour   du  soleil 

(fe.52). 
L'équation  de  la  parabole,  rapportée  ù  son  loyer  et  11  son  axe, 
^st 

,,  ^  /' 

:L  -\-  cos  0 

l>'autre  part,  la  différentielle  de  l'aire  S  d'un  secteur  est  (X''4()) 
Donc 


2    X  (l  +  cos6)' 


La  limite  inférieure  est  zci 
luer  cette  intégrale,  faisons 
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IV.   —   QUELQUES    INTÉGRALES   SE  RATTACHANT  AUX   PRÉCÉDENTES 

T9.  Intégrales  d'un  produit  de  sinus  et  de  cosinus.  —  J»  Soil 
d'aijord  une  intcgralc  de  la  l'orme  : 


COsX  COS  LJ. 

qui  donne 


j  COs((I.T 

tlt 

S( 


OÙ  rt,  i»,  a  et  ^  désignent  des  constantes.  On  remplaceru  le  pro- 
duit de  cosinus  par  une  somme,  d'après  l'identité 


(1)     cos(«*'  +a)cos(/.,r+  p)  =  ^|^cosi(«  +  /,).i  +  a  +  ri] 


D'où  on  tire  immédiittenient 


1     ■inf(a  +  /.).r+.+  ?l 
1     ain[(»-  /<)..'+»-  fil 


Jco.(,«  +  .)co.(/„  +  ?)i-    2  ^^,, 


Cette  intégrale  change  de  Torme  quand  a  -{-  b  on  a  ^~  l>  est 
nul.  Par  exemple,  si  //  =  a,  s  disparait  dans  le  deuxième  cosi- 
nus du  second  membre  de  l'identité  (1)  et  on  a 


l'cus{ax  +  a)eos(rt,r  +  ^)clj;  =  -^ 
1 


:l     sin(2«,T+a+fi) 


(--?)■ 
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'!"  Kn  p^irtant  de  ricteiitité 


1  trouve  àc.  i 


e  pour 


/sin(«r  +  .).;n(/,,.+  ^)./,r, 


^xpiessioii 


2  a  — h  2  ,, +  /, 

qui  change  de  forme,  quand  h  ^  a  ou  A  ^  —  «. 
s;  /.  =:o,  on  u 

l'sJn.^.r  +a)sm(r/.r+  (ï)  (/.r  =  ^,rcos:>  —  fi 

1      sin(2^,.  +  a  +  P) 

2  la 

W  Enfin,  l'identité 

donne  de  nif  me  pour  l'intégrole 

Jsin(-Y.r+  oc)  cos  (/,,<■+  ?)./.r, 
l'expression 

1       cos[(.,  +  A),,-+a+^i:  J     co.  [(.>—/.). 


rt  —  /< 
(lui  change  de  l'orme  pour  (/  -— -  ±  h,  et  qui  devient,  pour  n  =  /;, 

L     cos(2.,,r  +  «  +  :i)  l  ,_^, 


4°  Si  l'on  a  une  intégrale  portant  sur  un  produit  de  plusieurs 
sinus  et  cosinus  d'arcs  linéaires  en  .r  comme  les  précédents,  on 
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rcmjjliiff  ce  produit  par  une  somme  de  sinus  et  cosiiuis  :  l'in- 
tégration est  alors  immédiate. 

Par  exemple,  si  le  produit  comprend  trois  facteurs. 

fos>eos;j.L-osv, 

X  -^  „,r  +  7.,      Y-=  '''■  +  ?'      ■'  =  '-■'■  +  ï- 
on  remplace  d'abord  cos),  cos  vi,  p;ir  une  somme 

cosAeos;^=-.  -— cos(A  +  a)  + -j-cos  ^A  —  [i)  ; 

en    multipliant  par  eos  v,  on  a  deux    produits    qu'on    remplace,  ;f 
leur  tour,  par  des  sommes 

COSp.+  r^)cOSV   =-i-cos(}>+   a  +  v)   +  ^COs(À  +  <^-v}, 

cos  Ça —  [ijcosv  =  -^cosÇj,- —  o  +  v)  ^ ^^-cos  ().—  [^  —  v}. 

On  a  donc  finalement 

l  ,-  ,  i  ,- 

COS/.  COS;j.C0S  V  =  — cosi/.  +  ;J-  +  v)  H-^cos(A-|-  u— v) 

L'intégration  est  alors  immé<li;Ue- 

80.  Puissance  positive  d'un  sinus  ou  d'an  cosinus.  —  Lu 
méthode  que  nous  venons  de  donner  poiirtrouver  l'intégrale  d'un 
produit  de  sinus  et  cosinus,  s'applique  é-ïâdemment  quand  plu- 
sieurs fiicteurs  du  produit  deviennent  égaux.  Supposona-les  tous- 
égaux,  nous  aurons  une  intégrale  de  la  l'orme 
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%  otiint  un  eiilier  positif. 
Si  l'on  Gùt 


t'cs  intûffriik's  i.levlennent 


vJ--"«^       ^I""- 


Pour  les  évaluer  on  remplace  cos'"î(  et  siii"'H  par  une  somme 
de  cosinus  et  de  sinus  des  multiples  de  ii.  Les  expressions  de 
cos"'»  et  sîn"'H  pur  des  sommes  peuvent  se  cidciilet'  de  proche  en 
proche;  par  exemple  : 


1  L 


multipliant  par  cos((  et  rempliieaut  le    produit    cos/(ci 
«ne  somme,  on  a 


Multipliant  par  cosh  et   remplaçant  cliaquc  terijiç  du  si 
membre  par  une  somme,  on  a  cos''«;  et  ainsi  dè'suite. 
On  peut  opérer  plus  rapidement  comme  il  suit.  Posons 

eos  u  +  i  sin  «  =  'k,  cos  ii  —  /  sin  a  =  u., 

d'où,  d'après  la  formule  de  Moivre, 


On  en  conclut,  par  addition  et  sousUaction, 


,s,,  ,-,nj-().  +  a),  û^u  =  ^^Q.-.f], 


y  Google 


QUF.LqUES     METHODES    D' INTÉGRATION'  145 

On  a  donc,  (Vnprès  Texpression  de  cos  11  : 

™s"'«  =  -2;^()-H-rt"=4^['--  +  /"+-^À;^p.--'  +  ;i— ') 

+  '"'"'7^'  ;■>■(;■—'  +  ;.—)  +  ...]. 

Dans  cette  formule,  on  développe  (X  +  ^)"'par  la  formule  du 
binôme  et  on  réunit  les  termes  qui  ont  mêmes  coefficients  :  le 
premier  et  le  dernier,  le  deuxième  et  l'avant-dernier^  etc..  Or 
on  a 


).»+/■  = 

) 

."-'+H--"  = 

On  a  donc 

c„,-, 

,=-^[2ms 

J 

2,n{»,-l) 

„  +  2,ncos(,„-2)„ 

5(,„-4)„+...]. 

L'iutégrale    j  cos"'ii  du  s'obtient  iilors  immédiatement 
Exemple,  —  Soit  à  c^lculei* 

/„...„„„. 


On  3 

"•'"-Te 


\q.  +  (.)■  =  -Ira.'  +  ,.•+  4À;j.  (V  +  y.')  +  6  ),>■], 


J_,        , 


~  4  cos  2  »+  3). 


On  en  déduit  îmmédiuteinent 
i  /  sin  4  n 


/"''"''"  =  t(- 


-  2  sin  2  n  +  3  «  +  C». 


On  calcule  paï  la  m6me  métliode 

Tsin-o  du  ; 
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il  suffit  de  partir  de  l'identité 


-f).- 


et  d'élever  les  deux  membres  i»  la  puissance  m  en  remphioant 
ensuite  les  termes  tels  que  V  +  \l''  par  2  cospu  et  les  termes 
tels  que  X'  —  ji-'  par  2is{nqe(. 

Nous  verrons  plus  loin  que  les  quantités  X  et  ;j.  peuvent  ôtre 
écrites 

d'après  une  formule  due  à  Euler, 


81-  Remarque  sur  l'intégrale  j  cos"'usm''ndii. 
Pour  calculer  l'intégrale 

I  cos"'(f  siii''H(/'(f, 

où  m  et  /J  sont  des  entiers  positifs,  on  peut  remplacer  cos'"u  et 
sin''H  par  des  sommes  de  cosinus  et  sinus  des  multiples  de  u. 
En  faisant  le  produit  de  ces  deux  sommes,  on  aura  à  calculer 
dts  intégrales  de  la  forme 


f '■«'»«"" '•'<••'". 


Quand  un  des  exposants  /;;  ou  /;  est  impair,  le  calcul  se  simplifie. 
Soit,  par  exemple,  m  impair  :  m^2  n  -\-  i.On  écrira  l'intégrale 


;„,-„.,..w„„,„ 


,  en  posaiU  sm  «  = 


intégrale  que  l'on  calcule  immédiatement  après  av<i]r  développé 
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(i  — i-)"  par  I;i  formule  du  binôme.  De  même,  sl/>  est  impair, 
fait  cosM=  (. 

KxEMPLu.  ■ — ■  Soit  : 

En  posant  sin  it  =  !,  on  il 

C(i  _  i^y-i'-d/  =  f{f-  —  2i'  +  cyif, 
c'est- Il -dire 


.    -INTÉGRATION    DES    DIFFÉRENTIELLES   RATIONNELLES 

PAR    RAPPORT    A    ar    ET    A    l/ax'^  +  bx  -^  c- 


82-  Méthode.  —  Imaginons  une   fonction    rationnelle  R{x,i/] 
de  ,r  et  de 


Nous  allons  montrer  que  l'intogralc 

peut  être  rumenéc  à  l'intégrale  d'une  diiTérentiellc  rationnelle. 
Pour  cela,  nous  tlislinguerons  deux  CiiH  suivant  cpie  «est  positif 

83.  Cas  de  <i  positif.  —  Supposons  a  >  0.  Nous  écriions 


Désignons  alors  par  n  nue  nonvelle  variable,  et  posoni 


[i]  v'j.-^+-/w  +  7=.r  — f,'. 
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Élevant    au  caiTiî  et  siipprimant  les  termes  x'^  diiiis  les  dei 
membres,  i>ii  a 


(2)  pjc -^  q  ^  —  1 1, 


"   —  ? 


Remplaçant  x  par  cette  valeiiv  dans  réf[uation  (1),  on  a 


(3)  /..'+_,„+, 


'l>"  +  'l 


■1,,+p 


De  cette  façon,  x  et  y  sont  des  fonctions  rationnelles  de  u.  En 
différentiant  l'expression  (2)  de  .r,  on  a 

(4'  ,h^l'I^'"'+'l  du 

>'  (2"  +  /')' 

Si  alors,  dans  l'intégrale  proposée 

fR;,,,5)rf.r, 

on  remplace  x,  y  et  dx  par  leurs  valeurs  ci-dessus,  elle  se  trans- 
forme en  l'intégrale  d'une  différentielle  rationnelle  en  u. 

RxEMPi.E.  —  Soit  il  trouYOr  l'intégr.ile  ; 
ix 


I 

Si  l'on  fait 


^J  .TV'.j'  +  2,e- 


^x'+ïx+-i   ■ 
on  trouve 


«•-l-2„+3 


■•=2  +  2^'       VV  +  2.  +  3=_-^l;^ 
,  ,   n«  +  2«  +  3     , 

L'intégrale  I  devient  donc 

2dn 


-/^ 
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Dcconiposaiit  la  fraction  rationnelle  en  fractions  simples 


V'3  Ln  — 1/3         n  +  v'i  i 


I=il 


log- 


1/3 
'cniiiit  à  la  variable  x, 

-v'3"~v/j'  +  2.< 


I=-=lo 


l'a"  ».,,_v/3- 


'g-atiY.  —  Qaan<l  «  <  0,  on  peut  écrire 


5=v/„ 


-ba-- 


^^v/n;; /_,,•- 


en  mettant  en  facteur  \/  —  a  qui  est  réel.  Pour  que  la  valeur  de  y 
soit  réelle,  il  faut  que  le  trinôme  —  x^  -\-  px  -\-  q  ait  des 
racines  réelles  et  que  x  soit  compris  entre  ces  racines.  Appelons 
a  et  3  les  racines  de  ce  trinôme,  a  étant  supposé  moindre  que  (3. 
On  peut  écrire 


t^—  X-  -^pj:  +  ry  =  s/[x 


-)(?- 


Il  clésignanL  ime  nouvelle  variable.  Xous  avo 


quant  au  radical,  il  devient 


l  +  «" 


v/(«-.X?-^')  =  (?-^)''. 
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oiij  on  remplaçant  ,r  par  sii  valeur  (6), 

(7)  V(..:-!.){?-..7=-{?-«)jTp^- 

Enfin  1.1  rclatioi.  (C)  iloniic 

(8}  ''■'■  =  2(?-")7i:^- 

Par  ce  eliangemeut  de  variable,  rintôgrale  proposée 
/•R(^,j)<i,r, 
devient  donc  riiitosrale  d'une  différentielle  rationnelle  < 


KxEMci.iî.  —  Soit  à  calculer  rintéi 


{^-yOv'(.^-=0{P- 


a  <  fl 

et  oii  \  est  extérieur  à  l'intervalle  (a,  fi). 

Nous  supposons,  pour  fixer  les  idées,  X<  a. 

En    faisant    la    substitution    que   nous    venons    d'indiqui 
trouve 

.,  =  r ^''" 


,;         ■-— ,  arc  taiiy 


wm^ 


Eu  parLiculicj',  si  l'on  voulait  l'intégrale  définie 

II =r' '' 

J.    (»:  ~  1)  v' (.,■-.)  (fi -.r} 
la  formule  da  changement  de  variable 
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montre  que,  ii  variant  de  0  il  ™  ,  jr  varie  de  «  à  p.  On  a  donc 
2, lu 


-).)„' 


Nous  venons  de  calculer  l'intégrale  indéfinie  J  :  l'inlégrale 
définie  H  est  la  différence  des  valeurs  que  prend  J  pour  h  =  0  et 
pour  u  =  X,  Comme  arc  taiig  0  =  0,  arc  tang  20  =  -;^  ,  on  a 


n 


^{«  — "'■)(?— '■) 

85.  du 

i  de  n  nul.  —  SI  u  est  nul,  on  a 

,./=v'/,,r+e. 

On  fera 

l'X  -\-  c  -=ii'-,     y  =  u,      dx  = 

et  la  difféi 

rentielle 

deviendra 

rationnelle  en  u. 

86.  Interprétation  gsomitri(iu.e  du  cbang&ment  de  variable 
employé.  —  Voici  comment  on  peut  interpréter  géométrique- 
ment les  substitutions  qui  nous  ont  servi  à  ramener  l'intégrale 


/H;.r,?/) 


)  >h: 


à  l'intégriile  d'une  fonction  rationnelle  de  u,  et  comment  on  peut 
trouver  d'antres  substitutions  permettant  d'arriver  au  même 
résultat. 

Si   l'on  considère  ,r  et  ;/  comme  les  coordonnées  cartésiennes 
d'un  point  M,  l'équation 
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représente  une  conifim 


/n!*,i/)fc 


à  l'Intégrale  d'une  fonction  rationnelle,  il  suffit   d'exprimer  les 
coordonnées  ^  et  y  d'un  point  M  de  cette  conique  en  fonction 


rationnelle   d'un  paramètre  h.  Pour  cela,  prenons  un  point  fixe 

queleonque  M^  sur  la  conique  (^g.  53),  ayant  pour  abscisse  ar^  et 
pour  ordonnée 

;/,=\/«v  +  K  +  '^-; 

puis   coupons  la  conique  par  une  sécante  variable  Mu  M  passant 
par  M.  Cette  sécante  a  une  équation  de  la  forme 

Comme  elle  coupe  la  conique  en  un  seul  point  variable  M,  les 
coordonnées  x  et  y  àe  ce  point  M  s'expriment  rationnellement 
en  fonction  de  u.  On  voit  qu'il  y  a  une  infinité  de  façons  de  réali- 
ser la  transformation  de  l'intégrale  en  une  intégrale  d'une  fonc- 
tion rationnelle,  puisque  le  choix  du  point  Mo  est  arbitraire. 

Il  est  aisé  de  voir  que  les  substitutions  employées  dans  les 
numéros  précédents  rentrent,  comme  cas  particuliers,  dans  celles 
que  nous  venons  de  définir. 

Prenons  d'abord  la  conique 


c'est  une  hyperbole  équilatère  (fig.  54,  I),  dont  Ici 


uptotes 
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sont  parallèles  aux  bissectrices  des  angles  îles  axes.  Nous  avom 


\/x^  -\-px  -\-  tj  ^x  —  «, 
ou 

y  =  ^■—  "■ 

Cette  clerniôre  équation,  clans  laquelle  «  est  variable,  repré- 
sente une  droite  mobile  parallèle  à  l'asymptote  C  A,  c'est-ii-dire 
passant  par  un  point  M„  de  l'hyperbole  rejeté  à  l'infini  dans  la 


direction  CA.  Cette  droite  ne  coupe  la  courbe  fpi'cn  nn  point 
variable  M,  dont  les  coordonnées  s'expriment  dès  lors  rationnel- 
lement en  u. 

Prenons  ensuite  la  conique 


1,=  ^- 


-  px  - 


Pour   qu'elle  soit  réelle,   il  faut    que  les  r 
soient  réelles  ;  on  peut  alors  écrire 


Cette  équation  représente  un  cercle  (fig-  .')4,  II),  ayant  s 
centre  sur  Ox  et  coupant  cet  axe  aux  points  A'  (.r  =  a) 
B'  [x  :::^  ^).  Nous  avoDS  posé 

d'où 
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Cette  tlornière  éqiialion  représente  une  droite  lî'M',  passant  par 
le  point  fixe  B'  du  cercle  et  coupant  le  cercle  en  un  seul  point 


87-  Remarque  sur  les  courbes  unicursales  en  général.- — 
lîtant  donnée  une  courbe  plane  algébrique 

f[x.  y)  =  0, 

on  dit  qu'elle  est  unkni-sale,  quand  les  coordonnées  x  et  y  d'un 
quelconque  de  ses  points  peuvent  être  exprimées  en  fonction 
rationnelle  d'un  paramètre  «.Telles  sont  les  coniques,  les  courbes 
du  troisième  ordre  avec  un  point  double,  les  courbes  du  qua- 
trième ordre  avec  trois  points  doubles  ou  un  point  triple.  Si  l'on 
veut  calculer  l'aire  d'un  segment  ou  d'un  secteur  d'une  de  ces 
courbes,  on  est  conduit  à  calculer  des  intégrales  de  la  forme 


^yd:i-,         ^{x(hj  —  ydx] 


le  long  d'un  certain  arc  de  la  courbe.  Comme  .x  et  y  peuvent  être 
exprimés  rationnellement  en  fonction  de  u,  on  voit  que,  en  intro- 
duisant cette  variable  a,  on  sera  ramené  à  intégi'er  des  fractions 
rationnelles  en  ii.  Il  en  est  de  même,  si  on  a  à  calculer,  le  long 
d'un  arc  de  lu  courbe  unicursale,  une  intégrale  de  la  forme 

R  étant  une  lonction  rationnelle  de  r  et  y 

88.  F-XEMPLE.  — ■  On  peut  ainsi  ramener  ii  l'intégration   d'une 
fonction  rationnelle  l'intégration  d'une  ditFérentiellc  de  la  forme 


A'.,-'"+B'.i-'"  +  ...  +  K'.r'^'     ■ 

ou  A,B,...,L,A',B',...,K'  sont  des  constantes,  a,li,...,l,a\b',...,k', 
des  exposants  commeusurables,  entiers  ou  fractionnaires,  positifs, 
négatifs  ou  nuls.  Il  suflit,  pour  cela,  de  réduire  toutes  les  frac- 
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tiuiis    (i,li,...,l,£i' ,h',...,k'    au    même  ilénominateiir  o  et    de   l'iiiro 
eiisiiltr^ 

Tous  les  exposants  deviennent  iilors  entiers  et  la  différentielle 
devient  rationnelle. 
Ainsi  soit  à  ciileuler  : 


f\ 


1  +  2  ^g 


Les  exposants  de  c  sont-^  et  -^  ;  en  les  l'éduisanl  au  mÈme  déno- 

.     ;î     2 

minateur,  on  peut  les  écrire  -r  et  — r;  on  lera  alors 
'  t)        f) 

et  l'intégrale  deviendra 

,-'1  +  2  »"     , 

qui  est  l'intégrale  d'une  fonetion  rationnelle. 
Géométriquement,  on  peut  dire  que  la  courbe 

^  1  -t-  2  y/ J 

^      V.7 +  /."■' 

est  unicursale,  puisque  la  substitution  .v  ^=  u'^  donne  ,r  et  y  en 
fonctions  rationnelles  de  ii. 

VI.   —   INTÉGRAtES    DE    DIFFÉRENTIELLES    BINOMES 

89-  Cas  d' intègrabilité.  — ■  l'ne  différentielle  binôme  est  une 
difTérentlelle  de  la  l'orme 
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où  a  et  /'  désignent  des  constantes  quelconques,  m,  n  etp  des 
exposants  commensurablcs,  entiers  ou  l'ractionnaires,  positifs, 
iiégatirs  ou  nuls. 

L'intégration  d'une  diiFércntiellc  binôme 


1=    fx"'{a+/j^")''d.%', 


peut   être   effectuée,   ii  l'iiide   des  ibnctions   élémentaires,   dans 
chacun  des  trois  cas  suivants  ; 

l"  p  est  un  nombre  entier,  positif,  négatif  on  nul; 

2" esL  un  nombre  entier,  positif,  négatif  ou  nul; 

3"  ~- h  jj  est  un  nombre  entier,  positif,  négatif  ou  nul. 

Nous  allons  traiter  le  premier  cas  ;  puis,  nous  verrons  que  le 
second  cas  se  ramène  au  premier,  et  le  troisième  au  second,  et 
par  suite  au  premier. 

Premier  cas.  —  Supposons  p  entier.  Tout  d'abord,  si  p  est 
un  entier  positif,  on  développera  [a  +  tia.^'f  par  la  formule  du 
binôme,  on  multipliera  le  développement  par  x"'dx  et  on  sera 
ramené  à  l'intégration  d'une  somme  de  termes  de  la  forme 

Exemple.  —  Soit  à  calculer  : 

/.-^(i+.i)V,. 

Développant  le  cube 

et  multipliant  par  .*■    -  da',  t>n  ost  ramené  à  calculer 

3i-T+3  j-^T+— )*r. 


/(^ 
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intégrale  qui  est  égale  a 

—  2  x-^  —  <)  x'-r  _  18  x-T-  -{- log  ,r  4-  C" . 

—  Supposons  ensuite  yj  entier,  mais  négatif.  On  ramène  alors 
l'intégrale  I  à  l'intégrale  d'une  fonction  rationnelle  comme  il 
suit.  Les  exposants  w  et  /(  sont  des  fractions  positives  ou  néga- 
tives ;  réduisons-les  au  même  dénominateur  et  soient,  après 
cette  réduction, 


lUs  le  changement  de  variitblc 


on  en  conclut 


et  l'intégrale  devient 

où  tous  les  exposants  ).  +  ul  —  1,  v,  p  sont  entiers,  positifs  ou 
négatifs  ;  on  est  donc  ramené  ii  l'intégration  d'une  fonction 
rationnelle. 

ExEMi'LE.  —Soit  à  calculer  : 


M('-'^"- 


Actnellement/;  ==  —  2,  entier  négatif.  On  réduit  les  fractions 

1  =^ j- ,  n  ^— r  au  même  dénominateur  12, 

4  0 

_     —  3  _     2 

m  —    -     ,[2  '       "  —    12  ' 
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on  l'ait,  ensulLe,  ,f  =:  u'^  et  on  est  rnniené  à  rinLégriilc 

12  i',t%i  —  i,''f\ln  =  12  r  "     „T  ^K, 

([ue  l'on  calpulei'ii,   d'upiés  la  métiiode  du  u"  76,  en    décompo- 
sant--  Tï' ^"  "^^  partie  entière  du  quatrième  degré  suivie 

de  Tractions  simples  correspondant  aux  racines  du  dénominateur. 


ramène  ce  cas  au  précédent  (/*  entier),  en  prenant  comme   nou- 
velle variable  le  binôme  a -{-  Iij:".  Posons  done 

„  +  bj:"  =  !, 
t  désignant  une  nouvelle  variable.  On  en  tire 

X"'  =  ir^[i  —  aX^ ,    d.c  =  -L/,-7r(ï  _  a-pr-'  dt. 

L'intégrale 

{=i\v"'{a+ljx"Yd.:c, 

devient  alors 


On  est  ainsi  conduit  à  l'intégrale  d'une  dift'éventîelle  binôme 
en  t  de  la  l'orme 

V=^l'"'{a'+b'e'f'dt, 
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-«  +  1    , 

est  suppose  en 

l'intégrale  I'  ventre  dans  le  preni 

KxEMPLF.  — Soit; 


^/-(' 


On  voit  que fist  entici-.  On  prend  alors  cojnnio  i 

variable  le  Ijlnômo 

l+.r-f  =  ,,         .r=(,_irT. 


(I  —  Vf~il, 


et  l'intégrale  devient 


On  est  Jonc  ramené  au  premier  cas.  Pour  achever  l'intégratiou , 
m  fait,  cou  formé  ment  à  la  méthode  du  premier  cas, 


tJ- 


intégrale  d'une  foncllon  raLionnclle. 

Troisième  cas.  —  Supposons  enfin   '■ \-p  entier.  On 

ramène  ce  cas  au  précédent  de  lu  façon  suivante.  On  peut  écrire 
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D'iiprès  cela,  î'iiitcgrtile 
peut  s'écrire 

'=/•" v  +  --")"*-. 

intégrale  de  la  forme 


Comme  — -\- p  est  suppose  entier, est  entier,  et 

l'intégrale  Ii  rentre  dans  le  deuxième  cas.    On  la  ramèneva  au 
premier  en  posant 

/.+  «,r-"=  t. 

90-  Application,  —  HerJtficalio/i  ih  la  courbe 

oà  a  es!  une  cuitstanlc  cl  k  un  c.rposani,  (juelconqua. 

On    a,  on    appelant  s  l'arc  de  courbe    compte    à  partir    d'un 
certain  point  fixe, 


ds  =.  ^/(h^  +  d.f  =  l/l  +  lâa\e'  "  -  '  dx. 
s=  f  {l-h  /i-a^x''  "  -  ^W  d.x  ; 

o:i  a  donc  l'intégrale  d'une  diOci'entielle  binôme  où 

2    ■ 
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Examinons  les  cas  d'îiitégrabilité . 
1°  /)  n'est  pas  entier. 

2    =  ^T— ^  .  On  pourra  donc  intégrer  exactement  si 

E  désignant  un  entier  positif  ou  iiégatir. 

/n  -\-  l  1  1 

3» j_yj  ;^  ^  .  ^  H-  — -  Oii  pourra  donc  encore  inté- 
grer exactement  si 

i  _1_ 

En  résumé,  on  pourra  intégrer  exactement,  ii  l'aide  des   fonc- 
tions élémentaires,  toutes  les  fois  que  k  sera  le  rapport  de  deux 

Par  exemple,  si  l'on  prend  la  parabole  senil-eiibique 
on  est  dans  le  deuxième  cas,  E  =  1.  Alors  on  a  ionnérUatemcnt  : 
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CHAPITRE    VI 

DÉVEL0PPJ£MT:_\T   DX'xM;    FO^■CTIOX   EX  SÉRIE    DE    PEISSAKCES 
U.NTIÈRES    ET   POSEIIVES   DE   LA   YAPdABLE 


91.  Généralités.  —  Lu  dûvo]ij[]pciiiuiil  iriiiic  i'ouction  f{.r)  en 
une  série  de  la  forinu 

/■(j)  =  o,  +  »,x-  +  „,,'  +  „y  +  ...  +  »,."  + ... 

où«i,, iTi,..,.,fl„,...  sont  lies  coefficients  constants,  est  d'une  grande 
importance  aussi  bien  dans  la  théorie  que  dans  les  applications. 
Cette  importance  tient  surtout  à  ce  que,  dans  les  limites  dans 
lesquelles  elles  sont  convergentes,  les  séries  de  puissances  peu- 
vent être  différentiées,  intégrées,  multipliées  les  unes  par  les 
autres  comme  des  polynômes. 

92-  Premier  exemple.  Progression  géométrique  décroissante. 
—  La  théorie  des  progressions  géoji(étriquc.s  donne  le  dcvelo])- 
pement 

li)  T^=  l  +  ^'+»-'  + +  ■'■■+•■■ 

convergent  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  —  i  et 
+  1.  On  a,  en  effet,  en  faisant  la  division  et  désig'nant  paryi  un 
entier  positif  quelconque 

(2)  y  ~  '".       ^=  1  +.t+  :..-^+ +x>'. 

Si  ,T  est  moindre  que  i  en  valeur  absolue,  a,''"'"'  tend  vers  zéro 
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ijuaiid  p    augmente   imlciiniment,  le  premier  membre  tend  vers 
- — ■ —  et  l'on  obtient  le  dcvRloppemeiit  (L), 


93.  Expression  du  reste.  —  Si,  dans  la  série  (1), 
ammc  des  p  premiers  î 
1  qiiniiLilc 


prend  la 
1 
cette  somme  diffère  de de 


qu'on  appelle  le  reste  de  la  série.  Cette  quantité  mesure  l'erreur 

que  l'on  commet  quand  on  remplace  la  fonction  -, par  la 

somme  des  y?  premiers  termes  de  son  développement. 

D'après  l'identité    (2),   dans  laquelle    on    fait  passer  le   terme 

-p- dans  le  deuxième  membre,  on  a  immédiatement 


formule  qui  résulte  également  de  I 


lation  de  la  série 


.i*  +  '(i +  ^-  +  .î-= +...)■ 

\ons  allons  calculer  une  limite  supérieure  de  oe  reste. 

Supposons  que  .r,  au  lieu  d'être  en  valeur  absolue  moindre  quel, 
ce  qui  sulfit  pour  assurer  la  convergence  de  la  série,  soit,  en 
valeur  absolue,  inférieur  ou  égal  à  un  nombre  positifs-  moindre 
que  1,  nous  écrivons  cette  hypothèse  : 

en  convenant  de  désigner  par  |  j;  |  la  valeur  absolue  de  x.  Dans 
cette  hypothèse,  comme  la  valeur  absolue  d'une  somme  est  au 
plus  égale  à  la  somme  des  valeurs  absolues  de  ses  différents 
termes,  on  a,  pour  la  valeur  absolue  du  reste  /■,, 

(3)  !,■,  |^ï'*'  +  s'-+..„ 
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un  remplaçant  le  deuxième  membr 


(4) 


On  a  ainsi  une  limite  supérieure  du  reste  qui  con^àent  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  inféi-ieures  on  égales  à  t  en  valeur  absolue. 

94.  Autres  développements  en  progression  géométrique .  — 
Voici  quelques  développements  qui  se  tirent  immédiatement  du 
précédent  : 

1"  Soil.  a  une  constante  i/i/fèrenle  de  .:éi-o,  on  !i  : 

1  i  1  j'  .r-  .!■" 

comme  on  le  Yoil  en  remplaçant  clans  (i)  .r  par  — .  Ce  nouveau 
développement  (4)  est  convergent  quand  la  valeur  absolue  de  — 
est  moindre  qiie  l 

—  |<  U 

c'est-ii-dire  quand  .r  est  compris  entre  — «et  --\-a. 

2"  Si,  dans  la  formule  (1),  on  change  .r  en  — .r-,  on  a  : 

(5)  -p-|-^  =  l-,T'  +  ,r'+... -H  ,,■••-..., 

développement  convergent  poni'  .r  compris    entre  —  1  et  +  1. 

95.  Représentation  graphique.  ~  Considérons  la  courbe 
(fig.  55). 

1 

Cette  courbe  est  une  !iyperl)ole  aviUit  potii'  iisymptote  lit  drulte 
AB,  .1=1. 

Si  l'on  veut  représenter  grapliH[uemenî  ];i  ionction  définie  pur 
le  développement  (1) 


'J' 


=  1- 
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(îetto  courbe  n'exîsle  que  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre 
—  1  et  -I-  1,  et,  dans  cet  intervalle,  elle  coïncide  avec 


I.c  développement  en   série   no   représente    dcnic  que  l'iur,  de 


rapport  a  O'j. 

De  même,  1^ 

le  dcveloppem 


i  entre  AB  et  la  droite  A'B'  syn 

1 
courbe //.- 


i- 


di,|uée  (lig.  56)  ; 


=  i- 


^  +  ,,-^  — ^«- 


eonvergent  seulement  quand  .*■  est  compris  entre  —  1  et  -f-  1, 
représente  l'arc  BB'  compris  entre  deux  parallèles  AB  et  A'B' 
à  Oy,  placées  symétriquement  pur  rapport  à  Oij  il  une  distance 
1  de  l'origine. 

96.  Intervalle  de  convergence  d'une  série  entière.—  Théo- 
rème, Une  série  enlière  converge  dans  un  inlervalle  nijinélrii/ue 
par  rapport  à  zéro. 


et  supposons  qu'elle  converge  pour  une  valeur  particulière  a  de  la 
variable  x,  nous  allons  démontrer  qu'elle  est  convergente  pour 
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toutos  les  viileuïs  Je  .t  compvises  eiiti'c  —  y.  cl  H-  a,  c'est-a-dii'c 

telles  que 


étant  convergente  par  iijpollièse,  le  terme  général 
tend  vers  zéro.  Lu  série  proposée  peut  s'écrire  ; 

Supposons  que  la  valeur  absolue  de  —  soit  moindre  que  1, 


Comme  fl„a"  tend  vers  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment.,  ■ 
il  est  évident  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  l'entier  n  dépassant 
un  nombre  fixe  suffisamment  grand,  rt^a"  est,  en  valeur  absolue, 
moindre  que  1.  Pour  toutes  ces  valeurs  de  n,  le  terme  jrénéral 
de  la  série  proposée 


esl,  en  valeur  absolue,  plus  petit  que  —  >  c'est-à-dire  plus  petit 
que  le  terme  général  de  la  progression  géométrique  décrois- 
sante dont  le  terme  général  est    —     .  La  série  proposée  est  done 


D'après  cela,  on  voit  que  la  série  converge  nécessairement 
dans  un  intervalle  symétrique  par  rapport  à  0,  car,  dès  qu'elle 
converge  pour  une  valeur  a  de  x,  elle  converge,  dans  tout  l'in- 
tervalle de  —  a  à  +  a.  Le  fait  que  nous  avons  vérifié  pour  les 
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développomcuLsdc  ~ , , est  donc  général.    Si  oi 

veut  construire  la  courbe  définie  par  une  équation  de  la  forme 


cette   courbe  n'existe  cjn'entre  deux  ordonnées  symétriques  jiar 
rapport  à  l'axe  Oy,  comme  dans  les  figures  (55)  et  (56). 

En  imaginant  qu'on  ait  déterminé  un  nombre  a.  aussi  grand 
que  possible  en  valeur  absolue,  tel  que  la  série  converge 
pour  ^  ^  a,  nous  appellerons  intervalle  de  convergence  l'inter- 
valle de  — a  ii-f-a.  Il  faut  observer,  au  sujet  de  cette  locutions 
que  la  série  est  supposée  converger  pour  o^  =  a  ;  elle  converge 
alors  pour  toutes  les  valeurs  telles  que 

mais  elle  peut  diverger  pour  x  ^  - —  a. 
Par  exemple  la  séïie 


est    convergente    pour   ,«=1.    Elle    est    donc  convergente  pour 
I  X  I  <  l.Mais  elle  est  divergente  pour  .-c  =  ^l. 

97.  Remarque.  Dans  l'intervalle  de  convergence  de  —  a 
à  -\-  y.,  la  série  obtenue  en  prenant  les  valeurs  absolues  des 
termes  de  la  série  proposée  est  convergente.  —  Cela  résulte  de  la 
démonstration  même,  car  nous  avons  vu  qne,  pour  ?i  suffisam- 
ment grand,  la  valeur  absolue  de  chaque  terme  est  plus  petite 

que    —     ,  c'est-à-dire  plus  petite  que  le  terme  général  d'une 

progression  géométrique  décroissante  à  termes  tous  positifs. 

98.  Exemples. 
l"  La  série 

1  +2.r  +  3.î^^  -f-...  +  «.T"-'  -f-..., 
est  convergente  quand  .r  est  compris  dans  l'intervalle  —  ij  H-  !> 
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cl,  divcrgcnttb  f|nitiîLl  .r  est, 
effet,  le  l'apport  d'un  ternie 


tpLid  vers  .t  ([uaiid  n  augmente  indéfiniment.  Dans  cette  série, 
Fintervalle  de  convergence  est  un  intervalJe  quelconque  de  —  a 
à  +  a  compris  dans  l'intervalle  de  —  1  à  +  i.  La  série  est 
divergente  pour  les  valeurs  ±1,  car,  pour  .c  =:dz  1,  le  terme 
général  augmente  indéfiniment. 


1      '      2      '*■■'«      '     ■■■' 

est  de  même  convergente  pour  |  .x  |  <  1  et  divergente  pour 
I  ,c  I  >  i.  A  l'une  des  limites  x  ^  ■ —  1,  elle  est  convergente  : 
on  peut  donc  prendre  ct  =  —  1  ;  Ji  l'autre  x  =  +  1,  elle  est 
divergente.  L'intervalle  de  convergence  est  donc  de  —  1  à  H-  1. 
3"  La  série 


1  - 


1 


est  convergente  pour  |  .r  |  <  1,  divergente  pour  |  x  |  >  i  ;  elle  con- 
verge aux  deux  limites  a:  =  it  1;  l'intervalle  de  convergence 
est  de —  1  à  +  1. 

4"  La  série  bien  connue 


est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x  :  on  peut  dire  qu'elle 
converge  dans  l'intervalle  symétrique  —  oo  à  -f-  oo- 

5°  Le  développement  de  «^,  où  a  est  une  constante  positive,  se 
ramène  immédiatement  au  précédent.  Pour  cela,  on  pose 


t  désignant   une  nouvelle  variable;   en  prenant  les  logarithmes 
népériens  des  deux  membres,  on  a 
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Alors 

Le    dévcloppcmoiiL    converge    pour    toutes    les   valeurs    de  .r, 

de  —3=    Ll  +  ^  . 


ir.  —  LIMITE  DU  RESTE.  —  DIFFÊBENTIATION  ET  INTÊGBATION 
DES  SÉRIES  ENrlËRES 

99.  Enoncé  des  théorèmes.  —  Pour  obtenir  la  dérivée  ou 
la  fonction  primitive  dune  l'onotion  délinie  par  une  série  entière 
dans  l'intervalle  de  convergence,  il  suffit  de  dériver  ou  d'intégrer 
la  série  terme  ii  terme.  C'est  là  un  théorème  très  important  qu'on 
pourra  admettre  dans  luie  première  lecture.  Nous  en  donnons 
une  démonstration  imprimée  en  plus  petits  caractères. 

100.  Limite  supérieure  du  reste  de  Ja  série  dans  un  inter- 
valle compris  dans  l'intervalle  de  convergence.  —  Soii,  commi; 

plus  hiUl, 

f{^)  =  «„  +  a,x  +  a,x^  +  ...  +  «..y +..., 

une   sci'ic    qui   converge  pour   x  =^  s.    Nous    avons    vu    qu'elle     eonvoi'gc 
pour  loulcsies  valeurs  de  jr  coiiipriscs  dans  l'iolorvalle  —  a,-\-a,  c'est-à-dire 


<i 


Dans  cet  intervalle,  la  série  dëlinït  une  fonction  que  nous  appelons  /'(a:). 
Quand  on  avpdte  la  Béric  au  rang^,  on  commet  sur  la  valeur  de  f(x)   une 
erreur  appelée  le  reste  R^  de  la  série. 

K,=  a,,,x"^'+",,^^^'^ '-  +  .... 
soit  assujetti  il  la  condition 
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s  otanl  iiTi  nombre  positif  ddtormiiii^  plus  petit  que  i,  miiis  d'iiillours  aussi 
pris  do  I  qu'oB  le  veut.  Nous  supposerons  donc  x  compris  dans  un  intorvallc 
déterminé,   plus  petit  que  l'iutcrvalle  de  convergence. 

La  série  étant  supposée  convergente  pour  ;e:=i,  le  terme  giSnéral  ««a"  tend 

cl  le  reste  R,, 

Puisque  iï„a"  tend  vers  zéro  quand  n  augmente  indéliniment,  on  peut 
choisir  le  noniLrc  p  .issez  p;ran(l  pour  que,  ii  étant  supérieur  à  p,  la  râleur 
absolue  de  <r„a"  soLl  moindre  que  i.  Ce  choix  étant  fait,  on  a 


ou,   en    remplaçant    la   progression   géométrique   dcRi'oIssanti:    dn    second 
membre  par  sa  somme 


101.  Intégration  d'une  série  de  puissances.  —  Soit  une  série  de 
puissances 

Nous  allons  démontrer  que,  dans  l'intervalle  de  convergence,  l'intégrale  de 
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lu  fonction  f  [x]  s'obtient  en  intcgnmt  la  série  terme  à  terme,    c'est-Ji-dire 


f' 


f[x)da:  =  a,x  +  a,-^  +„^__  +  ...  +  «„__  +  ,.. 

En  effet,  supposons,  commo  plus  haut,  que  k  série  f(x)  eoit  convergente 
dans  rinlorvallo  de  — a  îi  +  a.  Donnons  à  x  des  valeurs  telles  que 


Nous  pouvons  écrire  alors 

U^   dcsignanl   le    reste  de  la  série.  Nous  avons   donc,  i-u  niultiplianL  par  dx 
et  inlégracf  de  o  à  œ. 

Mais  nous  avons  vu  (X"  loo)  que  Ton  ■.^ 

donc  la  râleur  absolue  de  l'iiilégvate    j    R,,  dx    est   moindre   que   la    râleur 

C"     tpH                                          x^l'  +  i 
absolue  de  )   dx,  c'est-ii-dîrc  de  ,  car  e  est 


,r«- 


102.  Différentiation  d'une  série  entière-  —  Kous  allons  démontrer 
de  même  que,  dans  l'intervallo  de  convergence,  la  dérivée  de  la  série  f  [ni) 
s'obtient  en  prenant  les  dérivées  des  diven  termes  de  la  série. 

ConsidL^rons,  en  effet,  la  série 

/;  (x]^a,  +  .  a,x  +  ...  +  na„  .m-'  +  ... 
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X0119  allons  montrer   d'abord  que    cette  nouvelle  série  co 
/"(j),  pour  les  valeurs  de  x  moindres  que  «  en  valeur  iihsoluc 


\L\\  effet,  comme  la  série  f{x]  est  supposée  convergente  pour  x  :=  a, 
«„«"  Icndvers  zéro.  Donc  on  peut  toujours  assigner  un  nombre  lixelel  que, 
«  étant  supérieur  a.  co  nombre,  n,,  «"  soit,  on  valeur  absolue,  moindre  que  i. 

,;,.,=-i-[.,.  +  .«...-^  +  ...+  „.,..(i)-+.,.]. 

un   voit  que,  il  partir  d'un  eortain   rang  los  termes  de  la  série  entre  paren- 
thèses sont,  eu  valeur  absolue,  moindres  que  ceux  de  la  série 


qui  est  convergente,  car       ~      <  '   (voirm  99). 

La  série  de  puissances  /j  ix)  est  donc  convergente  pour  toutes  les  valeurs 
do  X  moindres  que  a  en  valeur  absolue.  Son  intervalle  de  convergence  ost  un 
intervalle  de  —  a'  à  +  a',  a'  étant  inférieur  à  a  on  valeur  absolue,  mais 
aussi  près  de  a  que  l'on  veut. 

Ceci  posé,  nous  pouvons  appliquer  à  la  série  /j  [x]  le  théorème  précédent 
sur  l'intégration  des  séries  de  puissances  et  nous  aurons,  en  intégrant  terme 
»tc™I.,4TOf,  M, 


j   f,[:<:)dx  =  f{^)- 

Endifférenlis 

nt  ceUe  reialîon  par  rapppoi' 

M^1  =  ^. 

Donc  \:\  dériv. 

■■<■  '^^^^^  est  donnée   >ar  le  r 
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ni.   —  DÉVELOPPEMENTS   DE    QUELQUES   FONCTIONS    PARTTCULTÉRES 

\.Q'i.  Développements  de  log{l—x),log[l  +j:),  log  — j-__ 

1 
—  Nous  avons  rappelé  au  numéro  95  le  développement  de 

pur  une  progression  géoniclrique 

__L_  =\  +  ,,^:,'-  _[„  ...  +.J."  +  ..,, 

convergente  entre  —  L  et  +  1.  ^MuUlplions  les  deux  membres 
par  dx  et  intégrons-les  de  0  ii  :i.  Nous  nvons,  après  avoir  changé 
\es  signes, 


log(l  - 


;s 


développement  convergent  également  entre  — - 1  et  -f-  i.  Le  déve- 
loppement converge  encore  pour  x  =  —  1  ;  on  peut  le  démontrer 
et  nous  admettrons  qu'il  continue  à  représenter  lu  fonction  ;  on 
u  donc  alors  : 

1 1 

4  '■" 


log2  ^i_^  +  ^ 


En  chang'eunt  j;  en  —  ,i-,  nous  ohtenuiis  le  dcveloppcmenL  de 
log(i  +  ,r) 

log(.l  +,,■)  „  .r  -  ^+  4^_  ...  +  (_  1)— -|^+  ... 

Retranchunt  les  deux  développements  précédents  terme  à 
terme  et  remplaçant  la  différence  des  deux  logarithmes  par  le 
logarithme  du  quotient,  on  a 


2  '"S  1— .r         '^^    3^^    5    ^■■■^    2«  +  l         '     ■■■ 

On  ramène  aux  développements  précédents  le  développement 

de  log  (a  +  x),  où  a  est  une  constante  positive  diffèrenle  de  0. 
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En  effet,  si  l'on  icv'ii  a -\~  x  ^^  ai  i  -\ — '- — j,  on  a  ;  \o^[a -\- x) 
=^=  log  "  H- log  f  L  H — ^J.  On  est  alors  l'imiené  itii  développe- 
ment de  log(l  H — '■ — j,  qui  se  déduit  du  développement  de 
log  (1  -|-  .(■)  pai'  le  changement  de  j:  en  -^;  et  on  a 

développement  cnnvcïgent  pour    <  1. 


104.    Développement  de  arc  tang  x.  ■ —  Xiins     avons 
plus  haut,  comme  une  eonséquenee  de  hi  théorie  élémentai 
progressions  géométriques,  le  développement 


convergent  pour  ,'■  compris  entre  —  1  et  +  i. 

En  multipliant  par  dx  et  intégrant  de  0  à.r,  on  a 

développement  tjui  converge  également  entre  —  i  et  +  i.  Ce 
développement  converge   encore  pour  la   limite  .r=:l;  comme 

arctang  1  est  égal  à -7-,  on  a,  comme  dans  l'exemple  précédent, 


Cette  série  converge  très  lentement  et  ne  oonvient  jias  poi 
oiilciil  tic  n. 
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IV,—    SÉBIE   DE    MAC-LAURIN.    —   APPLICATIONS 

105.  Série  de  Mac-Laurin.  —  ÏS'oiis  venons  de  développer 
certaines  fonctions  particulières  en  séries  de  puissances  entières 
et  positives  de  la  variable.  Xous  allons  indiquer  une  formule 
générale  permettant  de  former  le  développement  en  série  de 
puissances  d'une  fonction  quelconque  donnée  f{-«],  pourvu  que 
ce  développement  soit  possible. 

Soit  donc  f{x)  une  fonction  donnée  ;  supposons  cette  fonc- 
tion développée  en  une  série  de  la  forme 

;[)  f{:v)  =  «„  +  «,r  +  f',x'^  +  ...  +  «.^"  +  ... 

Comme  nous  l'avons  vu,  cette  série  converge  dans  un  inter- 
valle de  —  aii-l-a.  Dans  cet  intervalle,  la  fonction  f{.i)  est 
continue  et  a  une  dérivée 

.;2)      f  {,r)  =  «,  +  2n,a:+3fl,.t"+  ...  +  ««„*■"-'+  ..., 

définie  par  une  nouvelle  série  de  puissances,  convergente  dans  le 
même  intervalle.  Cette  dérivée  première  possède  alors  une  déri- 
vée 

(3)  f"{x)  =.  2«,  +  2.3«,^•  +  ...  +  [n~i)na,,v'^-^+  ... 
Cette  nouvelle  série  a,  de  mi^me,  une  dérivée 

(4)  /■"'{.r)  =  2.3«,+  ...+  («_2)(«  — l)««,,i'"-^+  ..., 
et  ainsi  de  suite,  jusqu'il  la  dérivée  d'ordre  ii. 

(5)  f"{yi=  1.1.3...  {n-2]{n~l)na.  +  ... 

D'après  cela,  une  première  condition  pour  qu'une  fonction 
■donnée  /"(.*■}  puisse  être  développée  en  une  série  de  puissances 
dans  un  intervalle  — a  +  a,  est  que,  dans  cet  intervalle,  elle 
admette  des  dérivées  de  tous  les  ordres  restant  toutes  finies. 
Cette  condition  étant  remplie,  si  le  développement  est  possible, 
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m  ubtieiitira  los  coerficients  rt^,,  ai,  ,  «„ en  fais 

laiis  les  formules  précédentes  (1)  à  (5).  On  a  ainsi 

".=/■(<)).  ",=(•{%■  ».=4tt-' 
r  (0)       __  ^  r  (0) 

■      i.2.n  ' 

Portant  ces  valeurs  dans  le  di 


(6)   /(r)  -  m  -^  ^r  m  +  xr  ^'"^^^ + lix  ^"'^'^^ 


1.2.. 


106.  Légitimité  du  développement.  —  Telle  est  la  formule 
de  Mac-Laiirin.  Elle  donne  le  développement  de^{.r)  (juaiid  il 
est  possible.  Mais  dans  quelles  conditions  ce  développement  est-il 
possible  ? 

Pour  cela,  il  Tant  et  suffit  : 

1"  Que  la  série  du  second  membre  de  l;i  formule  ait  tous  ses 
coefficients  finis  ; 

2"  Qu'elle  soit  convergente  {dans  quelque  intervalle  symé- 
trique par  rapport  à  l'origine); 

3"  Que  la  somme  de  cette  série  soit  égale  afl-v). 

Les  deux  premières  conditions  sont  aisées  à  vérifier.  La  troi- 
sième est  beaucoup  plus  difficile  à  vérifier;  on  y  arrive  par 
divers  procédés  dont  on  trouvera  plus  loin  des  exemples  à 
propos  des  développements  de  sinjr,  cos.r,  (1  +  .r)"".  On  y 
arrive  également,  dans  certains  cas,  en  évaluant  l'erreur  commise 
quand  on  substitue  à  la  fonction  les  n  premiers  termes  de  la 
série  (6).  Dans  les  applications,  on  admet  fréquemment  que,  quand 
la  série  est  convergente,  elle  représente  la  fonction  ;  mais  il  existe 
des  exemples  du  i'ait  contraire. 

107.  Développements  de  sin  r  et  eos  ,r.  —  Soit  d'nborci 


/-'(,)  =eo,,,,     /-"(.,)  =  -si,i,,-,     ri 
/■"H  =  sin  ^,  etc.. 


y  Google 


SÉRIE   DE   MAC-LÂVRIN.   APPLICATIONS  ij 

Faisant  ^^==0,  on  voit  ([ue  la  fonction  et  toiiLos  les  dérivée 
d'ordre  pair  s'annulent;  les  dérivées  d'ordre  impair  sont  idtej 
nativement  égales  à  + 1  et  à  —  1. 

On  trouve  ainsi  le  développement 


1.2.3   ^     i.2.3.4.5 

Ce  développement  est  convergent  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
de  —  ce  à  H-   co. 

Hais  ce  fait  ne  suffit  pas  pour  qu'on  puisse  affirmer,  en  toute 
rigueur,  que  la  somme  de  la  série  est  bien  égale  à  sin  x.  C'est  ce 
que  nous  vérifierons  plus  loin. 

Pour  avoir  le  développement  de  cosx,  il  suffit  de  prendre  la 
dérivée  du  développement  précédent.  On  a  ainsi 

eos  j:  =  1  - 


1.2     ^     1.2.3.4 

108.  Formule  d'Euler.  —  On  peut  ralUieher  ces  deux  déve- 
loppements ii  celui  de  e'-  de  la  laçon  suivante.  Soit  i  l'unité 
complexe  telle  que 

,>^—  1, 
et,  par  suite, 

on  a,  par  définition, 

«''='  +  -X  +  TX  +  T&+TKU  +■■■ 

En  remplaçant  les  puissances  successives  de  i  par  leurs 
valeurs,  on  voit  que  les  termes  de  rang  impair  sont 


et  forment  le  développement  de  cos  .v,  puis  que   les  termes  de 
rang  pair  sont 


et  forment  le  développement  de  i 
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On  il  donc 

e"  =  cos  X  -+-  i  sin  ,r. 
Chniij^eant  ,r  on  - — ,r,  on  a  de  mfmc 

Si,  enfin,  l'on  ajoute  et  retranche  ces  formules  membre  l\  memhrf 

Ces  relatiiins  nous  ont  servi  sous  une  autre  forme  (iS"'80;. 

109.  Vériilcation.  —  Voici  comment  on  peut  vérifier  que  les 
deux  développements  ci-dessus  représentent  bien  sin  s  et  cos  x. 
Posons 

"  =  ■''       OX  ~^  i.2.:i.4.5  ~  ■■■ 


i.2    "^    1.2.3.4 

et  proposons-nous  de  déterminer  les  fonctions  11  et  ç  de  l;i 
ble  a\  On  voit  immédiatement,    en  différeutiant,  crue  l'oi 


On  en  conclut,  en  multipliant  h\  première    équation  par   11  et  1 
deuxième  par  c  et  ajoutant, 


Le  premier  membre  de  oetlc  relation  étant  la  dérivée  de 
-^{tt^  +<'')■  on  en  conclut,  par  l'intégration,  que  ((^  +  c-  est 
constant 
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C  désignant    une    constante.  Ponr   déterminer  cette    constante, 
faisons  ,*;  =  0:  alors  u  se  réduit  ii  0,  c  à  1,  donc  C  =  1  et  on  a 


On  tire  de  là 


,         ,        ,     ■        f'  " 
1  portant  dans  la  relation  -^—  =  c, 

^  dx 


Dans  cette  dernière  relation,  le  premier  membre  est  la  diffé- 
rentielle de  +,T,  le  deuxième  de  arc  sin»;  on  a  donc,  en  pre- 
nant le  signe  -f- 


œ  désignant  une  constante  arbitraire;  en  prenant  lo  signe  —,  on 
a  de  mémo 

|b    désignant    une    constante    arbili'aire.     Ces    deux    expressions 
rentrent  l'nno  dans  l'autre,  eav,  en  posant 

la  deuxième  devient 

Ensuite  la  fornuile  c  =-7—  donne 

(Le 

,.  =  cos(,r-+-7.). 

Pour  déterminera,  remarquons  encore  qnc  ;(  et  c  se  réduisent, 
respectivement,  ii  0  cl  1  pour  :k  =  0.  Nous  aurons,  en  faisant 

0  -=s;n=>.,        l  =  eos«. 
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Donc 

où  k  est  un  entier  positif,  négatif  ou  nul,  et  l'on  a  oiifin 

a  =  sin  [x  +  2  k-) ,        p  =  oos  (x  -(-  2  A-r.) 
l'.'est-à-dive, 


110.  Déveioppe/nent  de  (1  -|-  x)'".  —  Soit  m  un  nombre  quel- 
conque, positif  ou  négatif,  entier  ou  fractionnaire.  Appliquons  la 
formule  de  Mac-Laurin  au  développement  de 

On^a  immédiatement 

/'W  ='»(!  + ■«)■-', 

/''(,,.)  =  ,„  (,„_1)(H-,)—, 

/•«'•'(»)  =  m  (m  _  1)....  (,«  _  ,,  +  1)  (1  +  ^.)-., 

En  faisant  x  =  0,  on  en  déduit 

/■(0)  =  1,      /'(0)=,«,      /•"(0)  =  „mV»-1), 
/W(0)  =  ,„  (,»-!)...  i,n~,,+  L;. 

La  formule  de  Miic-Liiurin  doiiiic  nlor. 

(,„-L)( 


(1 +  ,■}-.=  M- ^»H- 


1.2  ^  1.2.3 


1.2...,, 

Ou  a  ainsi  la  lormulc  du  binôme  étendue  à  un  exposiint  ([uel- 
eonque . 

Pour  voir  dans  quelles  limites  cette  série  est  convergente, 
prenons  ,1c  rapport  du  ternie  en  .%•'''''  an  terme  précédent  en 
■v'',  nous  avons  pour  ce  rapport 

'"  —  P     „ 
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Qurtnd  /;  .lagmente  indéfini  ment,  ce  rapport  tend  vers  —  .*■. 
Donc  quand  X  est  moindre  que  1  en  valeur  absolue,  la  série  est 
divergente;  quand  x  est  supérieur  à  1  en  valeur  absolue  elle 
est  convergente.  Nous  allons  vérifier  que,  dans  l'intervalle  de 
—  1   à  _|_  1,  la  somme  de  la  série  est  égale  a  {1  +a;)"'. 


Vérification.  -—  l'o 


"(■"-t)('»-2)  ... 


■'  -  '  T- 1  '  T      rr^"  ^        1.2.3 

Kn  prenant  la  dérivée,  on  a 


1.2 
puis,  en  multipliant  ce  développement  par  :i 

»- 1...  ,    ("-IX- 


j— ..-T j-2  J"  +  ...J 


Ajoutons  ces  deux  équations  membre  à  membre,  en  ordonnant 
le  deuxième  membre  par  rapport  à  x,  il  vient 

('+')^='"b+T-  +  ^^^^^^  ■'■'  +  •••]• 

OÙ  la  série  du  deuxième  membre  est  ;/. 
On  a  donc 


Al 


Le  premier  terme  est  la  différentielle  de  log;/,  le  deuxième  de 
m  log(l+a^J;  les  différentielles  de  ces  deux  fonctions  de  :r 
étant   égales,  ces  fonctions  diffèrent  par  une  constante  et  on  a 

log  (/  =:  mlog(l  +  x)  +  C. 
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Pour  détermiiior  C,  l'iiisoiis  x=^t);  ;il<irs,  J'après  la  série  qui 
définit  y,  on  a  j  =  l.  tomme  log  1  =  0,  on  a 

C  =  0. 
Done  enlln 

logj  =ralog(l+»), 

j=(l +  .'■;■■■ 

Développement  de  (a  -\-  :v)"',  a  étant  une  constante  différente 
de  zéro.  —  Ou  peut  écvire 


On  est  donc  ramené  à  développer  /l-|-  — I  ;  ce  dernier  dé- 
veloppement se  déduit  immédiatement  de  celui  de  (i +  .«)'"  en  y 
changeant  x  en  —  ; 

m  [m  —  1)    X* 

1.2         "+■■■' 

JévcloppemenL  convorgeiil  pour  x  compris  entre  —  a  et  +  a. 

111-  Application    à  ^  .  Développement  de  arc  sinx. 

On  a 

■1 


{i—r-f 


D'après   la  formule  générale   précédente  où   on  cliai 
—  x^,  on  a 
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1',    APPIIC. 

(  r/cv,' 

•X  on  trouve 

(l-.,rrT  =  l+   ^^.+    . 

1.3       , 

1.3.5 
2.4.6 

Multiplions  les  deux   membres  par    dj^  et  intégrons  de  0  a  .r, 
il  vient 


C^es  dévoloppements  sont  convergents  pour  x  conipiis  entre 
—  Let  +  1  et  l'iux  étant  compris  entre ^  fit  +  -;r- 

112-  Méthode  des  coetïîcienta  indéterminés. — Duns  les  appli- 
cations, on  emploie  souvent  la  méthode  des  coefficients  indéter- 
minés pour  calculer  les  premiers  ternies  du  développement  d'une 
ioDction  en  série  de  puissances. 

Prenons  par  exemple  la  fonction 

qui  est  finie,  ainsi  que  tuules  ses  dérivées,  pour\e  ^^  0.  Posons 


Le  premier  membre  changeant  de  signe  avec  .i-,  il  doit  en  {^tre 
de  même  du  deuxième.  La  série  ne  doit  donc  contenir  que  des 
puissances  impaires  de  x.  Les  coefficients  «„,  a^,  a^,■.■  sont  nuls, 
et  on  peut,  dans  la  série,  mettre  ,r  en  facteur.  On  a  ainsi,  en 
chassant  le  dénominateur, 

et,  en  remplaçant  sinj^et  cos  ^  par  leurs  développements, 


^,  6    ^     12(1 
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Kii  faisant  îe  produit  des  deux  séries  du  deuxième  membio  e1 
ordonnant  suivant  les  puissances  croissantes  de  .r,  on  doit 
trouver  une  série  identique  au  premier  membre  :  on  a  donc 


1 


tang  ,-r=,r—  ■ 


-  SÉRIE  DE  TAY 


H3.  Série  de  Taylor.  Formule.  —  La  lorunile  de  Mac-Laurin 
permet  d'étudier  une  fonction  fÇr)  diuis  le  voisinage  de  la  valeur 
,T  ^0;  nous  avons  vu,  en  effet,  que  la  série  de  Mac-Laurin  con- 
'erge  dans  un  intervalle  symétrique  par  rapport  à  0. 

Pour  étudier  la  fonction  f[x)  dans  le  voisinage  d'une  autre 
valeur  (rt><0),  on  fait  un  changement  de  variable  en  posant 


iilors  .ï  étant  voisin  de  rt, 
il  étudier  la  fonction   de  a 


fia  - 


dans  le  voisinage  de  ^'  =  0.   Pour  cela,  on  développe  f[a-\-x') 
suivant  les   puissances   positives    croissantes   de   x' .    La  formule 
qui  donne  ce  développement  est  la  lormule  de  Taylor. 
SI,  pour  un  Instant,  on  pose 

?(.'■')=/•{«+■''). 

il  s'agit  de  développer  's[x')  en  série  de  puissances  entières  et 
positives  de  x' .  C'est  ce  qu'on  fait  en  appliquant  à  '-^{x')  le  déve- 
loppement de  Mac-Laurin  : 

?  M  =  ?  (0)  +  4  ?'  (0)  +  ^  î "  (0)  + . . . 
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Or  ridentiti? 

.f(x')=/-(<.+;.'), 

el  les  identités  qu'on  en  déduit  en  prenant  los  dérivées  succes- 
sives des  deux  membres  piiv  rapport  ;i  ,r',  donnent  évidemment, 
pour  y  1=0, 

■f(0)=/W, 
?'(»)=/■(»). 

T"(«)=r(«) «K- 

On  !)  donc  le  dt^veloppcnient 

rrw+ > 


^  1,2., 


i[ui  est  le  développement  de  Taylor.  Pour  que  ce  développement 
soit  applicable,  il  faut  el  il  suffit  que  a  (.*')  soit  développable  par 
la  formule  de  Mac-Laurin . 

Le  développement  (T)  converge  pour  les  valeurs  de  x'  com- 
prises dans  un  certain  intervalle  symétrique  par  rapport  a  ,r'^0, 
c'est-à-dire  pour 

—  a<.i-'<c(. 

Comme  on  a  pose 


ce  développement  représente  donc  la  fonction  f  [:r)  pour  les    va- 
leurs de  X  comprises  entre  a  —  a  et  a-\-  •y.. 

En  remplaçant,  dans  !e  développement  (ï),  a  par  x  el  x'  par  h^ 
on  écrit  la  même  formule 


^(,,+A;  =/■(,.)+ a /■(,,)  +^ /•»(.,; 


114.  Interprétation  géométrique.  — -  Considérons   la  courbe 
ayant  pour  équation 
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Si  on  développe  /'(.r)  par  la  série  de  Miio-Laiiriti,  on  obtient  un 
développement  qui  représente  un  arc  BB^  de  In  courbe  comprise 
entre  deux  ordonnées  symétriques  par  rapport  i\  Oi/  (fig-  57). 


/ 


Pour  étudier  la  courbe  dans  le  voisinage  d'un  autre  point  A, 
d'abscisse  a,  on  considère  l'ordonnée  AO'  du  point  A  et  on  trans- 
porte les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  en  O'  de  façon  à  les 
amener  en  0','^  et  0''/ .  La  nouvelle  abscisse  x'  d'un  point  de  la 
courbe  est  liée  à  l'ancienne  x  par  la  formule 


L'équation  de  la  courbe  devient 

et,  pour  étudier  la  courbe  au  voisinage  du  point  A,  on  développe 
f{a-\~j:')  suivant  les  puissances  de  x' .  La  série  de  Taylor  ainsi 
obtenue    représente    un    nouvel   arc    CC,  de  la  courbe  compris 
entre  deux  ordonnées  symétriques  par  rapport  à  0' y' . 
Soit,  par  exemple, 


.'Z^- 


équation  d'une  hyperbole  ayant  pour  asymptotes  .i 
Si  on  forme  le  développement  de  Mac-Laurin, 
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il  repi'éscDlo   l'.tre  B  ce  compris    eiiti'c  rasyniptote  j;  =:  1   et  la 
syniéti'ii^ue  de  l'asymptote   par  rapport  ii  Oy  (fig.  58). 


m^^ 


/f 


Pour  étudier  la  courbe 
00' =  2,  on  lait 


nage    du    point   A    d'abscisse 


alors 


cette  nouvelle  série,  étant  convergente  pour 

—  L<y<i, 

représente  l'arc  d'hyperbole  — OD  C  compris  e«tre  l'asymptote 
verticale  j)'  ^^=  —  1  et  la  symétrique  de  cette  droite  par  rapport 
à  la  droite  0';/ . 


VI.  —  APPLICATION  DES  DÉVELOPPEMENTS  EN  SËHIES  DE  PUISSANCES 
AU  CALCUL  DE  CEBTAINES  INTÉGRALES 


Nous  donnerons,  à  la  fin  de  l'ouVrage,  des  métliodes  d'approxi- 
mation et  des  procédés  mécaniques  pour  évaluer  les  intégrales. 
Nous  indiquerons  ici  comment,  dans  certains  cas,  on  peut  calcu- 
ler,  approximativement,  une    intégrale    en    la    développant    en 


115.   Intégrale  i  e~-'~(,l 


-  Cette  intéffrale 
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primer   sous    lorme    finie.  Pour    do  petites  valeurs    de  x,  on    li» 
ciilculera  approximaLivenicnt  en  la  développant  en  série.  Comme 


i  '~  •^"  =  "— J^  +  TT2-Tr2T+ 

Cette  série  est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x;  elle 
converge  très  rapidement  quand  .c  est  inférieur  à  1. 

On  a  construit  des  tables  pour  le  calcul  de  cette  intégrale  de 
la  façon  suivante. 

Nous  de  montrerons  plus  loin  que  l'intégrale 


est  égale  à  -^-v^'  On  considère  alocs  la  fonction 

qui  se  réduit  ii  1  quand  la  limite  supérieure  x  croît  indéfiniment. 
D'après  le  développement  ci-dessus,  on  a 


lefficients  «,,  a^,  ...  ont  pour  valei 


'"      ^r/        '        -i^r,' '      "        (2«  +  l). 1.2.3 n.^r. 

On  trouvera  dans  les  tables  de  Houël  (p.  61)  les  logarithmes 

des  coefficients  a,,a^, ,a,j,  et  les  valeurs  de  la  fonction  [x) 

de.r  =  Oà,r^  2. 

116.    Rectification  de  l'ellipse-  Exemple    d'intégrale  ellip- 
tique. —  Soit  une  ellipse  rapportée  a  ses  axes 
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On  peut  exprimer  )es  coordonnées  d'im  point  M  de  la  coiirbo 
en  fonction  d'un  paramètre  u  en  posant 

X  =  a  eus  ir,  ^  =  ^'  sii'  "  ■ 

Pour  H  -j=:  0,  on  a  le  sommet  A;  et,  pour  «=^-7^,  le  sommet  B. 
Calculons  l'arc  AM  =  s.  On  a 


ds  =  '^dx' -\- dy^  =  \d^  sin^»  -\~  li'  cos^-  a  du. 

Remplaçons  sin^  u  par  1  —  cos  ''u,  «^  —  h^  par  f^  et  désignons 
par  e  Vexcentricité  de  l'ellipse 


Xous  pourrons  écrire 

,h  =  n^i  —  e'cu%'uda, 
s^a  I   vl  —  e'cos^  iidii. 

L'intégrale  ainsi  obtenue  ne  peut  pas  être  calculée  sous  forme 
finie  à  l'aide  des  fonctions  élémentaires  algébriciues,  exponen- 
tielles et  logarithmiques,  circulaires  directes  ou  inverses.  C'est 
un  cas  particulier  des  intégrales  elliptiques.  On  la  calculera 
par  les  méthodes  d'approximation  que  nous  donnerons  plus  tard; 
on  pourrait  aussi  la  calculer  en  la  développiint  en  série  procé- 
dant suivant  les  puissances  de  e^. 

Faisons  le  calcul  pour  le  quadrant  d'ellipse  AB;  il  faudra 
intégrer  de  0  à  -;j-  .  On  a  donc,  en  appelant  l  le  périmètre  de 
l'ellipse. 


;t    inoindre    que     1  ,    on    peut    développer 


1— e'ccu 

^11  par  la  formule  du  binôme 

;i 

,      .   ,4-      ,       1    ,      . 

—  e-  eos-  ((^  ^  =  .1  —  —  Ê^  f  os-  u 

1 

■l.i 

1.3 

_,  ,     .  ,                        l.S.S [2? 

i  —  'À) 

e  "  COS'"  II  — .. 
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En  miiUipliant  par  adu  et  iiitégriint terme  i»  terme  de  0  à—,  on 

1  . 

ura  une  série  donnant  -y- 1.  Pour  avoir  le  terme  géiiériil  de  eette 


11  faut  ealcnler  l'intéarnlc 


sîti  r 

i: 


et  intégrons  par  parties;  nous  auroni 
'J'- («}^  i'cos'""' w,  sln  h;  .  — 


La  partie  intégrée  s'annide  aux  limites;  l'intégrale  du  second 
membre  peut  s'écrire 


c'est-à-dire 

U'  («)  ^  (2  «  --  1)  [T  («  —  1)  —  »F  («)], 
2  « i 

"■'("'=— 27r- '''("-''■ 

l''n  donnant  à  /(  successivement  les  valeurs  1,  2,  ...,«,  on  a  aln: 
les  relations 


2/1  —  1 

T  («  =  ^1 'f  ;'»  — 1\ 
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d'où,  en  multipliant  membre  à  membre. 


■  .._i.3.:i (2»-i)  , 


\Y[{))  =  f''  da  =  ^. 

Le  cocllieienî  de  «-"  dans  la  série  donnant  -^  est  donc 

4 

ou,  d'après  l»  vaieiir  de  ^'{w), 

_j»   rl.3.5 (2— 3)T 

2    L       2,4.G 2b       J  ^  ' 

On  a  donc  enfin  pour  -j-  la  sério 

-(is:^)'-- ]■ 

Calculons    lo  rayon  U  d'une  circonférence   de  même  longueur 
que  l'ellipse. 

il  vient,  en  rcmplaçitiit  l  par  sa  videur,  et  calciilanl  les  coefficients 
numériques 

R^rt|^i^^fi— -j^fi'— -^^e'—  |(;3^4e''— J. 

On  peut  obtenir  des  valeurs  approchées  de  R  en  l'ouction  des- 
deux axes  «  et  i  de  la  façon  suivante. 
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Une  première  valeur  de  R,  approchée  par  dcl'aut,  est  ~-^{n-{-h). 
En  effet, 

développant  par  la  i'oriniile  du  binôme,  on  a 

/_     Ti          L     >        1     ,         1     ,         5      ,  1 

''  — '^L  2"        8  ^         16  "        128*'       J- 

On  en  conclut  la  valeur  suivante  de  — ^ —  que  nous  écrivons 

en  réduisant  les  coefficients  numériques  aux   mêmes   dénomina- 
teurs c|uc  dans  !e  développement  de  R  : 

On  voit  que  — ^t —  est  une   valeur  approchée  de  R  par  déliiut, 

et  que  lu  difi'érenoe  R ^ —  est  de  l'ordre  de  e'. 

Une  deuxième  valeur  de  R,  approchée  également  par  défaut, 
jnais  un  peu  moins,  efit\/fil/.  En  effet  /i  étant  égal  ii  a\/i.  —  e', 
on  a 


v''^'=-(j--K=4'^-r 


(m 

■  15384 


En  comhiuaut   ces   deux  lormules    donnant  - 


■obtient,  d'après  M.  lîoussincsq,  une  valeur  de  R  approchée   par 
excès.  On  a  en  effet 


~    L6384  '''" J' 

expression  qui  ne  diffère  de  R  que  par  le  terme  en  t 
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On  trouvera  des  renseignements  -détaillés  sur  cette  question  de 
la  rectification  de  l'ellipse  dans  un  article  intitulé  Essai  technique 
xur  la  rectification  de  l'eUipse,  pur  j\l.  Williot  {Annales  des  Ponts 
ei  Chaussées,  juillet  1896). 

in.  Intégrale  elliptique  Eloi.  —  Xuuh  avons  trouvi;  dans  le 
luniiéro  précédent  (jue  î';\rc  d'ellipse   AM   esl    donné  par 


,v=rt  /   V'I— e^eos-«  du. 

Donc  F; 

Wii  BM,  eomptc  à  p:\rtir  du  sommet  du  petit 
-.n-cAi'Sl-^a  j      Vl  —  fr  cos-«  du. 

iixe,  est 

Ku  i\,h: 

iiit  )/  =  -.y  —  -f ,   du  —-  —  d-s>,   et  reni;ir<pi;ui 

t  qnc  le 

iiitcs  de 

^  sont  9  et  0,  on  a,  ajjrès  avoir  interverti  les 

limites. 

a.o  B^i  =  «  /    l/i  — e-  siu-  -j  d^f. 

Du  pos 

c,  habituellement, 

K(-?,/c-;^J    t/1-A-^sin^-f  (b. 

)re  positirplus  petit  qne  i. 


cBM  =«]-:( 


L'intégrale  E  [^,  k)  est  une  intégrale  elliptique  qui  a  été  étu- 
diée par  Legendre  et  appelée  pur  lui  intégrale  elliptique  de 
seconde  espèce.  Sa  valeur  dépend  des  deux  noiid)res  s  et  /■. 
Comme    /<  est  moindre  que  1,  on  peut  poser 


/c  = 


On  appelle  z,  l'amplitude,  k  le  module,  0  l'angle  du  modtilo. 
On  ti-oiivcra   d'.\ns  les  ta!)les  dn   llouL-l    (p.  58)    les   videurs  d;.- 
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E(f,A)etdelogE(^,  ^-jpoiir  1 
et  H  exprimées  eo  parties  du 
de  quadrant. 

Ces  tables  pourront  doiin  s 


s  valeurs  successives  dos  angles 
quadrant,  de  dixième  eu  dixièi 


i  I;\  rectification  de  l'ellipse. 


118-  Autre  exemple  d'intégrale  elliptique.  Pendule  simple. 
Intégrale  elliptique  de  première  espèce.  — ■  Imaginons  un  pen- 
dule simple  de  Inn^^iieiir  OM^-l  oscillant  dans  le  vide  entre  les 


deux  positions  extrêmes  OA  et  OB,  symétriques  par  rapport  ù 
la  verticale  0M„,  et  faisant  avee  la  verticale  l'angle  a.  Soit  A 
l'angle  ;0M  que  fait  le  pendule  avec  !a  verticale  ii  l'instant  /. 
On  démontre,  en  mécanique  rationnelle,  que  l'on  a 


/ 


i  ifi. 


=  ±1/2" 


Rcmpla<_^ons  cos  î.  et  cos  a  ]iar  1  —  2  siu-  ^  et  1  -—  2  siu'-  ~  , 


v/f 


s/:^f^ 


où  nous  prenons  le  signe  +  en  supposant  que  le  pendule  monte. 
En  intégrant  et  comptant  le  temps  à  partir  de  l'instant  où  le  mo- 
bile est  en  M„,  on  a 
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'95 


C'est  encore  li»  une  intégrale  elliptique.  Elle  se  ramène  facile- 
ment il  la  forme  que  Legendre  a  nommée  intégrale  de  première 
espèce.  Faisons  un  changement  de  variable  en  posant 


■i  désignant  une  nouvelle  variable  qui  part  de  zéro  avec  ').  et  qui 
devient  égide  à -7^  pour  ).  =  a.  Kn  posant,  pour  abréger, 


Donc 


■     ^\~k': 


C'est  là  l'intégrale  elliptiqu< 
par  Legendre  par  la  notation 


;  espèce,    désignée 


./•   1/1-*' si,,-? 


La  quantité  /.■  est  le  module,  »  l'amplitude.  On  trouve  dans  les 
tables  de  Houël  [p.  58)  les  valeurs  de  cette  intégrale  :  dans  ces 
tables  on  a  posé 

A'^sinft, 

et  on  a  calculé  les  valeurs  de  F  (a,  /,)  et  de  son  logarithme  pour 
les  valeurs  des  deux  angles  cp  etO  de  dixième  en  dixième  de  qua- 
drant. Dans  le  mouvement  du  pendule  simple,  S  est  égal  à  la 
moitié  de  l'angle  d'écart  maximum,  6=  ~  . 
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119.  Durée  d'une  oscillation  da  pendule.  Développement 
en  série  suivant  les  puissances  du  sinus  du  demi-angle 
d'écart  maximum.  — Nous  avons  trouvé  plus  haut  l'expression 
du  temps  i  que  met  le  pendule  a  s'écarter  de  la  verticale  d'un 
angle  À.  Pour  avoir  la  durée  T  d'une  oscillation  simple,  il  suffit 
de  doubler  le  temps  que  met  A  à  acquérir  la  valeur-;^  , 

On  a  donc 


/f'^-lf^ 


Cette  intégrale  F  (-y)^')  est  ce  que  Legendre  appelle  ùilt- 
•^rale  complète  de  première  espèce.  On  la  désigne  ordinairement 
p,„-  K. 

'^=  C 


ï/I^Flmî^' 


C  cette  oolaLum 
T 


■-^■Vf 


Pour  calculer  K,  nous  allons  le  développer    en  une  série  procé- 

l'ait  pour  développer  la  longueur  d'une  ellipse  en  série  procédant 
suivant  les  puissances  de  rcxccnlricilo. 
Ecrivons 

K=  /'";1— Psln^^;"Trf^, 

et  développons,    par  hi    foruiulc  du   !)Iuônie,  la  quantité    sous  le 
signe  d'intégration 


>■■!«)-/ 
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Or.  en  faisant  -^^  ~ u,  do^  —  du,  et  on  remarquant  que,  s 


signe  ol  intorverli  les  limites, 

yr[n)^f''cos'-"iidu. 

Cette  intégrale  est  celle  que  nous  avons  calculée  au  n"  lifi. 

=    t.3.5 (2,,-l) 

'•  '^  2        2.4.6 2» 


k.1[.  +  (|)V+(-)Vh 


[.  —  APPLICATION  DES  DÈVELOPPEMENrS  EN  SÉRIES  DE  PUISSANCES 
A   L'ÉTUDE  DES  FORMES  INDÉTERMINÉES 


120.   Formes  indéterminées. 
formes  indéterminées  sont. 


Les    peineipaux     types     de 


_0_ 

0  ■ 

nulent  toutes  deux  pour  .t  =  a.  Le  rapport 

m , 

n'a  aucun  sens  pour  x^=a;  mais  U  peut  arriver  que  ce  rapport 
tende  vers  une  limite  quand  ic  tend  vers  a;  on  dit  alors  que  cette 
limite  est  la  valeur  du  rapport  pour  x  ^a. 
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On  démontre,  clans  les  éléments  de  l'algchic,  que  si  le  riipporl 
des  dérivées 

aune  limUe  pour  x^a,  le  rapport 


également  une  limiLe  et  que  ces  limites  sont  les  mêmes.  Dans 
a  grand  nombre  de  cas,  on  peut  employer  les  développements 
it  série  de  la  façon  suivante.  Si  l'on  pose 


:st  do  voir  si  le  rapport 


tend  vers  une  limite  quand  x'  tend  vers  zéro  et  de  trouver  cette 
limite  si  elle  existe.  Si  les  deux  fonctions  sont  développables 
par  la  formule  de  Taylor,  on  les  développera  suivant  les  puis- 
sances de  x';  on  pourra  supprimer  une  certaine  puissance  de  y, 
comme  faeteur  commun  au  numérateur  et  au  dénominateur,  et 
on  verra  immédiatement  s'il  existe  une  limite. 
Par  exemple,  prenons  le  rapport 


i"g;i +•<■)-«- 


pour  ,t^û.  Ce  l'apport  prend  la  forme  -^  .  Développons  les  deux 
ternies  suivant  les  puissanees  de  .*',  On  a 


log(t  +  ,r)  = 


1,2.3  ~^  1.2.3.4.5  " 


3         4 
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Le  rapport  considéré  est  donc 


Divisant  haut  eL  bas  par  ,(,■■'    cl  Aùsant  tendre  x  vers  zéro,  on 
trouve  comme  limite  -^  . 

Comme  deuxième  exemple,  prenons 

pour  X  ^  0.  Ce  rapport  prend  alors  la  Ibrme  — —  ,  car,  x  tondant 

vers  zéro,  (l  +  ar)-^  tend  vers  e.  On  peut  encore  développer  le 
numérateur  suivant  les  puissances  croissantes  de  a:.  Il  suffit  de 
remarquer  que  l'on  a  identiquement 

car  les  deux  membres  ont  même  logarithme  népérien.  Rempla- 
çant log{l  +  x)  par  son  développement  en  série,  on  a 


Si,  daiis  la  série 

""^^+T  +  TT- ' 

o»  remplace  k  piir   sa   valeur  et  si    en    ordonne  le    résultat   pa* 
rapport  aux  poîssaiiees  (le   r,  on  a 

1             11      , 
«■  =  1— Tr^+-.-i^r+ 
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;,+„p..(l_l,.+il..+ ) 

t't  le  rappori  proposé 


devient,  après  suppression  tlii  liichoiir  ,r  fin  numériilcur  et  au  dé- 
nominateur, 

La  limite  clicrdiée  est  donc ^e. 

Forme  ^.  —  Si  deux  ronctions^(.r)  ots(:r)  devieniieiit  iiilinlei 
pour  ,r  =  rt,  le  rapport 

prend,  pour  .v^a,  la  l'orme  ^.  En  cerivant  ce  rapport 


3  à  la  fcr 


0 


On  peut,  dans  certains  cas,  trouver  directement  la  lijnile, 
sans  passer  par  cette  transformation.  Soit  par  exemple  le  rap- 
port 


où  ji  et  m  sont  des  nombres  positifs.  Quand  .i  augmente  indéfini- 
ment, ce  rapport  prend  la  (orme  p-.  Pour  trouver  sa  limite, 
développons  e"'"  en  série;  le  rapport  devient 
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Soit  «  un  uiitier  siipérleiir  à  p.  Divisons    le   iiumérateu 
li;in>niii)i\teiii'  pnr  .<■",  il  vioiil 


,.■•■  ^    .1     y^^ ^   1.2 n     '      1.2 (n+i;    -  ^ 

Quand  .c  augmente  inJéfiniment,  le  numérateur  tenci  vers  zéro; 
le  dénominateur  augmente  indéfiniment,  car,  après  les  n  pre- 
miers termes  du  dénominateur  qui  tendent  vers  zéro,  viennent 
des  termes  tous  positifs  qui  augmentent  indéfiniment. 

IjC  rapport  tend  donc  vers  zéro. 

Forme  OXx  .  — ■  Cette  Ibrme  se  ramène  a  l'une  des  précé- 
dentes. Soit,  en  efi'et,  un  produit 

/•(»;■  9  (.'■). 

dans  lequel  f[:K)   devient  lUi!  pour.c^rt  et  ';(,/')  infini.    En    écri- 
vant ce  produit 

_i , 

on  voit  qu'il  prend  lu  forjjie  -r  ,  et  en  récrivant 

1   , 


on  voit  qu'il  prend  la  forme  ^. 

Considérons  par  exemple  le  produit 

>-i„g,,-, 

où  m  est  positif.  Quand  .x  tend  vers  zéro,   ce  produit   prend  la 
forme  OXW- 

La  fonction  log  x  ne  peut  pas  êti'e  développée  par  la  formule 
de    Mac-Laurin.    Nous    ferons    un    changement    de    variable    en 
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Pour  faire  tendre  x  vers  zéro,  il  faudra  faire  croître  l  iiidéti- 
niment  par  valeurs  positives.  On  a  alors 

x'"Iogx:=- — ■/e~""  = ^. 

Pour  l  infini,  ce  dernier  rapport  tend  vers  zéro,  d'après 
l'exemple  précédent;  le  produit  ,/:'"log,r  tend  donc  vers  zéro 
avec  ,T. 

Formes  0",  -xf,  1" .  —  Ces  formes  se  riimènent  aux  précédentes 
en  prenant  les  logarithmes  des  fonctions  qui  se  présentent  sous 
l'une  de  ces  formes. 

Ainsi,  prenons  la  fonction 

uù,  pour  .1  =  (7., 

Ij'expressioii 

prend,  pour  ^^a,  la  forme  Ox  oo. 
Soit,  par  exemple,  l'expression 


où  .r  tend  vers  zéro.  On  a 

log^  =  .t:log,£. 

Quand  :c  tend  vers  zéro,  le  produit  x  !og  x  tend  vers  zéro, 
eomme  nous  venons  de  le  voir  ;  donc  log  y  tend  vers  zéro,  et  y 
tend  vers  1. 

Forme  oc  —  x.  —  Soil  une  diiFércncc 

rt')"rW 
diins  laquelle  ^(.r)  et  '5  (.r)  deviennent    infinis  pour   .c^a.   On 
écrira  cette  diflférence 


f'-^b-jm 
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Quand  .e  tend  vers  a,  le  rnpport 

M 

prend  la  forme  —  -  Si  ce  rapport  tend  vers  une  limite  l  différente 

de  1,  le  facteur  1 •j-f—-  tend  vers  lu  limite  1  — l  différente  de 

zéro,   et  comme  f[;r)  devient  infini,   la  quantité  considérée  aug- 
mente au  delà  de  toute  limite. 


Si  le  rapport  -';■■'  '  tend  vers  1,  le  l'acteur  1 y   '   tend  \ 


zéro  ;    le    facteur  f[x)    devient   infini,   et  lu  quuntîté  considéi 
prend  la  forme 


Prenons,  par  exemple,  la  différence 

pour  X  ^  -[-  iX  .  Cette  différence  se  présente  alors  sous  la  forme 
^  — se.  On  constute  immédiatement  que  le  rapport  des  deux 
radicaux  tend  vers  1.  La  différence  peut  donc  avoir  une  limite. 
Pour    la  trouver,  écrivons 


car,  ,'(.■  étant  positif, 


On  a  donc 
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Quand  ,r  est  ti-ès  gi'und,  ii  et  c  sont  iiioinclfes  que  1   et  on  pei 
lévclopper{J.  +  ")~et(l  +  (')~par  la  formule  fin  iHnôine 
i 


Remplaçant  ii  et  c  par   leurs    valeurs    et    ordouuaut    les  rleux 

.  ,       1 

cries  par  rapport  aux  puiasanees  de  —  ,  on  a 

(i+„!i=i  +  AJ^+A,+JL  + 

a+^)-=i+l4-i4+^+ 


La  dificreuce  è  devicnl  aloi 
°^  3 


1         1         A  — A-         li  — B' 


et,  pour  .r^  +x  , 


On  peut  remarquer  que,  pour  ,r  =  —  oo  la  différence  5  n'est  pas 
indéterminée;  elle  est  infiniment  {^rande  et  négative. 
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DÉVELOPPEMENT  D'L'KE  FO^'CTIOA"  EK  SÉRIE 

TR!G0X0MÉTRIQI:E 

EXPRESSION  D'UN  POLYNOME  EN  FONCTION  DES  VALEURS 

MOYENNES   DU  POLYNOME  ET  DE  SES   DÉRIVÉES 

DANS  U.X   LXTi'RVALLE 


LIES  TRIGONOMÈTRIQUES 


121.  Propriétés  généi-a!es.  —  Soit  une  luuctioii  F;/)  coiiiiuc 


(Jn    pcnL  toujours,  pour  simplifier,    l'iimcner   cet  intorvalle  i 
i'iïc  —  7;  et  +  Ti  en  faisant  le  changement  de  v;u'iable 


On    \oit,  en    cO'ct,    que   jxjur  /  =  a,  .r  :=  — -  et  pour  t  =  h. 
Nous  poserons 

La  fonction  f  (r)  est  alors  connue  dans  l'intewalle   de  —  7:  à 
Si  cette  fonction  f[x)  est  fn:e   et  continue  dans  l'intervalle  de 
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—  t:  ^  _|_  -^    on  peut  toujours,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  com- 
prises dans  cet  in(e/-v(iUe 

la  développer  en  une  série  convergente  de  la  forme 
(1)        /■(a:}  =  ffl,+  «jcos,r  +  i,sma^'  +  a,cos2.r  +  i,sm2,r 
+ +  «„  cos  nx  +  h„  sin  nx  +■■■■-, 

les  coefficients  «„,  a„  ....,  a,„  /j„  ...,  /'„,..-  étant    des   consluiitt'.^ 
convenablement  choisies. 

Ce  développement  n'est  plus  valable  pour   les  vulenrs  limites 

—  7v  et  -|-7i:  de  x.  Pour  ces  deux  viileiirs  limites    la  série  prend 
la  même  valeur. 


On  démontre  fine  la  somme  de  cette  dernière  série  n'est  égale 
ni  à/'( — -)  ni  à/'(H-Ti),  mais  ii  la  moyenne  arithmétique 

y  [/■;-"} +/{-)]. 

On  démontre  également  que  la  série  obtenue  en  intégrant 
terme  à  terme  nne  série  telle  que  (1)  est  convergente  et  que  la 
nouvelle  série  a  pour  somme  une  fonction  primitive  de  f[x)  dans 
le  même  intervalle  de  — -k  à  +  î:. 

Mais  on  ne  peut  pas  affirmer  que  la  série  obtenue  en  diiféreu- 
tiant  terme  i»  terme  une  série  telle  que  (1)  soit  convergente.  Nous 
ne  démontrerons  pas  toutes  ces  propositions,  nous  nous  conten- 
terons de  quelques  indications. 

122-  Détermination  des  coeiScients.  —  La  détermination 
des  coefficients  du  développement  (1)  repose  sur  les    faits    sui- 

1°  Si  m  et  n  sont  deux  entiers  positifs  différents,  on  a 

/  cos)nj:cos/ix  dx^^O,  f  Binmx  s'in  nx  dx^O. 
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En  efftit,  ou  a  identiquement 

1 
sin  mx  sin  nx  =  -^  [cos  [m  —  11]  x  —  cos  {m  -\-  n)  x]  ; 

Les  intégrales  indéfinies  sont  donc 

elles  s'annulent  évidemment  aux  deux  limites. 

2"  Quels  que  soient  les  entiers  positifs  m   et  n,   qu'ils  soient 
différents  ou  non,  on  a 


En  effet,  on  a 

1 
s  in /».r  cos  H,-f  ^=  —  [sin(/H+«)a--|-sin(Hi  — ii)x]. 

Si  m  —  n  n'est  pas  nul,  l'intégrale  indéfinie  est 

1  j-  c^,s{m+,i)x  cos{m—n)x  1 

■2  1         w  +  «  "^         m  — Il        J' 

l'intégrale  indéfinie  prend  les  mêmes  valeurs  pour  x  =  —  t.  et 
j~  =^7:;  l'intégrale  définie  est  nulle. 
Si  m  =  fi,  on  a 


et  l'intégrale  entre  les  limites  — 7:  et  -}-t:  est  encore  nulle. 
3"  On  a,  n  désignant  un  entier  non  nul, 


/  cos-n.rrfx^Tv,  /  sin 


Eu  effet. 
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f.es  deux  intégrales  indéfinies  sont  donc 


Le  siiuis  s'annule  aux  limites  ;  phaeunc  des  intégrales  délinie 
est  donc 


Si  H=:0,  la  première  intégrale  devient 


et  la  deuxième  devient  nulle. 

Ceci  posé,  prenons  le  développement  supposé 

'1)      /■(.!■)  =  «„  H-  «,  cos .X  +  i-,  sin  x  +  a^ cos  2  .r  +  h,  sin  2  x 
-\- + «„  cos  i)x  +  /;„  sin  n.t-\- 

Pour  déterminer  ci^,  n  >  0,  multiplions  les  deux  membres  par 
eosTZ.ri^.r  et  intégrons  de — 7:à-|-T:.  Xous  avons,  dans  le  [)ie- 
raier  membre, 

Dans  le  deuxième  membre,  nous  avons  une  somme  d'intégralcii 
i[ui  sont  lonies  nulles,  d'après  les  remarques  précédentes,  excepté 
celle  qui  multiplie  a„.  On  a  donc 


/  f[x)çusnxdx=a,i  j  eo&'rixd.t. 


Le  coefficient  de  ff„  étant  "  : 

'}  cos  nx  ds 


[\\oir  0,„  on  mul 
Toutes  les  intéj 
le  qui  contient  I 

ff\x)  smnxdx^K  fsin'nxdx. 


De  même,  pour  avoir  0,„  on  multiplie  par  sinnxdx  et  c 
tegre  de  — îiîi+t:.  Toutes  les  intégrales  du  deuxième  me 
sont  nulles  sauf  celle  qui  contient  /'„  et  on  a 
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D'où,  comme  le  coelficieiit  de  /-„  est  tî, 


tI^'^ 


Nous  avons  ainsi  tous  les  coerficients  d,,  (t^,  ...,  h^,  h^, 

Il  reste  à  calculer  a^.  Pour  cela,  on  multiplie  par  dx  les  deux 
membres  du  développement  et  on  intègre  de  — 7:à+T:.  Toutes 
les  intégrales  du  second  membre  sont  nulles,  sauf  celle  qui  con- 
tieut  a„,  et  on  a 


j7j.)rfx=».pi=2„., 


On  voit  que  o„  est  la  valeur  moyenne  de  la  fonction  f{x)  dans 
l'intervalle  de — Tia-^n;  a,^  et  i„  sont  les  doubles  des  valeurs 
moyennes  de  f{x)f:,osnx  et  f{x)'d\\n.r  daus  le  même  inter- 
valle. 

On  peut  dire  que  le  développement  en  série  Irigonométrique 
d'une  fonction /'(j;)  dans  un  intervalle — îiii+^vest  connu,  quand 
on  connaît  la  valeur  moyenne  de  la  fonction  f  [.r)  et  des  produits 
f[x)<:,oanx,  f[x)sianx  dans  cet  intervalle. 

Nous  admettrons  que  le  développement  ainsi  obtenu  repré- 
sente bien  f{x),  entre  les  limites  —  t~  nl-i-  t.,  et  est  égid  à 


îiux  deux  limites  k  et  —  -k.  I-a  démonstration  de  ces  propo: 
nous  entraînerait  en  dehors  du  cadre  que  nous  nous  s 
tracé. 


-  Soit  à  développer  la  Tonction 
f{x)  =  ^x, 


■entre  les  limites  —  -  et  - 
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Résumons  les  valeurs  des  ooefficients  a^,  n,,,  b,,,  trouvées   plus 
haut 

(2)  î      n,  =  ±fflr}co.n.r,l.r. 


Actuellement 

car  l'intégrale   indéfinie  ~j-  prend  les  mémos  valeurs   aux    cîei 
limites.  En  général,  on  aura 

En  effet,  la  lonetion  sous  le  signe  [ 


est  impaire;  elle  eliange  de  signe  avec  x.  Dans  l'intégrale  définie 
de  — 7-.  à  +7:,    la   différentielle -ir- cos  n,r  (fe ,   prend    doue    des 

valeurs  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires,  et  la 
de  ces  valeurs  est  iiuUe. 
Calculons  maintenant 

1     /■+^  X 
K^  —  /      -^sinnxdx,     (h=^1,  2, oo  ), 

Nous  intégrerons  par  parties  en  faisant 


l'intégrale  peut  alors  s'écrire 
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Lii  dernière  iiiLégralc  est  nulle.  La  piU'tie  intégrée  donne 

car 

Telle  est  l'intégrale  qui  figure  dans  /'„.  Ponr  avoir  h,^,  il  Tant  1, 
diviser  par  ti;  donc 

Faisant  /i=^i,2,  ...,  on  a 

D'où  le  développement  demandé  ; 


Ce  développement  représente  la  fonction  -j^entrc  les  limites 
—  ■7:et  +  -.  Aux  limites,  il  ne  représente  plus  la  fonction,  caria 
série  s'annule  ponr  .v  =  ±  7;.  La  somme  de  la  série  est  alors  égale 

qui  est  bien  0  dans  le  cas  actuel,  car 

/;.<-!=|-,         /■(''!+rt-^)=o. 

124-  Représentation  graphique.  —  Construisons  la  courbe 
définie  par  l'équation 

(4)  ,j  =  .in,-^.;n2,+  ^.in3.- , 
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■u,  pour  abréger, 


a  (x)  désig'naiit  la  lonction  de  finie  par  la  somme  de  la  série 


d'après  les  propriétés  élémentaires  du  sÎqus. 
Marquons  alors,  sur  Ox,  les  points  (fig.  60), 


d'iihsoisses 

et  les  points  symétriques 

A',        A'„        a;, 

J'abscisscs 

Si  on  connaît  la  courbe  entre  les  ordonnées  des  points  A'  et  A, 
on  la  connaît  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  car  la  relation 

montre  que  l'ordonnée  est  la  même  aux  points  correspondants 
de  tous  les  segments  A' A,  A  A,,  A,Aj,  ...  C'est  là  un  fait  analogue 
à  celui  qui  se  présente  pour  la  sinusoïde,  dont  il  suffit  d'avoir 
tracé    une    ondulation    autre —t;  et -|-7ï  pour  pouvoir   construire 
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toute  la  courbe  en  transportant  le  long  de  O.r  la  môme  ondu- 
lation. 

Construisons  donc  la  courbe  donnée  entre  les  ordonnées  des 
points  A'  et  A,  c'est-à-dire  pour  .x  compris  entre  —  -  et  +  7:. 

Dans  cet  intervalle,  la  somme  de  la  série  est  égale  à  -^  ,  et 
l'ordonnée  y  de  la  coiii'be  est  identique  à  l'ordonnée 


du  segment  de  droite  B'B,  passant  par  O  et  ayant  pour   coeffi- 

1 
cient  angulaire  -^  .  La  courbe  est    donc   formée    de    ce  segment 

de  droite  entre  les  limites  — ■neï+T:,  c'est-à-dire  entre  les  droites 
A'B'  et  AB.  Quand  x  est  égal  att  —  =  ,  e  étant  positif  et  très 
petit,  l'ordonnée  de  la  courbe  est  égale  à  celle  de  la  droite, 
quelque  petit  que  soit  s;  mais  pour 


l'ordonnée  de  la  droite  est  -^  -^  AB  et  celle  de  la  courbe  est  0. 

11  y  a  donc,  dans  la  courbe,    une    disconlinuitc  pour  .v  =  7z.    De 
même,  pour  ,r  voisin  de — - 

l'ordonnée  de  la  courbe  est  égale  à  celle  de  la  droite  B'B  ;  mais 


l'ordonnée  de  la  droîle  est  A'H',  celle  de  la  courbe  (I. 
Rn  résumé  dans  l'intervalle  de  —  7:  à  +-,  la  courbe 

se  confond  avec  le  segment  de  droite  B'B,  mais  elle  s'en  sépare 
brusquement  aux  limites.  Elle  se  compose  de  tous  les  points  de 
la  droite  B'B  situés  entre  les  extrémités,  mais  les  points  obtenus 
pourar=^±7i:  ne  sont  pas  les  extrémités  B'  et  B;  ce  sont  les 
points  A'  et  A. 
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étant  ainsi  représeiilée  graphiquement  dans  rinteivalle  de  — ■:; 
+  t:,  il  suffit,  pour  avoir  la  représentation  graphique  de  cette 
fonetion  dans  tout  intervalle,  de  reproduire  périodiquement  le 
même  tracé  entre  les  points  AA,,  A,Aj, ...,  A'A'„  A',A'j ...  comme 
le  montre  ia  figure  60.  La  courbe 

se  compose  donc  d'une  infinité  de  segments  de  droites  égaux  et 
parallèles  B'B,  BB„  B,Bj ...   et  des  points  A',  A,  Aj,  Aj  ...,  les 

extrémités  de  ces  segments  n'appartenant  pus  l\  la  courbe  et 
devant  être  remplacés  par  les  points  A'^  A,  \,... 

On  voit  bien,  par  cette  discussion  détaillée,  comment  la  série 
trouvée  représente  !a  fonction -^  entre  les  limites  — Ttet-j-T:. 

Reiiaiique.  —  L'exemple  que  nous  venons  de  traiter  nous 
montre  que  l'on  ne  peut  pas  toujours  diCférentier  les  séries  trigo- 
nométriques. 

En  eJfet,  si  on  prenait  les  dérivées  des  divers  termes  de  la  sé- 
rie (31,  on  aurait  la  séi'ie 


qui   est  manifestement  divergente,  car  I 
ne  tend  pas  vers  zéro. 


125-  Autre  exemple.  Développement  de  y-  ■  —  On  pourra 
appliquer,  de  même,  la  méthode  générale  au  développement 
de -y- .  Les  intégrales  donnant  les  coefficients  se  calculeront 
facilement  a  l'aide  de  l'intégration  par  parties. 

Mais,  nous  pouvons  déduire  ce  développement  de  celui  de  y  . 

(3)  y  =  sin  a-  —  -^  sin  2  .:t;  +  -^  sin  3  a:  — , 

en  admettant  que,  pour  intégrer  une   série  trigonométrique,  il 


y  Google 


■■iÉRrES    TBIGO.VOMÉTHIQUFS  3i5 

ïiilllt  d'iiiLég'iui'  terme  II  terme,.  On  a  ainsi,  en  intégrant  les  deux 
membres  de  (3)  et  désignant  par  n^  une  constante  d'intégration, 


où  i!  reste  à  déterminer  «„.  Pour  cela,  d'après  la  méthode  géné- 
rale, on  multiplie  les  deux  membres  par  dx  et  on  intègre  de  —  Tt 
ii-j-7ï.  On  a  alors,  puisque  toutes  les  intégrales  du  dei 
membre  sont  nulles,  sauf  la  première, 


Donc 


,'6)  ---r=-^  _(;os,f+-^eoB2x  — -T^cos  3^+ 

--t.<j:<t.. 
Actuelleincnt,  la  l'onction  développée  en  série  est 

/■(■<■)  ^f. 

La  séi-ie  est  égale   à  f{x),   entre  les  limites  —  ;;ct  +  7^.    Aux 
limites,  la  série  prend  la  valeur 


la  série  pour  ,c^±t.  est  égale  à  la  fonction.  Le  développement 
est  donc  valable  pour 


Si  l'on  construit  la  courbe 
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cette  coiirlje,  dniis  riiitcrvalle  — t:  ;(~|-t:  cf.  aux  limites  de  l'ii 
tevvalle,  cuïiicide  avec  l'arc  de  parabole  H'OB  (fig.  Gl). 

m 


La  combe  tout  entière  s'obtient  en  répélant  indéfini  in  eut  le 
même  arc  de  parabole  dans  tous  tes  intervalles  (t:,  13  ti:)(3îî,  5  tt),... 
etc.  Les  points  B',  B,...  sont  des  points  anguleux. 


EXPRESSION    D'UN  POLYNOME 
DES   VALEURS  MOYENNES   DU  POLYNOME 
ET    DE  SES  DÉRIVÉES   DANS  UN  INTERVALLE 

126.  Surune  suite  de  polynômes  {']. — Considérons  un  inter- 
valle do  —  /(  à  +  /;  cL  formons  une  suite  de  polynômes  en  x 

P„,P„ ,1>, 

de  degrés  respectifs  0,  1,  2,  ...,  w,  possédant  les  propriétés  sui- 
vantes : 

1"  Le  premier  polynôme  P„^l.  Sa  valeur  moyenne  dans  l'in- 
tervalle ( — /(,+/')  est  donc  i. 

2"  On  a,  pour  n>0,  -^  =  P„_,. 

3°  La  valeur  moyenne  de  cbacun  des  polynômes  F,,  P^,  ,..,  P„, 
dans  l'intervalle  de  — h  ii  -|-  /(,  est  nulle. 

Il  est  facile  de  voir  que  ces  propriétés  déterminent  complète- 
ment les  polynômes  et  permettent  de  les  former  de  procbe  en 
proche. 

(i]  Voyez  Lii.iuTj':,    Complcs    rendus,   i4  juin  i88o,   Journal  dt'  Lioiivillc, 
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ExpnEssrO!\'  D'un  polynoiie,  etc. 
Calcul  de'?,.  —On  a 


(■j  «tiiiit  nue  constiirite  (Viiitùgriitioii,  Cette  fonslantc  se  déter- 
mine par  la  propriété  (3°)  en  éci'ivaiit  que  la  valeur  moyenne  de 
Pi  entre  —  /;  et  +  h   est  nulle  : 

f\\dx =0,       f\x — c.)  dx  =  a. 

•J-a  J-h 

KITectuaut  l'iiitégi-atiou,  on  Li-ouve  que  l'intégrale  se  l'édult  à 

Donc  t'j^O,  ot  le  premier  polvnome  est  : 
P,  =  .r. 

Calcul  de,  l\.  —  Ou  a 

d\\^  _      __  ^, 

doue 

i\  étant  une  eonstante  d'intégration  (jue  l'on  détermine    en   écri 
i]\dj:  =  Q; 

■  —J!l 

et  le  denxiéme  polynôme  P^  est 
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Calcul  de  l\.  —  On  « 


ot  iûnsi  de  suite. 

Convenons  de  désigner  par 

;  moj-  -i  (x)  I 
la  valeur  moyenne  de  la  ibnetloii  -^  [.r)  dans  l'inlcrvalle  de 


°"«l=i/7«''- 


Nous  pourrons    résumer  les   propriétés   des    polynômes  Pn  (,r) 
dans  le  tableau  suivant  : 

P„==l,  I  moyP„  ]  =-  I, 


127.  Expression  d'un  polynôme  en  fonction  des  valeurs 
moyennes  de  ce  polynôme  et  de  ses  dérivées  dans  l'intervB.lle 
de  —  h  à  +  11. 

Soit^(x)  un  polynôme  en  xde  degré  p.  Nous  voulons  déter- 
miner ce  polynôme  connaissant  les  valeurs  moyennes  de  ce  poly- 
nôme f{T)  et  de  ses  dérivées  fix),  f"{x),  ...■,f'%r)  dans  l'inter- 
valle de  — kk-^h,  c'est-à-dire  connaissant 

i  nmyf(;,)  |  ,  |  moyfW  | |  moy ,'»(»)  ]  , 
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Écrivons  le  polynôme  inconnu  f{^r)  sous  la  forme 

(1)  f\v)  --^«„P„+«,I\+  «J%+ +  «„P,„ 

où  P„,  P,, ,Pj,  sont  les  polynômes  que  nous  venons  de  définir, 

n„,  o,, ...,«;,  des  constantes.  Pour  déterminer  ces  constantes, 
prenons  d'abord  la  valeur  moyenne  des  deux  membres  de  f{x) 
dans  l'intcrvLdle  de  —  /i  il  +  /(.  Comme  la  valeur  moyenne  d'une 
somme  est  la  somme  des  valeurs  moyennes  de  ses  parties  et  que 

j  moy  P„  I  =  0, 

dès  que  n  >  1,  on  a 

I  moy/»  !=.«.,         |moyPJ=«,, 

On  a  ainsi  la  valeur  de  ii„. 

Prenons  ensuite  les  dérivées  des  deux  membres  de  la  formule 
ri)  en  nous  rappelant  que  P„=-  1,  ^■^-  =  P,  .,  pour  n  >  1.  Nous 

(2)  f'(^,-)=^a,\\-]-a,i\^- +  fl,lV, 

Prenant  les  valeurs  moyennes  des    deux  mcmjjres,  on  trouve, 
comme  plus  haut, 

I  '»<>y/'(-^')  I  ^"j- 

Dérivant  de  nouveau  les  deux  membres  par  rapport  à  x, 

f"{x]  =  a,l\  +  a,\\  + +  -7„P„_,  ; 

puis,  prenant  les  valeurs  moyennes,  on  a 
I  moyr(«)  I  -».. 
Et  ainsi  de  suite  jusqu'à 

On  a  donc  les  valeurs  des  coefTicicnls  «„,  «,,  ...,«;,  et  on  peut 
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écrire  le  polynôme  cherché  sous  la  forme  suiviinte  où  on  a  rem- 
placé Pu  par  sa  valeur  1  : 

(3)      f(i)  =  lmojnx)  I  +  1  moj-f  H  1  P.+  l  m„y /■"(,»)  1  P, 
+....+ln.oy/'"HIP,.. 

Telle  est  la  Tormule  demandée.  Il  serait  aisé  de  vérifier  que, 
quand  h  tend  vers  zéro,  elle  se  réduit  à  la  formule  de  Mac-Lau- 
,.;„  ,,„,„■  le  polj-„>,„=  /■(,,), 

128.  Extension  à  une  fonction  quelconque  f'{.i"/.  —  On  osL 
conduit,  par  analogie  avec  la  formule  de  Mac-Laurin,  à  étendre  la 
formule  ci-dessus  à  une  fonction /'(x)  quelconque  admettant  des 
dérivées  de  tous  les  ordres  entre  —  /<  et  +  /*.  Le  deuxième 
membre   devient   alors  une  série,   et  on  parvient  au  développe- 


(4)       f{.r)  =  1  mov  /■;,,■)  1  +  1  moyf  ^  ]  P,  +  [  m») 

•r(x)  1  p, 

+ +  lm„y/-«(,.)[P.+ 

Mais  cette  formule  n'est   exacte  que   dans  des 

cas  difficiles  ii 

reconnaître.  Pour  s'en  convaincre,  il  auffit  de  ren 

larquer  que,  si 

on  voulait  l'appliquer  ù  la  fonction 

AW  =  A..i„:ïî+B.co.=i, 

oii  V  est  un  entier  non  nul.  A,  et  B,  des  constante; 

i,  on  trouverait 

pour  tous  les   coefficients 

imoy/;(.r)l,                  \  moy  fj  {.r)  \  ,... 

|moy/'';>(.r)l. 

lu  waleur  zéro.  Le  développement   n'est   donc  pa 

s   applicable    à 

cette  fonction. 

11  en  serait  de  même  pour  la  fonction /'(a-)  obtenue  en  ajoutant 
des  fonctions  telles  que  f,  (*•),  dans  lesquelles  on  donnerait  à  v 
une  suite  quelconque  de  valeurs  entières 

/■{»)=/;  W+/.W+ +/;w- 

Néanmoins  cette  série  (4)  peut  rendre  des  services  dans  la 
pratique. 


y  Google 


CHAPITRE  VIII 


i>"Tj;GRALr;s  défîmes  doxï  L'élément  diffiiRentill 

JJÉVIFA'T  I]\TI>,'I,  ou  D0?;T  UNE  LIMITE  EST  I>,'FI?;iE 


-  L'ÉLÉMENT  DIFFÉRENTIEL  DEVIENT  INFINI 


129.  L'élément  différentiel  devient  iniini  à  l'une  des  li- 
mites. —  Quanti  on  a  déliiii  l'iiitégralo 

I  =//(■'■>■'>. 

on  a  supposé  que  la  (onction /"(.r)  restait  finie  pour  toutes  les  va- 
leurs de  *'  comprises  entre  «  et  i  ou  cgiiles  à  a  ou  à  b.  L'inté- 
grale représente  alors  l'iiire  clii  segment  de  l;i  courbe 

entre  les  ordonnées  d'abscisses  a  et  li. 

Supposons  que  f{a:)  reste  finie  pour  .t  =  a  et  pour  r  compris 
entre  «  et  i,  mais  devienne  infinie  pour.i'^Zi.  Pour  fixer  les 
idées,  nous  admettrons  que  la  limite  supérieure  i  est  plus  grande 
que  n,  et  que  f[x)  decienne  infinie  en  consercanl  un  signe  cons- 
tant, le  signe  H-  par  exemple.  La  courbe 

•/=/(■') 

a  alors  pour  asymptote  la  droite  BB'  d'abscisse  b,  comme  le 
montre  la  figure  62.  Nous  supposons  que  l'ordonnée  AA'  a  pour 
abscisse  a. 

Pour  voir  si  l'on  peut  attribuer  un  sens  à  l'intégrale  I,  on  pro- 
cède comme  il  suit.  Au  lieu  d'intégrer  de  a  a  b,  on  intègre  de  a 
à  un  nombre  plus  petit  que  h  mais  très  voisin  de  b,  c'est-ii-dïre 
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i  étant  un  nombre /Jos/;^/' très  jinlil.  On  a  alors  l'i 


=  (/'(i)  dœ. 


qui  a  un  sens  parfaitement  défini;  si  M'M  est  l'ordonnée  ayant 
pour  abscisse  b  —  s,  cette  intégrale  mesure  l'aire  du  segment 
AA'M'M.  On  fait  ensuite  tendre  s,  vers 
zéro,  c'est-à-dire  tendre  le  point  M  vers 
le  point  B. 

Quand  î  est  très  petit,  l'ordonnée 


MM'=  f[h  —  <. 


tig.  &,„  est  très  grande,  et,  quand  î  tend  vers  zéro, 

l'intégrale  J,  c'est-à-dire  l'aire  A  A' M' M,  va 
évidemment  en  augmentant.  Deux  cas  peuvent  alors  se  présenter  : 
1°  Quand  e  tend  vers  zéro,  l'intégrale  J  tend  vers  une  limite  : 
cette  limite   est,  par  définition,  ce  qu'on  appelle  valeur  de    l'in- 
tégrale 

_[/(.r)  d:,. 

Dans  ce  cas,  l'aire  comprise  entre  l'ordonnée  AA',  la  courbe  et 
l'asymptote  BB'  est  finie. 

2°  Quand  s  tend  vers  zéro,  l'intégrale  J  augmente  indéfiniment. 
On  diL  alors  que  l'intégrale 


jf(s)  i 


est  infinie.  L'aire    comprise  entre  la    courbe,  l'ordoi 
l'asymptote  est  infinie. 


si  l'intégrale 
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osl  finie  ou  non.  Ponr  cela,  calculons  d'iiliord 


E  positif  et  très  potil.  L'intégrale  indéfinie  étant 

Quand  z  tend  vers  zéro,  J  tend  vers  2  y  li  —  a.  L'iutégrale  pro- 
posée a  donc  un  sens  et  on  a 


J"  ' 

l'J  — ,j 

Soit  1 

niiiiiti;  liant 

/■(■'■)  = 

1 

■('-*)■■ 

Nou. 

iiUonH  voir 

qne 

nntég 

raie 
rf.c 

est  in  fin 

ie.  En  effet, 

ea! 

'"X" 

il'aliortl 
-      rf.r 

{«-■';■■ 

L'intégrale  indéfinie  étant -^ ,  on  a 

expression  qui  devient  infinie  quand  s  tend  vers  zéro, 

130-  Cas  particulier  où  l'intégrale  est  de  la  forme  j  7y^^■^•,^„^ 
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Soit  II  un  nombre  positif,  entier  ou  rraclloniiaire,  coiisitlùrons 
l'intégrale  définie 

dont  l'élément  difierentiel  devient  infini  pour  x^b.  Nous  allons 
montrer  que  cette  intégrale  est  finie  quand  h<  1,  infime  quand 
«^  1. 

En  effet,  supposons  d'abord  ii  difl'éreutde  1,  et  talculuns  l'in- 
tégrale 

où    î    est  positil    et   très    petit.    L'élément    difl'érenlicl    pouvant 


l'intégrale  indéfinie  est 
et  l'intégrale  définie 


Si  "<1,  1 — n  est  positif,  t  est  élevé  îi  une  puissance  posi- 
tive, et,  quand  s  tend  vers  zéro,  J  tend  vers  la  limite 


{b  —  x 

)'"" 

\.~n 

(i  — «)'-" 

L'intégrale  proposée  est  alors  égale  à  celte  limite. 

Si  n  >  1,  1  — w  est  négatif,  s,  est  élevé  à  une  puissance  néga- 
tive, et,  quand  e  tend  vers  zéro,  J  augmente  indéfiniment.  L'in- 
tégrale proposée  est  alors  infinie. 

Nous  avons  réservé  le  cas  de«=^i.  On  a,  alors 

J  =X"t~7  =  - '°s  =  + '°g  C' -"!. 

car   l'intégrale  indéfinie   est  — iog(i  —  x).    Quand  s  tend  vers 
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zéro,  J  augmente  indéfiniment;  l'intégi'ule  proposée  est  donc  in- 
finie ponv  ;(  ^  1 . 

131-  Intégrales  comparables  aux  précédentes.    —   Soit  une 

où  f[x)  est  Knie  (juand  x  est  égal  il  a  ou  compris  entre  a  et  b, 
mais  augmente  indéfiniment  par  valeurs  positives  quLind   x  tend 

Considérons  le  produit 

où  /(  est  un  nom/iiv.  positif.  Quand  .i'  tend  vers  h.,  ce  produit 
prend  la  forme  OX!^-  Supposons  que  l'on  puisse  dclcrminer 
l'exposant  n  de  telle  façon  que  le  produit 

(J-.r)Y;.r) 

tende  vers  une  limite  l  quand  ,r  tond  vers  h. 
Alors,  on  peut  énoncer  la  règle  suiviinte  ; 
i"  Si,  pour  une  certaine  valeur  de  n  moindre  que  l,  le  produit 

(*-»)•/■{■») 

a  une  limite  l,  l'intégrale  proposée  est  finie. 

2°  Si,  pour  une  certaine  valeur  de  n  supérieure  ou  égale  à  1,  le 
produit 

(4-,r)YW 

a  une  limite  l  différente  de  zéro,  l'intégrale    proposée  est  infinie. 

Premier  cas.  —  Supposons  d'abord    qu'il  existe    un  nombre  n 
moindi'e  que  1,  tel  que  le  produit 

(''-»)■/■(.') 

tende  vers  une  limite  l,  limite  qui  peut  d'ailleurs  être  nulle, 
quand  jn  tend  vers  b.  Dans  ces  conditions,  il  est  évident  que  ce 
produit  est  très  voisin  de  l  quand  a:  est  très  voisin  de    h.  Parta- 
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geons  alors  l'intervalle  (l'iiitôgriitloii  [<i ,  h)  en  tlenx  parties,  l'iuie 
de  fl  à  c  et  l'autre  de  c  à  /',  (;  ét;mt  plus  petit  que  h,  ni;(is  très 
voisin  de  h. 

I/intégrale  I  s'écrit 


La  première  intégrale,  prise  entre  les  limites  a  et  c,  est  finie. 
Il  reste  à  montrer  que  l'autre  intégrale  est  aussi  finie.  En  effet, 
le  produit 

tendant  vers  l,  si  on  appelle  M  un  nombre  positii'  iixe  supérieur 
à  cette  limite  l,  il  est  évident  que,  x  étant  très  voisin  de  O,  le 
produit  (ô  —  x)"f{x),  qui  est  très  voisin  de  l,  est  inférieur  ii  M. 
On  peut  donc  choisir  v  assez  voisin  de  Ii  pour  f[ue,  x  étant  com- 
pris entre  c  et  b,  on  ait 

(b  —  :rj"^(j:J  <  M, 
JIùs  on  a  «lors  (n"  32) 

Comme  M  est  constant,  on  peut  le  faire  sortir  du  signe  d'inté- 
gration; et  on  a,  dans  le  deuxième  inembie,  l'intégrale 

qui  est  finie,  car  /;  <  J .  L'intégrale  du  premier  membre  /  /'(x)  dx 
étant  moindre  qu'une  quantité  finie  est  finie.  Donc,  dans  ce  cas, 
{n<  1)  l'intégrale  proposée  est  fi/iie. 

Deuxième  cas.  —  Supposons  maintenant  qu'il  existe  un  nom- 
bre n  supérieur  ou  égal  à  1,  tel  que  le  produit 

C—'Tfi'). 
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tende  vers  une  limite  l  différente  de  .zéro,  €[u;hicI  j;  Lcnd  vers  h.  On 
pourra  écrire  comme  plus  haut 


I  =_{/■(■'■■;  "'^ +_[«•<■)*■. 


c  étant  moindre  que  b,  mais  très  rapproché  de  b.  La  première 
intégrale  est  finie;  nous  allons  montrer  que  la  deuxième  est  in- 
finie. Soit  «/,  un  nombre  positif  moindre  que  l, 

0<m<l. 

Quand  .1  est  très  voisin  de  b,  le  produit 

(»-■ «;yw 

est  très  voisin  de  l  et,  par  snite,  supérieur  ii  m.  On  peut  donc 
prendre  c  assez  voisin  de  li  pour  que,  dans  tout  l'intervalle  (c,  h), 


ff'.^d.>f-ri 


Or  l'intégrale  du  deuxième  membre  est  infinie  car  n  ^  1,  celle 
du  premier  membre  est  donc  également  infinie.  Dans  ce  cas,  l'in- 
tégrale proposée  est  infinie, 

Remauque.  —  >[ous  avons  supposé,  pour  fixer  les  idées,  que  f{x) 
devient  infinie  en  restant  positive,  quand  x  tend  vers  b.  Les 
mêmes  conclusions  s'appliquent  au  cas  où  f[j;)  devient  infinie  en 
restant  négative  quand  x  tend  vers  h.  En  effet,  dans  cette  dernière 
hypothèse,  la  courbe 

j  ="/■». 

s'éloigne  à  l'infinî  poni-.i-^=//  au-dessous  de  l'axe  Oj\  U  suffirait 
donc  de  cliaiif^or  le  sens  de  0>j  pour  èlrc  ramené  au  cas  pvécé- 
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132-   L'élément  différentiel   devient  inûni  pour  lit  limite 

inférieure. —  Nous  nvons  supposé  que  l'élément  différentiel /"(.r) 
devient  infini  quand  .r  est  égal  à  la  limite  supérieure  ù.  Les 
mêmes  conclusions  subsisteraient  évidemment  si  f[x)  devenait 
infini  quand  .r  est  égal  a  la  limite  inférieure  a.  Il  suffirait,  pour 
ramener  ce  cas  à  celui  qui  a  été  traité  en  détail,  de  changer  le 
sens  de  l'axe  0^  dans  le  tracé  de  la  courbe  y  =  /"(■*")  ■ 
Pour  voir  si  l'intégrale 


X/>;*-. 


a  un  sens  (i>  n),  on  considérera  ie  produit 
(a-i)-/-(x), 

S'il  existe  un  nombre  positif  n,  plus  petit  que  1,  tel  que  ce 
produit  ait  une  limite,  l'intégrale  est  finie. 

S'il  existe  un  nombre  n  égal  ou  supérieur  à  1,  tel  que  ce  pro- 
duit ait  une  limite  différente  de  0,  l'intégrale  est  infinie. 


devient  infinie  pour  .t  :=  1.  On  cherchera  s'il  existe  un  nombre  n, 
tel  que  le  produit 


tende  vers  une  limite  pour  .r  =  1. 

V'i  _  .i;''  =  v'i  —  'f  V  l-  - 
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volt  qu'on  prenant  h  ^  -y  ,  le  produit 
[ 


(i-.r)^/-(y 


tend  vers  -j=  quand  ,r  tend  vers  i. 

Le  nombre  /(  étant  moindi'e  que  1,  l'intégrale  a  un  sens. 
11.  Soit  l'iutégralc 

iliins  laquelle  le  coel'ficient  de  d.i 

/■(.'■}  =i»g.'. 

est  infini  négatif  jinur  .t  =0,   celte  fonction  étant  d'ailleurs  finie 
pour  toutes  les  antres  valeurs  de  s  entre  Dct  1.  Ici  «  =0;  le  pro- 
duit il  considérer  (.»  —  a)"  f  [x)  est  donc 
j^Mogj-. 

Il  faut  voir  comment  se  comporte  ce  produit  pour  .c^^i^O.  Or, 
quelle  que  soît  la  valeur  positive  attribuée  il  n,  ce  produit  tend 
vers   zéro  {p.  202).  l^n  prenant  par  exemple,   «  =  ^  ■ 

./;^log.r 

tend  donc  vers  une  limite  quand  x  tend  vers  zéro.   L'exposant  ii 
étant  moindre  que  1,  l'intégrale  a  un  sens. 


x^ 


.Hi  rélcineiiL  cliH'éi-eiitiel  dcvieiU  Infini  pour  .r  ^  1.   F.n   écrivant 
on  voit  immédiatement  que  le  produit 
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tend  vei'B    tj-  pour  ,t  =  1.  Cette  limite  étant  dideteiilc   de   zéro, 
et  l'exposant  n  égal  ù  i,  l'intégrale  est  infinie. 

Pour  se  rendre    eompte    de  ce    résultat,    on    peut    dire    <[Uf, 

dans  le  voisinage  de  x:^  1,  la  fonction  ^j— ^  devient  iufiuii' 


\    f    d.r        .      .        ,  ...         .    ^    .  , 

—  /  ~ -,  intégrale  qui  devient  iiHinie  pour  ,f^^  1 . 

IV.  Soit  l'intégrale  : 

X  log.r 
La  fo  nu  lion 

est  nuDe  pour  x  =  (),  car  logO^  — co  ;  elle  rst  finie  tant  que  ,'■ 
va  de  0  à  1  ;  elle  devient  infinie  négative  (juand  .v  tond  vers  l.  Le 
produit  à  considérer  est  ici 


log.r 
=  1.   Faisons  ,(.■=!  —  x' ,   nous  aui 


port 


loga^ 


([Uand  x'  tend  vers  zéro  par  valeurs  positives.  Or.c 
que  1,  on  a 


voit  donc  que,  si  on  prend  n=^-i,  le  rapport  de\icnt 
t' 1 


yGoosle 
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et  iju'il  teni.1  vers  —  1  pour  x'  =^  0.  Donc  le  produit 

Jog.r 

tend  vers  —  1  quand  :v  tond  vers  1 .   Celte  limite  étant  différente 
de  zéro  et  l'exposant  /!  égal  it  1,  l'intégrale  est  infinie. 

V.  Soit  enfin 
où  )'élément  dilTércntiel 
devient  infini  pour  .r  ^ -^  .  Ecrivons 


nous  voyons  que  le  produit 


fe]' 


tend  vers  1  quand  c  tend  vers  -^  .  Ici  l'exposant  n  est  égal  à  3; 
il  est  supérieur  ii  1  et  le  produit  tend  vers  la  limite  1  ditl'érente 
de  0.  L'intégrale  est  infinie. 

Pour  se  rendre  compte  de  ce  résultat,  on  peut  dire  que,  dans  le 

T.  .1  ....  1 

voisinage  de -jr-, la  fonction  - — j — devient  infinie  comme  -z— r-, 

"  I  cos'x  /-  \ 

et  que  son  intégrale  se  comporte  comme  \2       '  / 


fïF 


qui  est  infinie  pou: 
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134.   L'élément  différentiel  devient  infini  entre  les  limites. 
—  Soit  une  intégrale 


,._pv 


où  l'élément  différentiel  devient  infini  pour  une  valeur  c  com- 
prise entre  les  limites.  11  faudra  alors  considérer  séparément  les 
deux  intégrales 


/■V)<ir, 


!/■(' 


f/.r. 


dans  chacune  desquelles  l'élément  différentiel  devient  infini  pour 
une  limite  j:^c.  Pour  que  l'intégrale  proposée  ait  un  sens,  il 
faut  que  chacune  de  ces  intégrales  en  ait  un,  et,  alors,  l'intégrale 
proposée  est,  par  définition,  égale  à  la  somme  de  ces  intégrales  : 


'=£/■>•)''•'■ +//■(») ''*• 


.  —  I.  Considérons  l'intégrale 


dans  laquelle  l'élément    différentiel    devient   infini    pour.ri^^O. 
Construisons  la  courbe  {fig.  63) 


elle  a  deux  branches  infinies  asymptotes 
à  Otf.  On  considérera,  séparément,  les 
doux  intégrales 


J-^  V,r'  Jo     \'.v^ 


Ces  deux  intégrales  ont  un  sens    car  elles  sont  de  la  forme 


f^' 
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I  la  valeur  -77  moindre  que  1.  L'intégrale  indéfinie  est,  pour 


et  l'intégrale  définie  3.  Géométriquement,  cela  veut  dire  que 
l'aire  comprise  entre  la  branche  de  gauche  et  l'axe  Ot/  est  égale 
il  3;  l'aire  symétrique  également.  L'intégrale  proposée  est  alors 
égale  il  6  ;  elle  donne  l'aire  Lotale. 


11.  Soit  l'intégrale 


a  une  Ibrme  analogue  à  la  précédente  {fig.  Glî).  Mais  iei  les  deux 
intégrales 

r"  dj:  p  d.i- 

sont  infinies  toules  les  deux,  comme  on  te  vérifie  immédiatement, 
et  l'intégrale  proposée  n'a  pas  de  se/ts.  Chacime  des  deux  aires 
à  droite  et  à  gauche  de  l'asymptote  est  infinie. 

Il  serait  absurde  d'appliquer  a  une  intégrale  de  ce  genre  les 
règles  qui  ont  été  établies  pour  le  cas  oii  la  fonction  a  intégrer 
est  finie  dans  l'inLervalle  d'intégration.  Ainsi,  pour  cette  intégrale 


11  serait  absurde  de  prendre  l'intégrale  indéfinie  — -  —-  et  do 
dire  que  l'intégrale  définie  est  égale  à  la  différence  des  valeurs 
de  —  —  aux  deux  limites,  c'est-Ji-dire  a  —  2.  Cette  règle  établie 
pour  calculer  les  intégrales  définies  suppose  en  effet  essentielle- 
ment que  la  fonction  à  intégrer  i-esle  finie  entre  les  limites,  ce 
qui  n'a  pas  lieu  ici. 
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135-  L' élément  différentiel  devient  inûni  aux  deux  limites. 
—  Co  Ciis  se  ramène  aux  précédents. 
Soil  une  intégrale 


h  /"(.r)   tlevieiil    infini 


aux  limites  a  et  ù,  et  reste  fini  entre  les 
limites.  Soit  (:  un  nombre  quelconque 
compris  entre  «  et  //. 

On  considérera  les  deux  intégrales 


/«■' 


rfj-, 


/'■« 


dans  chacune  desquelles  l'élément  diffé- 
rentiel   devient    infini   pour    une  limite . 
Pour  que  l'intégrale  proposée  ait  un  sons, 
il  faut  que  chacune  de  ces  deux  intégrales  ait  nn  sens  et  alors 
la  proposée  est,  par  définition,  égale  à  leur  somme. 


-  Soit  M 


;  l'intégrale 


=AH, 


présente  deux  asymptotes  d'abscisses  a  et  p.  Si  on  appell 
nombre  intermédiaire,  on  considère  les  deux  intégrales 


i>5 


J.l/(.r-,)0-., 
Ces  deux  intégrales  ont  chacune  un  sens,  car 

tendent  vers  des  limites  pour  x  =  a.  etx^  p. 
L'intégrale    proposée   a  donc   un  sens;    elle 
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comprise  entre  la  courbe,  les  deux  asymptotes  et  l'axe  Oj^.  Pour 

la  calculer,  il  siiflit  d'employer  les  formules  du  11°  84  tjni  donnent 


136-  L'élément  différentiel  devient  infini  aux  limites  etpour 
des  valeurs  intermédiaires.  —  Soit  l'intégrale 

I =(/■(■'■)'''. 

oit  f[.T}  devient  infini,  pour  x=-a ,  x^^-li,  cA  dos  valeurs  inlcrmii- 
diaires  .j=  k,  ,r~-fi,  ,r  =  y.  Supposons 

«<a<]5<Y</-. 
On  considérera  les  intégralos 

(j;  //'(■'■) <'■'.    //'{■•'■)■'■■■.    X'; '-''■'■'    .("'''■''''■''■ 

Pour  que  l'intégrale  proposée  ait  un  sens,  il  faut  que  chacune 
de  ces  intégrales,  traitée  par  la  méthode  du  numéro  précédent,  en 
ait  un.  L'intégrale  proposée  est  alors,  par  définition,  la  somme 
des  intégrales  (J). 


II.  —  INTÉaSàLES  DANS  LESQUELLES  UKE  DES  LIMITES  EST  INFINIE 

137.  Défmition.  —  Soit  une  intégrale  do  la  forme 

Cotte  notation  n'a  aucun  sens  par  elle-même,  car  jusqu'ici 
nous  avons  donné  toutes  les  définitions  en  supposant  les  limites 
finies.  Pour  voir  si  l'on  peut  attribuer  un  sens  ii  l'intégrale  consi- 
dérée, on  considère  l'intégrale  auxiliaire 


f^"''' 


où  la  liniito  supérieure  est  iinic.  Puis,  dans  cette  intégrale,  on 
l'ait  croître  II  indéfiniment.  Alors  deux  cas  se  présentent  : 
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l'  Si  l'Intégrale  /  f{.i)  d.r  Lend  vers  iiiio  limite  quand  /'  aug- 
mente indéfiniment,  celte  limite  cs\.,j)ûr  dèfinllîon,  la  valeur  de 
l'intégrale 

2"  Si  l'intégrale  l/(i')  d.c  ne  tend  vers  aueune  limite  ([iiand  h 
augmente  indéfiniment,  soit  qu'elie  devienne  infinie,  soît  qu'elle 
devienne  indéterminée,  on  dit  que  la  notation 

!/"'■'■ 

n'a  aiienn  sens  ;  ou  eneore  on  dit,  sulvaiU  les  cas,  que  l'intégrale 

fsl  ii'piiie  ou  indélerminèc. 

KXKMPLKS.—   I.    Soil 

Considérons  l'intégrale  auxiliaire 

comme  on  le  voit  immédiatement  en  rennu'qaaut  qnc  l'intégrale 
indéfinie  est  —  e~'.  Quand  ir  augmente  indéfiniment,  e"''  tend 
vers  zéro.  L'intégrale  auxiliaire  tend  donc  vers  la  limite  1;  l'on 
a  alors 


/.■..,^i. 


Géométriquement,  si  Toi)  construit  la  courbe 

y  =  e-' , 

qui  est  asymptote  à  O.r,  notre  raisonnement  montre  que  l'aire 
comprise  entre  la  courbe,  l'axe  Oy  et  l'asvmptote  O.c  est  finie  et 
a  pour  valeur  1, 
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]I.  Soit riiitôgviile 


expression  qui  devient  iiifinir;  avec    l>.    L'intégrale  proposée    est 
donc  infinie. 
La  courbe 


y  = 


i- 


st  eiicoïc  asymptote  il  O.c;  mais  l'aire  esl  itcUiellement  infinie, 
m.  Soit  enfin 


Quand  b  augmente  indéfiniment,  siji  b  n'a  aucune  limite,  tout 
en  restant  compris  entre  —  1  et  -|-  i.  L'intégrale  proposée  est 
donc  indôterniinèe. 


138.  Examen  de  quelques  cas  où  la  fonction  f{i]  c 
•n  sig'ne  constant  pour  de  très  grandes  valeurs  de  .r  et  tend 
'ers zéro  quand. i'  augmente  indèûniment. 

1°  Caa  particulier.  Soit  l'intégrale 


où  j)  est  un  exposant  positif  quelconque  et  a  un  nombre  que  nous 
supposonspositif,  pour  éviter  quela  valeur  zéro,  rendant —-infini, 
soit  comprise  dans  l'intervalle  d'intégration. 

La  fonction  — -  conserve  évidemment  un  signe  constant  quandyj 
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augmente  indéfiniment.  Nous  allons  montrer  (|ne  :  l'intégrale  a 
un  sens  quand  p>  i;  l'intégrale  est  infinie  quand  j)<i. 
En  effet,  calculons  d'abord  l'intégrale  auxiliaire 

f'A^'L  —  /";.-  -  d.i  =  '''~"  —  «'"" 

Si /J  est  plus  grand  r[ue  1,  1  — p  est  négatif  et,  quand  b  croit 
indéfiniment,  b^~^'  tend  vers  zéro.  L'intégrale  a  doue  alors  une 
limite,  et  on  peut  écrire 

r  ('x       «'-'  ,     ,, 


J.  .<-     p-1       "-  ' 

Si/>  est  inférieur  à  1,   1  — p  est  positif  et,  <[ua 

Lul  h  cm 

it  itido- 

finiment,  i'^^  croit  aussi  au  delà  de  toute  iimilc  ; 

riiilcgii 

,1c  ,„.„. 

posée  est  donc  alors  infinie. 

Si;j  =  l,  on  a 

_/  '-^--logi-log.». 

expression  qui  devient  infinie  avec  h.  Donc 

r^--  ^"^'î- 

Si  on  consliuil  la  i:ouibc 

cette  courbe  a  pour  asymptote  O.r  ;  l'aire  comprise  entre  une 
ordonnée  fixe,  la  courbe  et  l'asymptote  a  une  valeur  finie  pour 
p>i;  elle  est  infinie  pour p^i. 

1"  Intégrales  se  J'amenanl  aux  précédentes .    Soit  ime  intégrale 

I =[/■;»■)  <'.'■, 

dans  laquelle  la  fonction  f[x)  conserve  un  signe  constant,  le  sîgne+ 
par  exemple,  quand  j:  augmente  indéfiniment  ;  nous  supposerons, 
de  plus,  que  cette  fonction  tende  vers  zéro  quand  .r  devient  iuiiui. 
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Si  on  construit  la  courbe  1/  =  f{i:),  cette  courbe  peiit  couper  Ox 
un  nombre  quelconque  de  fois,  mais,  a  partir  d'une  abscisse  dé- 
terminée, suffisamment  grande,  elle  reste  d'un  même  côté  de  0^, 
iiu-dessus  par  exemple,  et  elle  est  asymptote  à  Oa:.  Nous  voulons 
donner  une  règle  pour  reconnaître  dans  des  cas  simples,  si  l'aire 
comprise  entre  la  courbe  et  Taxe  des  x  est  finie  ou  non. 

Si  on  considère  deux  points  C  et  B'  de  la  courbe  dans  la  par- 


tie qui  est  et  demeure  au-dessus  de  Ox  et  si  on  appelle  c  et  h  les 
abscisses  de  ces  deux  points,  CC  et  BB'  leurs  ordonnées,  en 
supposant 

l»c, 
on  peut  écrire 

La  première  intégrale  du  deuxième  membre  a  un  sens  bien 
défini  ;  la  deuxième  représentant  l'aire  CC'B'B  croît  constamment 
avec  h  ;  il  s'agît  de  voir  si  elle  reste  finie  quand  b  devient  infini. 

Pour  cela,  on  considère  le  produit 

OÙ  /;  esi  posilif.  Ce  produit  se  présente  sous  la  forme 

«  XO 

quand  X  augmente  indéfiniment.  On  cherche  si,  par  un  choix 
convenable  de  p,  on  ne  peut  pas  amener  ce  produit  à  avoir  une 
limite. 

1"  ?>\,p  ayant  une  certaine  valeur  supérieure  it  i,  le  produit 
x''f{j:'j  tend  vers  une  limite  l,  l'intégrale  proposée  est  finie. 
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2"  Si,  p  Hyaiit  une  certaine  valeur  inférieure  ou  égale  u  1,  le 
produit  x^'fix)  tend  vers  une  limite  l,  différente  de  zéro,  l'Inté- 
grale proposée  est  infinie. 

Premier  cas.  —  Supposons  craborc!  qu'il  existe  un  nombre  ji 
supérieur  \\  i,    tel  que  le  pruduiL 

tende  vers  une  limite  /,  limite  qui  peut  d'ailleurs  être  nulle,  quand 
X  augmente  indéfiniment.  Dans  ces  conditions,  il  est  évident  que 
ce  produit  est  très  voisin  de  l  quand  ^  est  très  grand. 


Parta 
::  et  de 


La  pv, 
A  moiitn 


s  alors  l'intervalle  de  û  à  «    en  deux  parties  de  a  ;i 
à  00  ,  c  étant  très  grand.  On  a 

/?;.'■)  «i.' =//\'')  <''■ +/?(•'■!  <'■'■ 

mière  intégrale  du  deuxième  membre  est  finie;   il  reste 
f  que  la  deuxième  est  aussi  finie.  Or,  le  prdduil 


tendant  vers  l  pour  x  infini,  si  on  appelle  M  un  nombre  positif 
fixe  supérieur  à  ^,  il  est  évident  que,  .v  étant  très  grand,  le  pro- 
duit x''f{x),  qui  est  très  voisin  de  l,  est  inférieur  à  M.  On  peut 
donc  choisir  c  assez  grand  pour  que,  x  étant  supérieur  à  c,  on  ait 


/Â-)-<"B- 


Comme  p  est  plus  grand  que  1,  la  deuxième  intégrale  est  finie; 
la  première,  qui  est  moindre,  est  finie  également,  et  l'intégrale 
proposée  est  finie. 

Deuxième  cas.  —  Supp<isons  maintenant  qu'il  existe  un  nom- 
bre p  inférieur  ou  égal  à  1,  tel  que  le  produit 
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tende  vers  iiiie  lîmile  l,  dî/férenle  de  xéro,  pour  x  =  ce  .  Oii  poiirrii 
écrire  l'intégrale  proposée,  comme  plus  haut, 


j/W  *'+//(»)'' 


c  étant  très  grand.  La  première  intégrale   est  fuiie  ;  nous  allons 
voir  que  la  deuxième  est  infinie. 

Soit  m  un  nombre  positif  moindre  que  l 

0<m<l. 

Quand  x  est  très  grand,  le  produit  *''/'(,«)  est  très  voisin  de  l 
et,  par  suite,  supérieur  à  m.  On  peut  donc  prendre  c  assez  grand 
pour  que,  tétant  supérieur  iie,  on  ait 

»'/■{■'■)>'». 

/■(■«)  >-5r- 
Alors 

Comme  p  ^  1,  l'intégrale  du  deuxième  membre  est  infinie,  celle 
du  premier  également.  L'intégrale  proposée  est  donc  infinie. 

139.  Exempt.es.  —  I.  Soit  l'intégrale 

Actuellement 

I  I 

/■(.'■; 


Donc  le  produit 


a  1 

•m  =  - 


3 
tend  vers  1  <[Uiind  :c  augmente  indéfiniment.  L'exposant -:j- ét:Hit 

supérieur  à  1,  l'intégrale  est  finie. 

^PPELL.  Analyse.  U: 
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II,  Soit  rintôurule 


pw, 


actuellement 

f[x]  =  e-'". 

Or,  /;  ôlaiit  un  oxposaiit  positif  queleoiKjue,  le  produit 
.,'f{x)  =  :^'-e-\ 

tend  vers  zéro  pour  x  infini .  On  peut  donc  prendre  p  =  2,  pour 
fixer  les  idées,  et  dire  que  ,r^e~^  tend  vers  zéro  quand  x  aug- 
mente indéfiniment.  L'exposant  />  étant  supéi'îour  à  1,  l'intégrale 


On  a 

im- 

Donc 

le  produit 

/■■■   \                  ■' 

i/l+Jr 


tend  vers  1  quand  x  augmente  indéfiniment.  L'exposant  yj  étant 
égal  à  1,  et  la  limite  de  x  f[x)  différente  de  zéro,  l'intégrale 
considérée  est  infinie. 

On  peut  se  rendre  compte  de  ce  fait  en  remarquant  que,  pour 
outres  grand,  la  valeur  principale  de 
1 


est  —  et  que  l'Intégrale  proposée  se  compoi 
qui  est  infinie  avec  x. 
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140.  Remarque.  —  Nous  avons,  pour  simplifier,  supposé  que 
f[x)  conserve  le  même  signe  quand  x  est  supérieur  à  un  nombre 
fixe  suffisamment  grand  el  que  f[x)  tend  vers  zéro  quand  x 
devient  infini.  11  ne  faudrait  pas  croire  que  cette  dernière  condi- 
tion est  nécessaire  pour  que  l'intégrale 


X^'- 


\(lx, 


soit  finie,  quand  f{-v)    consf 
grand. 


m- 


1- 


cctLc  fonction  conserve  le  signe  -|-  qi 
ment;  mais  elle  ne  tend  pas  vers  zérc 
valeur  de  la  forme  /c-t:,  k  étant  un  enti' 
que  l'on  veut,  on  a 

La  courbe 


e  augmente   indéfini- 
si  on  donne  à  x  une 


est  donc  au-dessus  de  Ox 
elle  louche  la  droite  ji  ^  1 


elle   n'est  pas   asymptote  à  Ox,   car 
en  tons  les  points  ayant  pour  abscisses 


0,77,2;:, ,/,-,  ....   Pour  la  tracer,  on  peut  remarquer  qu'elle 

a  courbe  y  =  — — ■— ■  ^-  en  tous  les  points  d'aliscisses 


touche  auaai  lu  muiuc  ij  — ■  -, — ■— ■  .- 
_     q-      fi-  J.  H-,r 

-?-,^.4f,. ..(/!«■■  66), 


Cependant  l'intégrale 
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est  finie.  Pour  le  voir,  on  ne  peut  pas  employer  la  méthode  pré- 
cédente qui  suppose  que  la  courbe  est  asymptote  a  Ox. 

Nous  emploierons  une  méthode  qui  réussit  dans  beaucoup  de 
cas  et  qui  consiste  i\  partager  l'aire  comprise  entre  la  courbe  et 
l'axe  Ox  en  tranches,  par  des  ordonnées,  et  h  vérifier  que  la  série 
formée  par  la  somme  de  ces  tranches  est  convergente.  Nous 
partagerons  ici  l'aire  par  les  verticales  d'abscisses 

0,  -,  2t.,  377, 

Nous  aurons  alors  en  appelant  ii^,!i„...,ii,„  les  aires  de  ces 
tranches  qui  sont  toutes  positives, 

«„  =  fflx)  dx,  //,  ^  ffix)  dx, 

Mettons  à  pari  ii„,    nous  allons  montrer  que  la  série 

",  +  "H- +  "„+ 

est  convergeitle.  l'our  cohi,    nous    chcicheroiis  une    limite   supé- 
rieure de  ji„.  Si,  dans  l'intégrale  ;(„.  on  fait 


(«^  +  ?)>>«'-'-l, 
ç-  dt 

""    V„     1+(hV— Ijsin^Z   ' 

r-  dt 

"      Jo      COS^i  +  72'7:'sin^  t 

Cette  intégrale  est  aisée  à  évaluer;  on  peut  écrire,  en  divisant 
haut  et  bas  par  cos"  t, 

1       >'-    d  i/rr,'  tang/) 


et,  comme 


vi„„g,)' 
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et,  en  intégrant 

1       I  ...  ^h 

"«  <    -,  .,    ai-ctiuig  [«"-tan  g  l]\  . 

Or,  quand  i  part  de  zéro,  l'arc  tangente  part  de  0;  quand/  =  -^  , 
l'arc  tangente  est  égal  à  -7^  et,  /  continuant  à  croître  jusciu'à  tt, 
l'arc  tangente  croît  jusqu'il  ti.  Donc,  pour  i  =^  0,  l'intcgriile  indé- 
finie est  nulle  ;  pour  !.  -^=  t:,  elle  est  égale  a  t:,  et  on  a 


a  donc  ses  termes  respectivement  plus  petits  que  ceux  de  la  série 
convergente 

1    /  1  1  i  1  \ 

t(t+^+-f+ +— + )■ 

Elle  est  donc  convergente  et  l'iûre  comprise  entre  la  courbe 
et  Ox  a  une  valeur  finie. 

Ce  résultat  tient  à  ce  que,  dans  la  courbe,  les  ondulations 
qui  vont  toucher  la  droite  ^=1,  deviennent  de  plus  en  plus 
étroites,  de  telle  façon  que  la  somme  de  leurs  aires  est  finie. 

141-  Esamen  de  quelques  cas  où,  x  croissant  indéfiniment, 
f  (s)  change  constamment  de  signe. 

Peemier  exemple. —  Soit  l'intégrale 
Actuellement,  lit  fonction  à  intégrer 

/'W  =  -^^' 

est,  quelque  grand  que  soil  x,  tantôt  positive   et  tantôt  négative. 
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Construisons  la  courbe 


quanil  X  viirie  de  0  à  +  x    :    celle  coiirbu  part  du  point  x  =  0, 
7/  =;  1  ;  elle  coupe  Qx  aux  points 


l,a  courbe  a  la  forme  d'une  sinusoïde,  mais  l'ordonnée  maxi- 
mum de  chaque  onde  est  moindre  que  l'ordonnée  maximum  de  la 
précédente  [fig.  (j7J. 


Appelons  »,,  «5,  — ,  H„ies  valeurs  absolues  des  aires  des  diverses 
ondulations.  On  aura 

en  général 

La  ligure  montre  que  les  aires  successives  ii„u^,  — ,  w„^.i, 
vont  en  décroissant  et  que  l'aire  «,,^1  tend  vers  zéro,  quand  n 
devient  infini.  C'est  ce  qu'on  vérifie  sur  l'intégrale  précédente 
donnant  ii„i,.  Faisons-y  le  changement  de  variable 

les  nouvelles  limites  pour  (  sont  0  et  7:;  on  a  de  plus 

sin^^sin(H-H-  ;)  =  ( —  l)''sin;; 
donc 
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Cette   intégrale  diminue  évidemment  quand  n  ai 
tend  vers  zéro  quand  n  devient  infini. 
D'après  cela,  l'intégrale  proposée 


qui  est  la  somme  algébrique  des  aires  des  diverses  undes  com- 
prises entre  la  conrbe  et  l'axe  Ox  est  la  limite  de  la  somme  de 
la  série 


Cette  série    a  ses  termes   alternativement  positifs  et  i 
chaque  terme  est  plus  petit  que  le  précédent  et  le  terme 
«„  tend  vers  zéro.    La  série  est  donc  convergente  et  l'intégrale 
considérée  a  une  valeur  déterminée  égale  à  la  somme  de  la  série. 

Nous  verrons  plus  loin  que  cette  valeur    est  -y . 


Deuxième  exemple. Iiiiégrales de  Fresnel.  i  sin.r^  dx,  j  cos  .ï^  dj:. 
—  Ces  intégrales   se  présentent  dans  la   " 
théorie  de  la    diffraction  de  la    lumière. 
Nous  allons  montrer  qu'elles  ont  un  sens. 
Prenons  la   première   et  construisons  la 
courbe 


pour  ies  valeurs  positives  de  x.  La  ci 
coupe  l'axe  O.e  aux  points 


Lrbc  part  de  l'origine,  elle 


>^  =  Vkr.. 


Elle  est  ondulée  comme  une  sinusoïde;  chaque  ondulation  a 
pour  ordonnée  maximum  ou  minimum -|-1  ou  —  1.  Mais  les  ondu- 
lations vont  en  se  resserrant  de  plus  en  plus.  En  effet,  !a  distance 
de  deux  points  d'intersection  consécutifs  avec  O.r,  A„A„^j,  est 
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u  éoi'it,  en  ranltipliiint  et  divisant  par  la  somme  tîes  radi- 


caux, 


'  V'(«  +  1)-+V'«7.' 


Celte  distance  décroît  quand   ii    augmente   et  tend  vers  zéro. 
On  en  conclut,  comme  le  montre   la  forme  de  la  courbe,  que  si 


désignent  les  valeiii's  absolues  des  aires  des  diverses  ondes,  on  a 

Jl^>  »5>«; >",n 

et  Uni  »,i  =  U  ponr  x=^rj-_  . 

L'intégrale  /  sin  x^  d.x,  étant  égale  ii  la  somme  algébrique  de 
ces  aires,  est  égale  à  la  somme  de  la  série  suivante  à  termes  alter- 
nativement positifs  cl  négatifs 


Cette  série  est  convergente,  puisque  ses  termes  décroissent  cons- 
tamment et  indéfiniment.  L'intégrale  Considérée  a  donc  un  sens. 
Le  même  raisonnement  s'applique  à 

/  cos,f^(/j'. 

On  démontre  que  la  valeur  uiimécique  des  deux  intégrales  de 

Fresnel  est  \/-îr' 

142.  Cas  oùîes  deux  limites  sont  infinies.  —  Si  on  a  une  in- 
tégrale de  la  forme 

pour  voir  si  elle  a  un  sens,  on  la  partage  en  deux 

Si  chacune  de  ces  intégrales  a  scparcmcnl  un   seus,  la  propo- 


sée en  a  un. 
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CHAPITRE    IX 

TANGENTE   A.   UNE   COUIiBE   PLANE. 

MAXIMUM   ET   MINIMUM    D'UNE    FONCTION 

D'UNE   VARIABLE 


I.  —  TANGENTE,  NORMALE,  SOOS-TANGENTE,   SOUS-NORMALE 

143.  Tangente.  —  So'a 

l'équation    d'une  courbe   plane    en    coordonnées     cartésiennes. 
L'équation  de  la  tangente  au  point  M(,c,!/)  est 

¥-,/  =  ■,;  (x-«), 

X,  Y  désignant  les  coordonnées    courantes  et  t/'^  b»  dérivée  de  // 
par  rapport  à  .r.    Avec  la  notaLion  dillerentielle,  cette    équation 


144.  Cas  où  l'équation  n'est  pas  résolue .  ~  Soit 
F{,,-.y;=0, 

l'équation  d'une  courbe  non  résolue  par  rapport  à  y.  En  égalant 
à  zéro  la  dérivée  par  rapport  i»  s  de  la  fonction  F[x,  y)  où  y  est 
regardé  comme  fonction  de  x,  on  a 
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■>:/ 

l-'équiitlon  de  la  tangente  au  point  {.e,  y)  devient  alors,  si  en  y 
empliioe  -=^  par  coUc  viilcur, 


Points  singuliers.  —  Il  peut  nrriver,  exceptioniiclleineiit,  qn'eji 
un  point  [x,  y)  les  dériviscs  partielles  — —  et  -- — ■  soient  luiUcii 

L'équufion  précédente  de  la  tangente  devient  une  ichulilè;  on 
dit  que  ces  pointa  particuliers  sont  des  points  singuliers. 

Ce  sont  ordinairement  des  points  où  plusieurs  branches  de 
courbe  se  croisent  et  où,  par  suite,  il  existe  plusieurs  tangentes. 

Exemple.  —  Prenons  l'équation  d'une  courbe  algébrique 
dans  laquelle  les  termes  de  moindre  degré  sont  du  deuxième 
degré 

Ax^  +  2Ha'^  +  C7/^  +  ?,{.r,//j+ +  Y„'r,7/)  =  0 

oùA,B,C  désignent  des  constantes,  ?3(.'C,ï/)  l'ensemble  des  termes 
homogènes  du  troisième  degré  en  x  et  y, 
a„{,r,  î/)  l'ensemble  des  termes  homogènes 
de  degré  n  en  x  et  y.   L'origine  ^  =;  0, 
y^O  est  un  point  de  la  courbe,  mais  les 
s       dérivées  partielles  du  premier  membre  de 
l'équation  s'annulant  pour  x  =  0,  y  =  0, 
l'origine  est  unpoint  singulier.  Pour  trou- 
ver les  tangentes  en  ce  point,  nous  procéderons  comme  il  suit. 
Coupons  la  courbe  par  une  sécante  [fig.  69), 
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passant  par  0.  L'éqnation  aux  x  des  points  de  rencontre  s'obtient 
en  remplaçant  y  par  ?nx  dans  l'équation  de  la  conrbe.  On  a 
ainsi  une  équation  qui,  quel  que  soit  m,  admet  la  racine  double 
,'r^O.  Les  autres  points  d'intersection  ont  pour  abscisses  les 
racines  de  l'équation 

(1)      A  +  2BHi-t-C/;;'  +  xa,(l,/»)-H -^x"-^  ■s^[i,m)  =  'd. 

Ainsi,  toute  sécante  passant  par  0  coupe  la  courbe  en  deux 
points  confondus  avec  0  :  on  dit  que  ce  point  est  an  point  double 
de  !a  courbe.  Pour  que  la  sécante  0  M  devienne  tangente  enO, 
il  faut  déterminer  le  coefficient  angulaire  m  de  façon  qu'un  nou- 
veau point  M  d'intersection  vienne  se  confondre  avec  0,  c'est-à- 
dire  que  l'équation  (1)  ait  «ne  nouvelle  racine  jiulle.  Pour  cela, 
il  faut  et  il  suffit  que  m  soit  mie  racine  de  l'équation  : 
A+2B/«  +  C»i-  =  0. 

On  peut  donc  mener  au  point  0  il  ki  courbe  deux  tangentes 
qui  sont  réelles  et  distinctes,  ou  confondues,  ou  imaginaires, 
suivant  que  l'équation  en  m  a  ses  racines  réelles  et  distinctes,  ou 
égales,  ou  imaginaires.  En  y  remplaçant  m  par  ~  et  chassant  le 
dénominateur,  on  obtient  une  équation  homogène  du  deuxième 
degré  représentant  l'ensemble  de  ces  deux  tangentes 

A^'^  -f-  2  Bx7j  +  Cif  =  0. 

Cette   équation   s'obtient  en   égalant 
termes    de    moindre    degré    dans    l'équation 
de  la  courbe. 

Quand    les    tangentes    en    O   sont    iniagi- 


H^- 


-AC<0, 


il  n'y  a  pas  de  points  réels  appartenant  à  la 
courbe  dans  le  voisisinage  de  O  :  ce  point 
s'iippelle  alors  un  point  isolé  de  la  courbe.  Tel  serait  le  cas  de  la 


irbc 


1  point  isolé  (/!-.  70). 
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145-  Cas  où  les  coordonnées  ,r  et  y  d'an  point  de  la  courbe 
sont  fonctions  d'un  paramètre  u.    —   Si  l'on  a,  le  long  tViiiie 


»  =  *(«!. 


[édiiit 


et  l'équiitioii  de  la  tiiiigeiite  tic 
Y  —  4(ni  = 


",,,)du. 


-?(")!■ 


146-  Cosinus  directeurs  de  la  tang^ente.  —  Soit  s  l'in-c  de 
courbe  AM  compté  positivement  dans  le  sens  AM,  à  partir  d'une 
origine  A  prise  sur  la  courbe  {/Ig.  71).  Menons  la  tangente  Mi 
dans  le  sens  positif  ÂM  et  appelons  t  l'angle  de  Mi  avec  Ox. 
Nous  allons  démontrer  les  formules 


d:i!  ^=  ds  cos  tr 


=  ./.s-s 


ocla,  considérons  un  point  voisin  M,  de  la  courbe  obtenu 


en  faisant  croître  s  d'une  quantité  positive  As.  Les  coordonnées 
a;  et  j  de  M  subissent  des  accroissements  MQ  =  i,r,QM,  =A?/  cl 
le  triangle  QMM,  donne 

i.r  =  corde  MxM..cos(MM„  Ox] 

i^/  ^  corde  MM,siu{MM„  O.*') 

oii  (MM„Oj^)  est  l'angle  de  MM,  avec  Ox.  Divisons"]  ces  deux 
relations  par  As,  et  faisons  tendre  As  vers  zéro  en  remarquant 
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corde  MM, 


-  tend  vers  1,  et  que  l'angle  (MM,,  O.r)  tend  vers  a, 
nous  aurons 

dx  _  dy  __   . 

d.-<    —*'"''''  ,/,s.  —  *""^' 

Ce  sont  les  formules  à  démontrer. 

On  peut  facilement  les  retenir  en  remarquant  qu'elles  expri- 
ment que  les  projections  d'un  élément  d'arc  ds  sur  les  deux  axes 
sont  dx  et  dy. 

147-  Position  de  la  courbe  pur  rapport  à  la  tangente.  — 
Prenons,  sur  la  courbe,  un  point  M,  voisin  du  point  de  contact  M 
de  la  tangente  M/  :  soient  x  -{-  h  l'abscisse  et 

l'ordonnée  de  ce  point.  Soit,  d'autre  part  {fi^'.  71),  M^  le  point  de 
la  tangente  ayant  même  abscisse  x -{- h  que  M,  el  y^  l'ordonnée 
de  ce  point  M^^.  Cette  ordonnée  est  fournie  par  l'équation  de  la 
tangente,   où  on  fait  X^^  +  /t 


Si  on  développe  l'ordonnée  j/,  de  la  courbe  par  la  formule  de 
Taylor,  on  [i 

,'7, =/'M+ Y^'^w +-^rw  + 

On  remarquera  que  l'ordonnée  t/^  de  la  tang'ente  s'obtient  en 
limitant  le  développement  de  l'ordonnée  ;/^  de  la  courbe  k  ses 
deux  premiers  termes. 

Pour  avoir  la  position  de  la  courbe  par  rapport  ii  la  tangente, 
formons  la  différence  î/, —  y^  : 

;/,-;/.=-^[rM  +  4/'"'W+ ]■ 

Supposons  d'abord,  ce  qui  est  le  cas  général,  (]uef"la:/  n'est 
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piis  uni  LiLi  point  M.  Alors,  h  étant  pris  pour  infiniment  petit  prin- 
cipal, la  différence  i/,  — y^  est  infiniment  petite  du  deuxième  ordre. 
Quant  au  signe  de  j,  —  ?/,,  il  est,  pour  h  infiniment  petit,  le 
même  que  celui  de  f"{x),  car  la  parenthèse  a  évidemment  le 
signe  de  /""(x)  quand  h  tend  vers  zéro. 

Si  donc  /'"{xj  est  positif,  y,  —  y^  est  positif,  quel  que  soit  le 
signe  de  /(  ;  aux  environs  du  point  M,  la  courbe  est  au-dessus 
de  la  tangente  ;  elle  tourne,  en  M,  sa  concavité  vers  les  y  positifs. 

Si  f"{x)  est  négatif,  y^- — y^  est  négatif,  quel  que  soit  le  signe 
de  h  ;  aux  environs  du  point  M,  la  courbe  est  au-dessous  de  la 
tangente;  elle  tourne,  en  M,  sa  concavité  vers  les  y  négatifs. 

Pour  obtenir  les  points  d'intersection  de  la  tangente  avec  la 
courbe,  il  faut  chercher  les  valeurs  de  k  pour  lesquelles  la  diffé- 
rence y,  —  i/j  est  nulle.  On  a  ainsi  l'équation 


0- 


■rH+-^r;-; 


qui  adincL  la  racine  double  A  =  0.  C'est  ce  qu'on  exprime  ( 
disant  que  la  tangente  coupe  îa  courbe  en  doux  points  confondi 
avec  le  point  de  contact. 

Points    d'inflexion.  . —  Supposons  maintenant  qu'au  jioint  M  c 

/"(■'■)=". 

f"  (.t)  étant  dificrent  de  zéro.  On  a,  dans  ce  cas, 


4N+4/-W+ J- 


La  diffé] 


—  î/5  est  alors  infiniment  petite  du  troisième 
ordre,  quand  h  est  pris  pour  infiniment  petit 
principal.  Le  signe  de  la  parenthèse  étant 
celui  de  f"'{-'t:)  pour  h  suffisamment  petit, 
on  voit  que  y^  —  y^,  contenant  k^  en  facteur, 
change  de  signe  avec  /;.  La  courbe  est  donc, 
à  gauche  de  M,  d'un  côté  de  la  tangente;  ii 
droite  de  M,  de  l'autre  côté.  La  tangente  Mi 
traverse  la  courbe  {fg.  72);  le  point  M  est  appelé  point  d'in- 
flexion.   La  tangente  en  ce  point  a   trois  points  communs  con- 
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fondus  avec  l:i  courbe,  car  l'équation  donnaut  les  valeurs  de  h  qui 
coM'esp  onde  lit  aux  points  de  rencouLrc  de  la  tangente  avec  lii 
courbe 

!l, -!/.  =  <>, 

contient,  iictuellement,  /(■*  en  Gicteur  et  admet  la  racine  U'iple 
h  =  0. 

Si  f"'{:e)  était  nul  en  même  temps  que  /'"(x),  f'^Çi')  étant  diffé- 
rent de  zéro,  la  courbe  serait,  aux  environs  de  M,  d'un  même  côté 
de  la  tangente,  mais  cette  tangente  aurait,  avec  la  courbe,  quatre 
points  communs  confondus  en  M. 

148-  Propriété  caractéristique  de  la  tangente.  — De  toutes 
les  droites  passant  par  un  point  H  d'une  courbe,  la  tangente  est 
celle  qui  se  rapproche  le  plus  de  la  courbe.  Soit 

Y-,/  =  ,„;X-.r>, 

l'équation  d'une  droite  passant  par  le  poiuL  J[{.i,  ;/)  de  la  courbe. 
Si  on  prend,  comme  plus  haut,  le  point  M,  de  la  courbe  d'abs- 
cisse .X  -|-  h  et  d'ordonnée 

?/,=/■;■'■+/';.. 

le  poiiU  M,  de  la  droite  ayant  môme  al>scisse  X=^,r+/i  a  pour 
ordonnée 

7/,=  rj-i~m/>=f[.r)^mk. 

La  différence  y, — y^  des  ordonnées  correspondantes  de  îa 
courbe  et  de  la  droite  est  donc,  en  développant  f{œ-\-h)  par  la 
formule  de  Taylor, 


'j.=''[/'';.'-)-'«]+xT /■"(■'■)- 


Tant  que  m  est  différent  de  f'{.e)  cette  différence  est  infini- 
ment petite  du  premier  ordre  par  rapport  à  h.  Pour  qu'elle  de- 
vienne infiniment  petite  d'un  ordre  supérieur,  il  faut  et  il  suffit 
que  m  =  f'{.r),  c'est-à-dire  que  la  droite  devienne  tangente  à  la 
courbe.  ... 
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149-  Autre  manière  d'obtenir  l'équation  de  la  tangente.  — 
Soit  une  oouibe  définie  par  les  équations. 

Pour  que  l^i  droite 

AX  +  BY+C  =  0 

soit  tangente  à  la  courbe  au  point  M  correspondant  à  une  viileur  ii 
du  paramètre,  il  faut  et  il  suffit  que  l'équation 

(2)  ,U(„)+B<.(»)  +  C  =  0, 

qui  donne  les  valeurs  de  u  correspondant  aux  points  d'intersec- 
tion de  la  droite  avec  la  courbe,  admette  cette  valeur  de  u  comme 
racine  double.  Il  faut  donc  que  cette  valeur  de  u  annule  aussi  la 
dérivée  du  premier  membre  de  (2)  ; 

D'après  cela,  en  remplaçant  C  par  sa  valeur  tirée  de  (2),  on  u 
pour  l'équation  de  la  tangente  cherchée 

et  d'après  (3),  en  remplaçant  -^   par  sa  valeur, 

-.y(»)lx-=(»)]  +  î'(n;[V-4(")l=«. 

ce  qui  est  bien  l'équalion  déjii  trouvée. 

Points  d'inflexion.  —  Si  le  point  M  correspondant  it  ii  est  un 
point  d'inflexion,  la  tangente  en  ce  point  coupe  en  trois  points 
confondus,  et  l'équation  (2)  admet  u  comme  i-acine  triple. 

Ou  a  donc  la  nouvelle  condition 

;4)  A-/('/)+B'y';«)=o. 

Ii'climjnalion  de  A  et  B  entre  les  deux  relations  (3}  et  (/t)  donne 
l'équation 

?'{«)4"(")-i'i(«)?"(")  =  ». 
qui  est  vérifiée   par  les  valeurs  de  a  correspondant  aux  points 
d'inflexion. 
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150-  Ordre  de  contact  de  deux  courbes.  — Omskli'rons  deux 
ooTirbcs  pianos  (lig.  73) 

iiyaiit  un  point  commun  M  de  coordonnées  ,)■  et  i/.  Soient  i/,  et  i/^ 
les  ordonnées  :\I,P.  et  ?>I,P,  des  deux  courbes  correspondant  a  une 


OP, 


-/', 


/'  étiint  infiniment  petit.  On  a 
Formons  la  dilTéreuce 


■elopponsda  suivant  Ii 
ir.    Comme  cette 
différence  s'annule  pour  /i  =  0,  elle  con- 
tiendra  une   certaine   puissance  de  /(  en 
facteur  et  sera  de  la  forme 


des  deux  ordonnées  et  dé 
par  la  formule  de    ïajli 


,'/, - 


''J> 


=  /,"■ 


-  aji  - 


T,/<M 


où  lïo  est  différent  de  zéro.  On  dit  alors 
que  les  courbes  ont  au  point  M  un  contact  d'ordre  «  —  1. 
Si  on  cherche  les  valeurs  de  h  donnant  les  points  communs 
aux  deux  courbes,  il  faut  déterminer  /*  de  façon  que  M^  coïncide 
avec  Mj,  c'est-a-dire  que  ^i  ^  ^j  =  ^-  0"  ^  ainsi  l'équation 


0  =  /("{«„  +  «/'- 


qui  admet  la  racine  nulle  d'ordre  n,  /(  =  0.  On  peut  dire  alors 
que  les  courbes  ont  n  points  communs  confondus  en  M. 

L'ordre  de  contact  des  deux  courbes  au  point  commun  M  est 
donc  égal  au  nombre  de  points  d'intersection  confondus  en  M, 
diminué  d'une  unité. 

Ainsi,  en  un  point  ordinaire,  une  courbe  et  sa  tangente  ont 
un  contact  du  premier  ordre  (deux  points  d'intersection  confon- 
dus). En  un  point  d'inflexion,  une  courbe  et  sa  tangente  ont  un 
contact  du  deuxième  ordre  (trois  points  d'intersection  confondus). 

APPKLL,  .VnalTsc.  17 
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151-    Sous-tangente,  tangente,  sous-normale,  normale. 
Soit  M  (.(■,  7/)  un    point  d'une   coui-hu,  MT  lu  tunyeiitf  limitùi 


l'iixe  O.r,  MN  lii  normale   lîmitée  :m   mf^ine  axe  el,  MA  ror.lon- 
nt'f  du  point  M  [/ig.  74). 

La  sous-tangente  S,  est  le  segment  TA.  L'équatiim  de  lii  tan- 
gente étant 

(111  Liiira  l'abscisse  du  point  T  en  faisant  Y  =:  0,  ce  (jui  donne 


i. 'abscisse  de  A  étant  .r,  la  sous-Langente  est 


iger 


La  Ktiigenie  t  est  la  longueur  MT  ;  le  triangle  rectangle  MAT 
dùinie  immédiatement,  d'après  la  valeur  précédente  de  TA, 


'■,\/i  +  ~=„ 


Vdi'+df 


J.;i  sous-normaJe  S,,  est  le  segment  AN.  L'éqiiiilioii  de  lit  tioi 
initie  étiint 

Y-./-:--i(X-,r;, 

oi!  ït,  en  f;tis!tnt  \  =0,  l'abscisse  X  <lu  point  N  ;  cloii,  Ki  v;ilei 
X  —  ,(■  (le  la  sotis-nonnale 

o         ,        'la 
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152-  Courbe  ayant  une  sous-normale  constants.  —  En  t 


qui  est  cr  qu'on  appelle  réquatlou  dili'ércnticllo  dos  courlies  clier- 
chées.    Kii  y  remplaçiint  ?/  pH-V --rz  ,  ou  ii 

(5)  ydy  =  ad.r. 

Le  premier  meinlji-e  esL  la  différentielle  de  ^  </%  le  deuxième 
de  ax  :  ces  deux  fonctions  ayant  même  diflerentielle,  ne  dil'- 
fèrent  que  par  une  constante  et  on  a,  en  intégrant  les  deux 
membres, 

(6)  4-''="  ;■'—'■•■' 

où  ,r„  désigne  une  constante  arbitraire. 

Cette  relation  est  ce  que  l'on  appelle  l'intégrale  générale  de 
l'équation  différentielle  (5)  ;  elle  donne  l'équation  des  courbes 
cherchées;  elle  représente  des  paraboles  de  paramètre  a,  ayant 
Ox  pour  axe.  Quand  on  fait  varier  x„,  on  trouve  la  même  para- 
bole qui  se  transporte  parallèlement  à  O.r. 

153-  Courbe  ayant  une  sous-tangente  constante.  —  Kn  écri- 
vant S,  =  fl,  on  a  l'équation  différentielle 

'J  _  _      '^1/ 

On  peut,  comme  dans  l'exemple  précédent,  séparer  les  varia- 
bles, c'est-à-dire  faire  passer  tous  les  termes  en  y  dans  un 
membre,  tous  les  termes  en  x  dans  l'autre. 

On  a  ainsi  l'équation 

(II/    _    tlx 


(7) 
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cl'oii,  011  intégrant  et  désignant  par  t„  une  constante  arbitrii 


g.'/- 


l/  =  e 


l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle  (7). 
Elle  représente  des  courbes  ayant  la 
forme  indiquée  [fig.  75).  Quand  ^j,  varie, 
elles  se  déduisent  toutes,  comme  dans 
l'exercice  précédent,  de  l'une  d'entre 
elles,  en  la  déplaçant  parallèlement  à  0^. 
Ce  fait  pouvait  être  prévu,  car  la  propriété 
î.  imposée   à  la  courbe  ne  dépend  que  de 

la  position   de  la  courbe   par   rapport  à 

on  par  rapport  à  (h/. 


154.    Courbe  ayant  une  aorma.le  constante.    —   En  écrivant 
(  =rt,  on  a  l'équation  diiférentielle 


ou,  en  élevant  au  Ci 


Séparons  les 


V,r-f  ='■-■' 


OÙ  Xo  désigne  une  constante.  On  a  ainsi  l'intégrale  générale   de 
l'équation   différentielle  (8)-  Cette  é€|uatioii,  rendue  rationnelle, 


^oj 


-u  - 


représente  un  cercle  de  rayon  a  ayant  son  centre  X 
quelconque  x^  de  0^  [fig.  76).    Il  est  évident  que,  pi 
conque  de  ces  cercles,  la  normale  MN  est  constante. 
Mais  il  y  a,  actuellement,  une  autre  solution.  Quand 


un  quel- 
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varier  la  constante  arbitraire  ^^  qui  figure  dans  l'intégralf 
raie  (9),  les  cercles  représentés  par  cette 
équation  restent  tangents  aux  deux  droites 
y=^di«;  on  dit  qu'ils  ont  ces  deux 
droites  pour  enveloppe.  Comme  la  nor- 
male en  un  point  d'une  de  ces  deux  droites 
est  la  même  que  la  normale  à  celui  des 
cercles  (9)  qui  lui  est  tangent,  ces  droites 
sont   aussi    des    lignes    répondant    à    la  Fi^,  70. 

question. 

C'est  ce  qu'on  peut  vérifier,  car  l'équation  différentielle,  i 
sous  la  forme 


est    satisfaite 
droites 


Kr 


efict,    le   lo 


de   l'ui 


par  exemple,  ou  a  dy^=0,  Va-  —  y^^Q.  La  solution  constituée 
par  l'ensemble  des  deux  droites  y^±a,  enveloppe  des  courbes  (9) 
représentées  par  l'intégrale  générale,  est  ce  que  Ton  appelle  une 
solution  singulière  de  l'équation  différentielle. 


155.  Courbe  aux  tangentes   égales.  —   Ko  écri' 
longueur  MT  do  la  tangente  est  constante,  on  a 


int   que  la 


'j\/i 


(10) 
D' 

(11; 


,  en  élevant  au  eairé  et  remplaçant  y'  par  -~-, 
Séparant  les  variables  et  extrayant  les  racines,  on  a 


Lv:?^ 
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On  il  iiinsi  l'iiitégriilc  générale  de  l'équation  clifFéreiiticlle  des 
nnrbes  dcnuindées  avec  une  constante  arbitraire  j',.  Quand  ,'t'„ 
■;ii'io,  la  combe  ne  elumge  pas  de  forme,  mais  se  déplace  paral- 
lèlement à  O^,  Cela  tient  encore  à  ce 
'5'  que  la  propriété   imposée  à  la  courbe 

dépend  uniquement  de  la  position  de 
la  courbe  par  rapport  à  0,r  et  non  pas 
piir  rapport  â  Oij. 
^r     ~  11  serait  aisé  d'effectuer  l'intégration 

indiquée  dans  l'équation  (11)  en  em- 
ployant la  méthode  générale  du  n"  82. 
Mais,  actuellement,  il  est  plus  avantageux  d'exprimer  les  coor- 
données d'un  point  de  la  courbe  en  fonction  d'un  paramètre. 
Posons 


;13) 


L'Intégration  donne 


=  «(l,,gt,,ng-^+, ■„,„). 


Les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  sont  aÎLisi  expiimécs 
en  fonction  d'un  paramètre  u. 

La  significalion  de  u  est  simple  :  on  a,  en  effet, 

-^--«"^ 

Donc  u  est  l'angle  de  la  tangente  à  1»  courbe  avec  Ox  {//'g.  77). 
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Construisons  celle  des  courbes  qu'on  obtient  en  f;iis;iiit  ,r„  — ;  0 


r=rt(^logLang-^  +">«")' 


l'oLir    que  tiUifT  -y-  soit  positil,  il  Inut  laire  varier  //   de  IJ  ii  -r.. 

Deux  valeurs  supplémentaires  de  »  donnent  deux  points  de  l;i 
courbe  symétriques  par  rapport  îi  Taxe  Ot/.  En  effet,  soient, l'j  et  </, 
les  valeurs  des  coordonnées  correspondant  à  la  valeur 


-{■"^"•"4i-i)+— "]• 


Mais 


..ng- 


Faisons  donc  varier  H  de  0  il  ^  .  Pum- N  =  t),  .i  ^-—y:  ,1/ ^^0; 

la  courbe  est  asymptote  a  O.r.  Quand   u  augmente,  s  et  1/  aug- 

dj;  du  ■    r       r.  '^ 

mentent  car  — ;—  et  ~- sont    positits.    l'our  m  = -jr- ,  ,c  =  L)  et 

(lu  du  Â 

IJ  ^a  :   au   point  h.  ainsi  obtenu,  la  tangente  se  confond  avec 

l'axe   des    ij.    La    courbe    s'achève    par    svmétrie    par    rapport 

Heclifiivilioii    de   la    v.otirhe.    —    Appelons   ,s"    l'ai'c  de    courbe 
compté  it  partir  du  point  de  rebioussenieut  A.  On  a 

(h  =  Vd.r'--\-d>/, 
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Uciiipl;tçan1  d.r  et  dy  par  leurs  valeurs  (12)  et  (13),  on  a,  npri 
'éiliiclion, 


sîiiis  iijouicr  de  coiistiinte,  Ciir,  s  éf.mt  compté  ii  piirtlr  (Ut  point  /* 
doit  s'annuler  pour  '(  -----  -pr- ,  ce  qiii  a  lieu,  puisque  log  1=0. 


II.  —  MAXIMUM  ET  MINIMUM   DUNE  FONCTION  DUNE  VABIABLE 

156.  Règle.  — •  \ons  rappelons  rapidement  lu  règle  qui  |>ei- 
niel  de  tronver  les  niaxima  et  miiiîma  d'une  fonction 

-/=/■«, 

d'une  variable  x,  pour  préparer  la  méthode  que  nous  emploierons 
pins  loin,  au  sujet  des  maxima  et  mînima  des  fonctions  de  deux 
vai'iables . 

Supposons  que,  pour^  =  «,  la  fonction /'(.■r)  soit  maximum. 
Cela  veut  dire  que,  .r    étant  très  voisin  de  <i ,  fÇr)  est  moindre 

,„=/■(„).  Si  „„l\,i. 

/(  étant  un  nombre  positif  ou  négatif  qui  tend  vers  zéro,  on  doit 
avoir,  pour  toutes  les  valeurs  de  h  inférieures,  en  valeur  absolue, 
il  une  certaine  limite, 

(M«.l     i     /•(«  +  *) -/■('•)<0. 
(      excepté  pour /(  ;^0. 

De  même,  si,  pour  .v=a,  la  fonction  est  minimum,  on  a,  pour 
toutes  les  valeurs  positives  et  négatives  de  A  inférieures,  en  valeur 
absolue,  ii  une  certaine  limite, 


(Min.) 


i     f{a+h)-f{a)>0, 
{     excepté  pour  //  =;  0, 
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Nous  n'examinerons  en  détail  que  le  cas  simple  où,  pour  de 
petites  valeurs  de  h,  la  fonction  /'(«  +  /')  est  développable  par 
la  formule  de  Mac-Laurin. 

Développons  f[a-\-h)  par  la  formule  de  Mac-Laurin  suivant 
les  puissances  de  h  :  nous  aurons 

/■;»+j)-Ai»:-4[r;»:  +  ^r;«}+ ]■ 

Si /■'(«)  n'était  pas  nul,  la  parenthèse  aurait,  pour  de  petites 
valeurs  de  h,  le  signe  At  f\a).  et  la  différence 


*/■{";■ 

Cette  dilfcreiice  changerait  alors  de  signe  avec/i  et,  pour  .r^«, 
la  fonction  ne  serait  ni  maximum  ni  minimum. 

Donc,  pour  que  la  fonction  soit  maximum  ou  miniinitm,  pour 
or  ^  a,  il  faut  que  l'on  ait 

Si  cette  condition  est  remplie,  on  a 

/-;«  +  A;._/^,V  =  /,^[i./"'f«)  +  _A^ /-''';„;.  +  ..  ..]. 

En  général  /"(a)  ne  sera  pas  nul.  Si  /"'((')  n'est  pas  nul,  la 
([uantité  entre  parenthèses  a,  pour  de  petites  valeurs  de  //,  le 
signe  de  /"{"),  et  la  différence 

/■;<■+*;-/■;'■;. 

le  .ign..  de 

l,'f\a]. 

Le  signe  de  f[a  +  h)  —  /'(«)>  pour  de  petites  valeurs  de  /*,  est 
alors  indépendant  du  signe  de  h  et  égal  au  signe  de  f"{a). 
Donc  si,  f  {a)  étant  nul,  f"  [a)  est  négatif,  la  fonction  est  maxi- 
mum pour  x^=:a;  si,  fia)  étant  nul.  f"{a)  est  positif ,  la  fonction 
est  minimum  pour  x  =^fl. 
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157-  Cas  exceptionnel.  —  Si  on  aviùt  f'(a)  =  0,  f"{a)  -.^  0, 
le  développement  fie  f(a  + /')  — f  {a)  aiinùt  poui'  premier 
terme -2T- /""'(«).  Si  donc /""(«)  ii'étiiit  pas  mil  aussi,  la  différence 

^■l^a-\-li)  —  /■(«)  aurait,  pour  de  petites  valeurs  de  /(,  le  signe 
de  h'  f"'{a)  :  elle  changerait  de  signe  avec  h  et  la  fonction  /"(.r) 
ne  serait  ni  maxinuini  ni  minimum  pour  s  :=;  a.  Pour  qu'elle  soit 
maxinuin,  ou  minimum  quand /■'(«)  =  0,  f"{a)  =  0,  11  faut  donc 
en  outre  f"'  («)  -=^  0.  Alors  le  premier  terme  de 

/■"  +  /')-/■(■■'} 


i:2.:). 


j  r 


Si/''^!,»  est  difVércut  de  -/A-.vn,  la  dlllej'ence /',>  +  /') —/"'/O 
conserve  im  signe  constant  indépendant  Jvi  signe  de  A,  et  égal  a 
celui  de/'i'^i(«). 

Do7ic  si  fia),  f"  {a),  f"  {a)  éuuil  nuh,  /'"■)  («)  ent  négatif,  x  =  a 
donne  joi  maximum;  et  si  /-"'  [o)  est  posilif,  .r  =  a  donne  un 
minimum . 

D'une  manière  générale,  pour  que  la  fonction  /  (.))  soit  maxi- 
mum ou  minimum,  pour  x  ^  fl,  il  faut  et  il  suffit,  dans  les 
hypothèses  laites,  que  la  première  dérivée  qui  ne  s'annule  pas 
pour  j- =  rt  so\t  d' ordre  puiv .  La  fonction  est  maximum  ou  mi- 
nimum suivant  que  cette  dérivée  prend,  pour  .r=^(i,  une  valeur 
négative  ou  positive. 

158.  Représentation  graphique.  —   Construisons    la  courbe 
y  ^f{.i).  Admettre  qu'au  voisinage  du  point  A,  x=  a,  y  =f[a), 
la  fonction  /  (.t)  est  développahle  par  la  for- 
;     mule  de  Taylor,  c'est  admettre,  en  particM- 
"TT^    y       lier,  qu'au  point  A  il  existe  une  tangente   'a 
'  la    courbe  non  parallèle  à  Oij,  car  f  {a)  est 

fini. 

Pour   que  l'ordonnée  //  =  /"  Uj  soit  niaxî- 

'  '  nium  pour  j;'  =  o,  il  faut  alors  évidemment 

que  la  tangente   en   A  soit  horizontale,  f'{a)  =  0,   et  que   la 

courbe,  au  point  A,  tourne  sa  concavité  v^rs  les  y  négatifs,  c'est- 
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à-dire  que  la  dérivée  seconde  /"(«)  soit  négatwe  si  elle  n'est 
pas  nulle.  On  retrouve  bien  ainsi  les  conditions  iinalyliqucs  du 
maximum. 

On  retrouverait  de  même  celles  du  luinimum. 

Remarque.  —  La  représentation  graphique  permettra  de  trou- 
ver tous  les  maxima  et  minima  de  la  fonction,    même  ceux    qui    ■ 
ne  rentrent  pas  dans  l'Iiypotlièse  simple  que  nous  avons   laite  en 
admettant  que,  dans  le  voisinage  du  maximum  ou  du  minimum, 
la  fonction  est  développable  par  la  ibrmule  de  Mac-Laurin. 

En  effet,  on  verra  immédiatement  sur  un  tracé  graphique 
quelles  sont  les  ordonnées  plus  grandes  ou  plus  petites  que  les 
ordonnées  voisines. 

Par  exemple,  dans  la  courbe  aux  tangentes  égales  (N°  155,  ^g'.  77), 
l'ordonnée  du    point  de   rebroussement  A    est  un  maximum.  Kn 

ce  point,  la  dérivée -y^  est  in(uii<.'.  car  la  tangente  est  verti- 
cale. 
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159.  Équations  définissant  la  courbe.   —  Pour   définir    une 

ooiirbe  gauche  par  rapport  1»  trois  axes  rectangulaires  Os,  Oij,  Oz, 
on  peut  donner  les  expressions  des  coordonnées  d'un  point  M  de 
la  courbe  en  fonction  d'un  paramètre  h  : 

.■=/■(„),       j=-f(»>,       ==*("). 

f,  'i,  'l  étant  dos  l'onctions  e(}iitiniu's. 

160.  Tangente.  —  Soit  M,  un  point  de  la  courbe,  dont  les 
coordonnées  .r,  y,  z  correspondent  à  la  valeur  u  du  paramètre, 
M,,  un  point  voisin,  dont  les  coordonnées  ,r,,  i/,,  ^,  correspondent 
à  la  valeur  tt  +  /(  du  paramètre  : 

n;=f(,,  +  l,].  ,,,  =  »(„  +  ;,!,  .r,  =  .K«+4) 

Les  équations  de  la  sécante  MM,  sont,  en  désignant  par  X,  Y,  /. 
les  coordonnées  courantes, 


On  peut  écrire  ces  équations,  en  divisant  tons    les  dénomina- 
teurs par  l'accroissement  h  de  ii  : 

(MM,)     ^-;'  =^^—J  =  '''-'-_  . 
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TANGENTE 

QuaiiJ  /(  tend  vers  zéro,  le  point  M,  so  riipproclir-  iuilcriiii 
de  M,    la  sécante   MMj    devient    la    tangente  M?  en  M.    [.e 


-!l 


-tendent  vers  ~-  et 


du 


f'(,i),  Je  même    ■"  ^^  ■'     et  - 

■i'{ii)  et  ■Y{i'}  ;  les  équations  de  l:i  tangente  sont  donc 

X  — j      _  Y  —  ;;  _    •/.—  - 
d.T       ^      J;/      ^      rf.-      ' 
lUT  dn  du 


/';«) 


?'(") 


161-  Cosinus  directeurs  de  la- tangente.  —  Prenons  (fig-T^] 
iir  la  courbe  une  origine  des  arcs  0'  et  nn  sens  positil'dcs  arcs. 


Appelons  s  l'are  O'M  regardé  comme  positif  ou  comme  négii- 
til',  suivant  que  O'  M  est  dirigé  dans  le  sens  positif  ou  en  sens 
contraire.  Menons  une  demi-droite  M;  tangente  ii  la  courbe  dctjis 
le  sens  dans  lequel  se  déplace  le  point  M  quand  s  augmente. 
Nous  allons  calculer  les  cosinus  directeurs  de  cette  demi- 
droite  Mr.  Soit  M^  un  point  de  la  courbe  correspondant  à  l'are 
O'Mj^s  +  is,  l'accroissement  As  étant /ws((i/.  Le  segment  MM, 
compté  positivement  dans  le  sens  MM,,  a  pour  projections  sur 
les  trois  axes  : 


y  Google 


on  einplovatit  lus  mêmes  notations  que  clans  le  iiiiméro  prôcô 
dent.  On  a  donc,  en  désignant  par  a,  [i, y  les  cosinus  des  unglcf 
que  fait  le  segment  MMj  avec  les  trois  axes. 


■r, 

- 

.,= 

=  MM,.a, 

;/,- 

•y 

^,MM,.?, 

-  =  = 

On 

en 

lire 

■.  1>"">'  '• 

?. 

.  T.  '■ 

es 

cxpressioi 

„e 

|u-o 

n  peu 

- 

■»■■  —  ■■ 

iBi; 

3„JA 

"is 

^ 

4» 

A.V 

■   MH, 

^_± 

Ai' 

MÎ\I, 

Quand  A.s'  lendvers  zéro,  M,  tend  vers  M,  la  direction  du  i 
ment  MMj  tend  vers  la  demi-droite  M;,  le  rapport  „  dnn 
à  sa  corde  tend  vers  1,  et  les  rapports 


du  dz 


Les    cosinus    directeurs  a,  [i,  y    de  la   tangente   M/    i 
donnés  par  les  équations 


(M?; 


du  ^         ds  '         ds 


Ces  équations  sont  aisées  i»  retenir  :  elles  expriment  qu  un 
élément  infiniment  petit  d'arc  dx,  dirigé  suivant  la  tangente  M/,  a 
pour  projections,  sur  les  axes,  d.r,  dj/,  dz. 

162.  Tangente  à  une  courbe  gauche  clèiinie  par  deux  équa- 
tions non  résolues.  —  Soient 

(1}  F(i,y,=)  =  0,  G(.r,,j,,-;  =  0, 

les  équations  d'une  courbe  gauche.  Chacune  de  ces  équations 
envisagée  isolément  définit  une  surface,  et  la  courbe  est  l'inter- 
section de  ces  surfaces.  On    peut  toujours  imaginer  que  l'on  ait 
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exprimé  les  coordonnées  d'un  point  de 
d'nii  paramètre  ii  : 


Si  on  substituait  ces  expressions  dans  les  loiictioiis  F  et  G,  le 
résultat  serait  identiquement  nul,  quel  que  soit  u,  car  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  de  lu  courbe  vérifient,  par  hy|)o- 
thèse,  les  deux  équations  (i).  On  a  donc,  en  diiïéreutiant  ces  deux 
relations  par  rappoi't  à  », 

ÙF    ,  01''    ,  f)F     , 


1 

-à-' 

'■"^w" 

,./  +  ^ 

^-rf:=0 

Ces  deux   éq 

nations 

clétorniiii 

lent    It 

'S    rappor 

ts    de 

quantités 

,lr,  dg,  ,h  h 

la  troisième. 

,^.<' 

'II/ 

OF 

m: 

OF   m:. 

ùF 

OC          Oi- 

^~m 

W 

ùr 

fc     clj 

"i7^17 

Ù7. 

^ 

OF    OC 

W 

■«r' 

-S7Ti7 

^^ 

"  ,l,r 

L«»  «,[. 

lation; 

s  do  la 

tangente  i 

iin.t  al 

X  - 

y 

— ,'/ 

Z  —  r 

d.l  (h,  (h 

où  il  reste  à  remplacer  ilv,  dij.  dz  p;ir  les  valeurs  proportionnelles 
que  nous  venons  de  trouver. 

Points  singuliers.    —    La  tangente     est   ainsi    déterminée    en 
chaque  point  de  la  courbe  définie  par  les  équations  (1). 

Il    y    aurait  exception  si  les   coordonnées  i.-n  point  de  contuci 
vérifiaient  les  relations 

ill'  ."IF  ilj' 


s.,- 

■>// 

JC 

OC 

île 

•V 
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car,  clans  ce  cas,  les  équations  (2)  se  récluîraicnl  à  une  seule  el, 
les  dénominateiu's  des  relations  (3)  seraient  tous  nuls.  Les  deux 
surfaces  (1)  qui,  par  leur  intersection,  donnent  la  courbe  seraienl 
alors  tangentes  au  point  considéré. 

Un  point  de  ce  genre  s'appelle  un  point  singulier  de  la  courbe 
gauohe.  C'est  en  général  un  point  où  se  croisent  plusieurs  bran- 
ches de  la  courbe. 

Nous  reviendrons  sur  cette  question  dans  la  théorie  de  l'indi- 
catrice. 

163.  Différentielle  de  le,  longueur  d'un  segment  de  droite. 
—  Soit  un  segment  de  droite  AB  dont  les  extrémités  A  etB  ont 
pour  coordonnées  x,  y,  z  et  x,,  y,,  ::,.  Sup- 
posons  que   ces   coordonnées  soient  fonc- 
tions d'un  paramètre  ii,  de  telle  façon  que 
les  extrémités  A  et  B  décrivent  deux  cour- 
bes, quand  ii  varie.  Lorsqu'on  fait  varier 
infiniment  peu  v,  les  points  A  et  B  subis- 
sent des  déplacements  infiniment  petits  AA' 
et  BB'  ayant  pour  projections  cf.r,  di/,  dr-  cl  d.t\,  dij^,  d:,.  La  lon- 
gueur l  âvt  segment  : 


\  poui'  différentielle 


-  (y— //i)' 


-(.'/—.'/.)  K'/~<'/,)+(-^- 


)(dz—dz,'} 


Xous  écrirons  celte  ( 


dl  = : 


'lii'iy- 


z)dz 


i\)  d.>- 


l 

-.'/iX'/,- 


-  ?,)  dz, 


l 


igment  AA'  de  projections  d.x,  dij,  d.z   fait  avec  les  axes 


■  ,  .  ('.'(■       (/(/       d^        ,       ,    ,. 

des  anffles  ayant  pour  cosinus   — ;—  ,  —y—  ,  — ;—  ,  c  est-a-dire 
*  -^         *^  <h        du        ds 


J.r 
AA'  ' 


AA' 


AA' 
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T.c  segment  AB,  [uis  d^ins  le  sens  AB,  fiiit  iivoc  les  axes  dos 
iiiigles  ayanl  pour  cosinus 

IiIZjL  ih—ii  '|  — - 

/       '  l        '  I,        ' 

On  a  (Uiiic,  en  prenant  lo  cosinus  de  l'angle  de  ces  deux  direc- 

cos  A'AB  ^=  -^-î —  .  . ,  ; — — —  ■ 

A.'V.; 

On  trouve,  de  même, 

L;i  l'cirmule  donnant  dl  peut  alors  s'écrii'c 

(1/ :r.^  —  W.  eos  \'Mi  —  BB'.  tos B'BA. 

Applications  de  cette  formule.  —  1"  Supposons,  par  e:ïomplc, 
r[ue  la  droite  AB  se  déplace  de  telle  liteon  qu'elle  reste  cons- 
tamment normale  aux  courbes  décrites  par  les  points  A  et  B.  Ou 
»,  alors,  eos  ^\B  =  0,  cos  É^  =  0, 

d/=0,  l=^C'\ 

La  droite  a  donc  une  longueur  constante. 

2"  Réciproquement,  imaginons  un  segment  AB  de  longueur 
constante  l  qui  se  déplace  en  restant  normal  'a  la  courbe  Heu  du 
point  A.  Le  point  B  décrit  alors  une  eourjjc  à  laquelle  la  droilc 
AB  est  aussi  normale. 

En    eifet,     dans    lu     formule    générale     ou    a,     itctuellcmonl, 

dl  =  0,  cos  A'AB  ^0.  Elle  donne  donc 
cos  B'BA  =0, 

ce  qui  démontre  que  AB  est  normale  au  lieu  du  poînl  B. 

3°  Supposons,  enfin,  que  la  droite  AB  change  de  longueur  et 
de  position  de  telle  façon  qu'elle  soit  constamment  normale  au 
lieu  C  du  point  A  et  tangente  au  lieu  C,  du  point  B  (fig.  ST . 
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Dans  ces  conditions, 


cosA'AB  =  0, 
cosB'BA=l, 


car  l'angle  de  BB'  (tangente 
devient  alors 


iB! 


:  BA  i 


,11  =^  —  BB'. 
s  prenons  nne  origine  0,  des  ; 
BB=;  (/.!,, 

<«=  —  </.<„ 

'  +  »,  =  /.-. 

2  coiistiiiiLe.  I.a  soiunic 

arcÔTÎ  +  di-oitoBÂ 


I  peut  triiceï  inéciinicjuoinciiL  hi  combe  C 
de    ia   l'uçon  suivante.   Prenons  un  fil 
inextensible  de  longueur  k,  Attaclions- 
Ic    on   0|  ;    enroulons-le    partiellement 
sur  la   courbe  jusqu'en    B,    puis,  ten- 
dous-lc  jusqu'en   A.  Si,   ensuite,  nous 
tenons  le  poiiil  A  à  la  main  en  enrou- 
lant on  déroulant  ce  fil  sur  la  courbe  C, 
et   le   maintenant  tendu,  le  point   A  décrit  la  courbe  C,   Nous 
reviendrons  plus  loin  sur  cette  propriété  li  propos  des   dévelop- 
pées et  des  développantes. 


II,  —  PLAN    OSCXILATEUR 

164.  Pian  osculateur.  —  On  démontre,  pour  les  conr])es 
gaucbcs  connue  pour  les  courbes  planes,  que,  de  toutes  les 
droites  passant  par  un  point  M  de  la  courbe,  la  tangente  est 
celle  qui  se  rapproche  le  plus  de  la  courbe  clans  le  voisinage 
du  point  M.  On  est  naturellement  conduit  à  chercher,  de  même, 
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quel  est,  piirmi  tous  les  plans  passant  par  un  point  M  d'une  courije 
gauche,    celui   (pii  se    rapproche  le  plus  Je   lu   courbe  cliins   le 


a  noLÏoii   i\\\    ]*]an 


viiisitiagc  dn  point  -M.  On    est  ainsi  amené  à 
osculateur  que  nous  définiions  comme  il  suit  ; 


OÉFiNiTiON.  —  Soient  M  un  point  de  la  courLc,  M,  un  poiiit 
voisin,  M/  et  Mj/,  les  tangentes  en  ces  deux  points.  Le  plan  oscii- 
laieiii-  en  M  exC  la  limile  fers  laquelle  tend  un  plan  pu.tKanI 
par  M(  et  parallèle  à  M,  ^,  quand  M,  tend  fci-x  I\!. 

Si  par  M  on  mène  une  parallèle  ^\i'  à  M,  /,,  on  peut  diie  que 
le  plan  osculateur  est  la  limite  du  plan  /^l('. 

On  peut  voir  géométriquement  que  le  plan  ainsi  déhiii  existe. 
En  effet,  par  un  poiut  fixe  0  menons  des  parallèles  OA  a\ix  diffé- 
rentes tangentes  M?  de  la  courbe  :  ces  parallèles  forment  un  cône 
qu'on  appelle  le  cône  directeur  des  tangentes.  Soit  OA^  la  géné- 
ratrice de  ce  cône  parallèle  à  M,  l^,  le  plan  l^lt'  mené  par  M/ 
parallèlement  ii  Mj /,  est  parallèle  au  plan  AOA,  et,  quand  M, 
tend  vers  M,  OA^  tend  vers  OA  et  le  plan  AOA,  tend  vers  le 
plan  tangent  au  cône  directeur  des  tangentes  le  long  de  OA- 
Le  plan  ÙiW  tend  donc  vers  une  position  limile  parallèle  au 
plan  tangent  au  cône  directeur  des  tangentes  le  long  de  la 
génératrice  OA  parallèle  à  M/;  cette  position  limite  est  le  plan 
osculateur  en  M. 


Équation  du  plan  osculateur.  — ■  Fori 
du  plan  l'SW.  Soient 

.'■=/■(";,  ?  =  =  (";. 

les  coordonnées  du  point  M, 

,,■,=/■(« +  4),  5.  _  =  {«  +  *}, 


ins    d'abord    Féquation 
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celles  du  point  M,.  I.c«  cosinus  direcleurs  de  la  tangenic    eu  M 
sont  proportionnels  il 

fW,         ?'(").         i'("); 

ceux  de  l;i  t;iiigente  en  M,  sont  proportionnels  à 

flu  +  L),  •.'(»  +  *),  i'(«  +  /.). 

Le  plan  tS\t',  passant  par  M,  a  une  équation  do  la  forme 

A(X-,,')  +  B(Y-j)+C(Z-î)  =  0. 

Ce  plan  devant  contenir  M/  et  la  parallèle  Mi'  à  M,/,,  un  a, 
pour  déterminer  A,  B,  C,  les  deux  conditions 

^  ■  '       '    Af  [n + /,)  +  B?'  (« + A)  +  c-y  (<. + /<)  ^  0. 

Si  l'on  développe /■'[«+/(),  d  [u-\-h),  ■^' {«+/*)  par  la  formule 
de  Taylor,  la  deuxième  relation  s'écrit 

(2)   A/'  («)  +  B?'  («)  ■+  CI'  (»)+/.  [A/-"  {»;,  +  B-f»  (■„;  +  Ci"  («)] 

+  TT[V"("'+ !  =  "■ 

D'après  la  première  des  conditions  (1),  le  premier  terme  de 
cette  relation  (2)  est  nul,  et  on  peut  l'écrire,  eu  divisant  par  A, 

Af  („)  +  B-j"(»)  +  Cl"{»)+4[V"(")+ )  =  «■ 

Si,  maintenant,  on  fait  tendre  //■  vers  zéro,  le  plan  ;M/'  tond 
vers  le  plan  osculateur  et  les  deux  relations  déterminant  A,  lî,  C 
deviennent 

A/-'{H)+B-y(»)  +  oi'(<o=o, 

A/-"(«)+B-f"»+cf  ;")--<J- 

On  en  tire 

A  _  li  _  C 

'i^-^Y  -  i^'f'-fr  ~  f't-if"' 

L'équation  du  plan  osculateur  eu  M  est  donc 

l;Ji/'  -  ii.f)  (X  -  ,)  +  (ff  -  fV)  Ci-!,) 

+(fY— i'nc^ -')=»■ 
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Comme  on  a,  u.  étant  la  viirîable  indépendante, 
dx=f'  („)  (h/.  du  =  ■^'  [u]  du,  dz  =  -V  (»)  du, 

d^x  =:f"du'',  d'i/^  -^"dn^,  d-z  :=;  ''/'dir, 

on  peut  aussi  écrire  cette  équation 

{dijd'^z  —  d'cPj/)  (X  —  X;  +  [dzd'.i:  —  dxd-z]  'y  —  //) 
+  'flcd^i/  —  di/d\r]  {'A—  r;=0. 

165-  Théorème  I.  Le  plan  osculateiir  en  un  point  M  esl  la 
limite  vers  laquelle  tend  un  plan  passant  par  la  tangente  Mï  en 
ce  point  et  par  ini  point  M,  infiniment  voisin  de  JM.  —  En  effet, 
Tin  plan  qnt'lcoiiqne  passant  par  le  point  M  a  pour  écjuation 

A  f  X  —  _r)  4-  B  ;Y  —  y]  -\- C  (L  —  .z)  ^  0 . 

Ce  plan  contenant  la  tangente  M/,  on  a 

(3)  Y':";  +  B?':";  +  ct'(.,;=o. 

l[xpi'im<>ns    que    ce    plan     contient    le    point    M,    tlo    coordon- 


11     X 

',,  comme  x^f[u),  Xi^f[a-i-/i),. 

A  ^;,. +  *)-/■(»;,] +B  [.;.(« - 


:>=() 


-'0 -?(";] 

+ c[K«+'o- 1  (»;]=«■ 

Développons  /•(n  +  J),  (p(»H-;i),  ■K«  +  *),   par  1»  formule   Je 
Taylor,  nous  pourrons  écrire  la  dernière  condition 

/,  [A/--  {„;  +  B-f'{,,; + cf  (»}]  +  -^  [A/"  (»;+B="  ;«)+ct"  {«]] 
+TÏ3-tV"('0+ 1=0. 


ni  en  vertu  de  (3)  ; 


Le   premier    terme   de  cette  relation  < 
upprimant  alors  le  facteur  -^ ,  on  peut  écrire 

A  /■"  (»)  +  B-f"  (»)  +  Cf  {,,)  +  A  [A/-'"  („)  + ]  = 
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Qua»<l  /'  tend  vers  zéro,  cette  rel;itioii  donne  ré([Uiition 

(4)  kf"  («)  +  Ba"  («)  +  O/"  {il]  ^  0 

qui,    jointe     à     (3),  détermine    des    quantités    proporliiinnelles 
à  A,B,C. 

On  retrouve  ainsi  les  conditions  ([uî  définissent  le  plan  oscu- 
litteur.  et  le  théorème  est  démontré, 

166.  Théorème  II.  Le  plan  oscillateur  en  un  pobil  M  d'uni- 
courhe  csf  lu  li'mi/e  d'un  pion  passant  par  !M  et  par  ticn.r  poùit-'^ 
injhumcnt  vaisiim  M,  et  M,.—  Soient  : 

les  coordonnées  du  jniint  ^[^, 

.'•,=/■("  +  *;.  ».  =  ?("  +  *;.  -.-ii-'  +  'v 

celles  du  point  Isi,.  L'éijuiilion  dVia  plan  passant  par  lo  point  M 
de  coordonnées  j:,  ;/,  z. 

est 

A  .;X  — x^  +  B  (Y  —  'f;  +  G  (Z  —  -;  ^  0. 

\-A\  fxpiiniant  que  ce  plan  passe  par  les  deux  poinis  .M,  cl  M., 
on    il,    pour  déterminer  A,  B,  C,    deux    conditions    qu'on    peut 

A  [/■;»  +  /.;  — /■.»]+B[<f;»+4; -?:»:; 

+  C[i[u  +  /c)  —  'i{,iJ\  =  U. 

\'ai  dévrlopp;nil  par  la  formule  de  Taylor  suivant  les  piilssunoes 
lie  h  et  /,-,  ou  peut  diviser  la  première  coodltioii  par  A.  la 
deuxième  par  k,  et  ou  a 

(5)  A/'(,,;  +  B=';»)+Ci'(n)  +  4['V"(«)  +  Br";";  +  ';/"")j 

+  rÏ3-[V"'(»;+ ]+ ="■ 
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;V{„;+B='(„;+Cv';»;+4iV'(")+K?"(«!+<;i"{") 

+TJiîiV"{»:+ ]+ -o- 

Kn  retranchant  ces  deux  développements  membre  a  niembre, 
on  obtient  une  équation  de  condition  dont  tous  les  termes  sont 
divisibles  par  /*  —  /■  et  qui  s'écrit  : 

;6)A/'"{„)H-B?";,,;+cr(»:+-^4-^[Ar{";+ 1+ =«■ 

les  ternies  non  écrits  conton;nit  tous  h  ou  /■  eu  fycteur.  Si,  niaïu- 
tenaot,  on  l'ait  tendre  /i  et  /c  vers  zéro,  les  relations  (5)  et  (0; 
deviennent 

Ca:  sont  les  relations  qui  déterminent  les  coeificien Is  A,  B,  C 
de  l'équation  du  plan  oscnlatenr.  Le  théorème  est  donc  démontré, 

16T .  Ordre  de  contact  da  plan  osculateur  avec  la  courbe.  — 
On  peut  dire,  d'après  le  théorème  précédent,  que  le  plan  oscu- 
lateur en  M  coupe  la  courbe  en  trois  points  confondus  en  M.  En 
appliquant  la  même  locution  que  pour  le  contact  de  deux  courbes 
planes  (n"  150),  on  peut  dire  que  le  plan  osculateur  a,  avec  la 
courbe,  en  M,  un  contact  du  deuxième  ordre. 

Cette  façon  d'envisager  le  plan  osculateur  permet  de  retrouver 
Immédiatement  son  équation  par  une  méthode  analogue  à  celle 
que  nous  avons  suivie  (ii°149)  pour  la  tangente  aune  courbe  plane. 
En  effet,  considérons  un  plan  quelconque 


AX  +  BY  +  C/.  +  D  =  0. 

Les  valcii 
TOiirbc 

is  de  /r  cori'espoiidanL  aux  points    de  leiieontre  (l'une 

iivcc  1.  ,,l„r 

1,  sont  racines  de  l'équation 

v') 

,Y(„)_t_B^(«)  +  Ci(f(}  +  !:)  =  fl. 
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Pour  qiio  lo  pl;ni  considéré  soit  oscutateur  iiit  point  M  qui 
correspontl  à  une  certaine  valeur  de  u,  il  faut  qu'il  coupe  lii 
courbe  en  trois  points  confondus  en  M,  c'est-à-dire  que  l'équa- 
tion (7)  admette  cette  valeur  de  ti  comme  racine  triple.  Cette 
valeur  de  u  doit  donc  annuler  les  deux  dérivées  première  et 
seconde  du  premier  membre  de  l'équation  (7),  ce  qui  donne  les 
deux  relations 
.„,  (  A/'(„;  +  B='(„)  +  C'}'(,,)=0, 

i        A/";.,)+B./'(,,)  +  &y'(»)-o, 

qui  fournissent,  pour  A,  ]î,  C,  les  valeurs  déjàtrouvées  plus  haut. 

168.  Points  où  le  plan  oseulateur  est  sts.tionna.ire.  —  En  un 
point  ordinaire  d'une  courbe  gauche,  le  plan  oseulateur  coupe 
îa  courbe  en  trois  points  confondus,  de  môme  qu'en  un  point 
ordinaire  d'une  courbe  plane,  la  tangente  coupe  en  deux  points 
confondus.  Il  peut  exister,  sur  une  courbe  gauche,  des  points 
exceptionnels  où  le  plan  oseulateur  a  plus  de  trois  points  com- 
muns confondus;  on  dit  qu'en  ces  points  le  plan  oseulateur  est 
slalionnaire.  Ces  points  sont  analogues  aux  points  d'inflexion 
des  courbes  planes,  si  ou  regarde  un  point  d'inflexion  comme 
un  point  où  la  tangente  a  plus  de  deiix  points  communs  confon- 
dus avec  la  courbe. 

Si  le  point  M,  correspondant  à  la  valeur  ii  du  paramètre,  est 
un  point  où  le  plan  oseulateur  est  stationuaire,  en  appelant 
AX  +  BY  +  CZ-1-D=0 

l'équation  de  ce  plan  oseulateur,  l'équation  (7)  doit  admettre  u. 
comme  racine  quadruple.  Les  coelTicients  A,  B,  C  du  plan  oseu- 
lateur en  M  vérifient  alors  non  seulement  les  relations  (8),  mais 
la  nouvelle  relation 

(9)  Af"  (»)  +  B-j'"  (,,)  H-  or  („)  =  0. 

Remplaçant,  dans  cette  relation,  A,  B,  C  par  les  valeurs  [)ro- 
portionnelles  tirées  des  équations  (8),  on  a  la  condition 

{f'r-'iV)r+(.i'r-fr)¥"+(ff-?rry"=o 

qui  détermine  les  valeurs  de  u  correspondant  aux  points  où  le 
plan  oseulateur  est  stationuaire. 
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169-  Le  plan  oscillateur  en  un  point  d'une  courbe  g&uche 
traverse,  en  général,  la  courbe.  —  En  effet,  considérons 
d'abord  le  plan  P  déterminé  par  un  point  M  d'une  courbe  gauche 
et  deux  points  voisins  Mj  et  M,.  Voyons  quelle  est  la  disposition 
de  la  courbe  par  rapport  au  plan  P.  Nous  figurerons  en  pointillé 
les  arcs  de  courbe  situés  au-dessous  du  plan  P  et  en  traits  pleins 
les  arcs  situés  au-dessus.  Supposons  qu'uu  mobile  parcourant  la 
courbe  rencontre  les  points  M,  ,M,iM3  dans  l'ordre  M,  MJI^.  Alors, 
avant  d'arriver  au  point  M,,  il  décrit  d'abord  un  arc  1  situé 
au-dessous  du  plan  {fi^.    83,  1;;  il  traverse  le  plan  en  M,  et  par- 


court un  arc  2,  de  M,  eu  M,  situé  au-dessus;  puis  un  arc  3,  de  M 
en  Mj,  situé  au-dessoua;  enfin  il  décrit  un  arc  4  partant  de  M^  et 
situé  au-dessus  du  plan.  Si,  maintenant,  les  deux  points  M,  et  M, 
tendent  vers  M,  en  suivant  la  courbe,  le  plan  P  tend  vers  le  plan 
osculateur  en  M,  les  arcs  2  et  3  deviennent  nuls,  et  la  courbe  a, 
par  rapport  au  plan  osculateur  en  M,  la  disposition  de  la  figure 
(83,  II).  L'arc  1  est  au-dessous  du  plan,  l'arc  4  au-dessus; 
le  plan  osculateur  traverse  donc  la  courbe  au  point  M. 

Cas  d'exception.  —  11  peut  se  faire  exceptionnellement  que  le 
plan  osculateur  en  un  point  M  coupe  la  courbe  en  quatre  points 
confondus,  c'est-à-dire  soit  stationnaire.  Dans  ce  cas,  il  ne  tra- 
verse pas  la  courbe. 

no.  Perspective  d'une  courbe  gauche.  —  Soit  0  un  point 
li.\e,  K  un  plan  fixe  appelé  plan  du  tableau  :  la  perspective  d'une 
courbe  fçauche  C  se  définit  comme  il  suit  {fig.  84). 

On  joint  le  point  0  ii  un  point  M  de  la  courbe  gauche  et  on 
prend  la  trace  m  de  OM  sur  le  plan  R.  Le  lien  des  points  jn 
est  une  courbe  plane  c  appelée  perspective  ou  projection  centrale 
de  C. 

Quand  le  point  O  s'éloigne  indéfiniment  dans  une  direction 


y  Google 


■■iSi  COURS  D'ANALYSE 

déterminée,  la  perspective  devient  la  projection  de  C  sur  le  plan 
R  faite  parallèlement  à  cette  direction. 

On  démontre  facilement  qne  la  tangente  à  la  courbe  perspective 
(;  au  point  m  est  la  perspective  de  la  tangente  en  M  à  la  courbe  C . 

Nous  allons  démontrer  que  si,  sur  la  courbe  C,  il  existe  un 
point  I  tel  (jue  le  plan  osculateur  P,  en  ce  point,  passe  par  le  point 
de  vue  0,  la  perspective  i  de  I  est  un  point  d'inflexion  de  la 
courbe  perspective  v. 

En  effet,  soit  ah  la  trace  du  plan  osculateur  V  en  i  sur  le  plan 
de  projection  R;  0 1  Ma  projetante  du  point  I  <:juî  est  tout 
entière  dans  le  plan  P  ;  le  point  (  est  sur  a  h.  Soit  AB  la  tangente 
eu  I  à  la  courbe  gauche:  cette  droite  étant  située  dans  le  plan 
osculateur  P  cii  I  a  pour  perspective  a  h  [fig.  85). 


Donc  la  courbe  perspective  c  est  tangente  eu  ;  à  a  h.  Xous 
allons  voir  que,  au  point  i,  la  tangente  a  h  traverse  la  courbe  c. 
Kn  effet,  dans  l'espace,  la  courbe  C  traverse  le  plan  osculateur  P  ; 


Tare  JI I  trac 


nt  de  P  et  l'arc  I  M' tracé 
■rière  du  plan  P.  Donc, 


se  présentait  [fig 

la  courbe  c  présenterait,  en 


trait  pli 

en  pointillé  est 
sur  la  perspective,  l'ai'c  m  i  est  en  avant  de 
ah  &X  i  ni'  en  arrière  de  a  h.  La  tangente  a  h 
traversant  la  courbe  plane  c  en  ;',  le  point  / 
est  un  point  A'ùïflexion, 

Cas  d'exception.  —  1"  Nous  avons  supposé 
<[uc  la  tangente  AB  en  I  ne  va  pas  passer 
par  le  point  de  vue  0.  Si  cette  circonstance 
86),  la  perspective  de  A  B  serait  un  point  (  et 
■ebroussement. 
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2"  Il  peut  tiicore  iiiriver  que  la  tangente  AB  eu  I  ne  passe 
pas  par  0,  mais  que  le  plan  osculateiir  P  en  I  soit  stationnaive, 
c'est-it-clîre  coupe  la  eoticbe  en  quatre  points  communs  confondus. 
Alors  il  ne  traverse  pas  la  courbe  et,  en  perspective,  la  tangente 
itb  ne  traverse  pas  la  projection  c. 

m.  Normales  à  une  courbe  gauche.  Plan  normal.  —  L'iic 
droite  MX  est  normale  à  une  courbe  gauche  en  un  point  M  quand 
elle  est  perpendiculaire  à  la  tangente  Mi  en  ce 
point.  On  peut  donc  en  un  point  H  mener  une 
infinité  de  normales  à  une  courbe  gauche  :  tontes 
ces  normales  sont  situées  dans  un  plan  passant 
par  M  et  perpendiculaire  à  la  tangente  ;  ce  plan 
ost  le  plan  normal  a  la  courbe  {/If^.  87). 

Normale  principale.  Binormale.  —  Paimi  les 
normales  a  une  courbe  gauche  en  un  point  M, 
deux  qui  sont  particulièrement  importantes. 

On  appelle  normale  principale  la  normale  MA'  à  la  courbe 
située  dans  le  plan  osculateur;  la  normale  principale  est  donc 
l'intersection  du  plan  osculateur  et  du  plan  normal. 

On  appelle  hinorinale  la  normale  ^IV  perpendiculaire  au  plan 
osculateur. 

En  un  point  M  d'une  courbe,  la  tangente  Mï,  Ja  normale  prin- 
cipale MN'  et  la  binormale  MV  forment  un  trièdre  trirectangle. 

Quand  la  courbe  est  plane,  le  plan  osculateur  se  confond  avec 
le  plan  de  la  courbe;  lu  normale  principale  est  la  normale  située 
dans  le  plan  de  la  courbe,  et  la  binormale  est  perpendiculaire 
au  plan  de  la  courbe.  Dans  une  courl>e  plane,  la  binormale  a 
donc  une  direction  constante. 


III.  —  EXEMPLES 

172.  Hélice  circulaire.  —  Soit  une  hélice  Lracéc  sur  un 
cylindre  de  révolution  de  rayon  a.  Prenons  comme  axe  des  ; 
l'axe  du  cylindre ,  comme  axe  des  ;r  la  perpendiculaire  AO 
abaissée  d'un  point  A  de  l'iiélice  sur  l'axe  du  cylindre  ;  comme 
axe  des  >/  une  perpendiculaire  au  plan  .rO.;.  SoiL  M  un  point  de 
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riiélioe,  P  sa  projection  sur 

le  plan  des  rj.  Con 

mêle  point  P  s 

trouve  évidemment    sur   le 

cercle  de  hase  du 

ïlindre    dans  1 

plan*Oy,oii.OP  =  o. 

Appelons  n  l'ongle  AOP 

on  a 

D'après  lii  définition  de  i'Iiélice,  l'oidoii 
est  proportionnelle  à  l'arc  AP,  c'est-à-dire 
les  coordonnées  du  point  ^I, 


Â'  désignant  une  ce 

Pas  de  l'hélice.  - 

génératrice  du  cyli 


■  r  =  MP  du  point 


d'une  hélice  est  la  longueur  de  la 
l>risc  entre  deux  spires  consécutii'es. 


/     ! 

/ 

/ 

) 

^ 

Kig.  Sg. 


On  peut  dire  aussi  que  c'est  la  longueur  dont  croît  x-  quand  le 
point  P  fait  un  tour  sur  le  cercle  de  base,  c'est-ii-dire  quand  ii 
croit  de  2  7^.  Si  on  désigne  ce  pas  par  //,  on  a  donc,  d'après  l'ex- 
pression (1)  de  ;, 

/(  =  2  kr.,  k  =  ^. 

Sens  d'enroulement  d'une  hélice.  ■ —  Imaginons  un  observateui' 
placé  dans  l'intérieur  du  cylindre  suivant  l'axe  du  cylindre,  ayant, 
par  exemple,  les  pieds  en  0  et  la  tête  en  :■.  Supposons  qu'un 
mobile  parcoure  l'hélice  dans  un  sens  tel  que  l'observateur  voie 
ce  mobile  aller  de    ses   pieds  vers   sa  tète  ;  alors,    pour  l'hélice 
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représentée  dans  la  figure  8,  l'observateur  voit  ce  niohile  tonener 
îiutour  de  lui  de  sa  gauche  vers  sa  droile.  Ce  fait  est  iadépeiiilaut 
dn  sens  dans  lequel  l'observateur  se  place  le  long  de  l'axe.  Car 
si  on  imagine  un  deuxième  observateur  ayant  les  pieds  en  0, 
mais  la  tête  en  s';  si  un  mobile  suit  l'hélice  dans  un  sens  tel  que 
cet  observateur  le  voie  aller  de  ses  pieds  vers  sa  tète,  il  le  voit 
encore  tourner  de  sa  gauche  vers  sa  droite.  Cela  tient  d'ailleurs 
à  ce  que  la  partie  de  l'hélice  située  au-dessous  du  plan  .ry  et  la 
partie  située  au-dessus  sont  égales  comme  symétriques  l'une  de 
l'autre  par  rapport  i»  l'axe  Oj;.  D'après  cette  propriété,  on  dit 
que  l'hélice  de  la  figure  88  est  enroulée  de  gauche  à  droite  (dex- 

A«  contraire  l'hélice  de  la  figure  89  est  enroulée  de  droile 
à  ^'■«Ht7t6(simstrorsum).  C'est  là  le  sensordinaîredes  vis.  Elle  est 
représentée  par  les  mêmes  équations  (1)  à  condition  qu'on  prenne 
comme  sens  positif  de  Oij  la  perpendiculaire  dirigée  en  arrière 
sur  le  plan    xQ-. 

Ainsi  pour  passer  d'une  hélice  à  l'autre  il  sulllt  de  fhaiigor  le 
sens  de  Oy  en  conservant  les  mêmes  formules, 

173.  Cosinus  directeurs  de  la  tangente.  Longueur  de  l'arc  d'hé- 
lice. —  Prenons  comme  origine  des  arcs  s  le  point  A  corres- 
pondant à  H^O,  et,  comme  sens  positif  des  arcs,  le  sens  dans 
lequel  se  déplace  le  point  M  quand  u  croit.  On  a 

ds  =  \/dx'-~\-di/-\-dz^  =  i/a^-]-/âdu  ; 

nous  choisissons  le  signe  +  devant  hi  racine  carrée,  puiscpie  s 
croit  avec  k. 

On  a  immédiate  ni  eut,  en  intégrant. 


sans  ajouter  de  constante,  car  s  s'annule  avec  ((.  Celle  lormulc 
est  évidente  géométriquement  ;  en  effet  si  l'on  développe  le 
cylindre  le  triangle  curviligne  AMP  devient  un  triangle  rectangle 
ayant  pour  hypoténuse  l'arc  AM  ^  s  et  pour  côtés  de  l'angle  droit 
l'arc  AP^^^au  et  l'ordonnée  MP  =  /ch.  Donc 
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Menons  ]a  tniigciiLc  M/  clans  le  sens  des  iircs  posîtils,  c'ost-ii- 
lire  de  a  croissant;  les  cosiims  a,  3,  -;  des  angles  de  M/  avee  les 
lxcs  sont 


ou,  d'apiC's  les  viileiirs  ci-dessus  de  d.f,  ilij.  d-,  du, 
3  =  -"'"""" 


Le  cosinus  appelé  y  étant  constant,  la  tangente  à  l'hélice  l'ait  uji 
angle  constant  avec  les  génératrices,  propriété  vendue  évidcnlc 
par  le  développement  dn  cylindre, 

174.  Plan  oscillateur.  —  Différentiunt  deux  fois  les  équa- 
liiiiis  de  riiélieo  (i)  où  "  est  vai'ial)le  indépendante,  on  a 

dx  =  —  rt  siu  II  du ,  dij  =:  a  eos  ii  du,  dz  =  /.du , 

d\i  =  —  a  cos  udu\  dhj  =  —  fl  sin  udu-,  d'z  =  0, 

car  u  étant  variable  indépendante,  iC^ii  est  nul.  L'équation  du 
plan  osculateur  à  l'hélice  au  point  .r,  (/,.;  étant  mise  sous  la 
l'orme 

A;X  — ^)  +  B(Y  — !/)  +  C(Z  — ;)  =  0, 

les  eoedluients  A,  B,  C  ont  pour  expressions 

A  =  di/d^.z  —  dzd~y  ^  ak  sin  udu", 

B  =^d.zd-a:  —  djEd^.z--=:  —  ak  cos  udu'', 

C  =  dxd^y  —  dyd-x  =  a\hi.^. 

L'équation  du  plan  oseulalciir  est  donc,  en  supprjinaiit  le 
l'acteur  (/"■', 

(X  —  a;)  a^sin  « — (Y  —  ^)  ci/i  cos  «+  ('/ — -;;)  «^  =  0. 

Ou  peut,  dans  cette  équation,  remplacer  <■/ cos  "  et  rt  sin  « 
par  les  coordonnées  .v  et  y  du  point  de'contaet.   lille   devient 

^X  —  y  ky  —  (Y  —  y]  kx  +  (Z  —  z]  a'  =  0 
ou,  en  déveloiqiant, 

(2;  /■  .>x — ^'y; + «^  (z  — -;  =  0. 
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Telle  est  l'équation  du  plan  osculateur  il  riiéliiic  ;iii  point  (.t,r/,-\ 
Celte  équation  montre  que  :  Le  plan  ostiilalcur  à  l'hèlicc  en 
un  point  M  contient  la  normale  MN'  a/i  cj/lindre.  En  effet,  lu 
normale  MX'  au  cylindre  se  projette  horizoutalemeut  suivant  le 
loyon  OP;  elle  a  donc  pour  équations: 

yX  — ay=0.  /,_r  =  U. 

Le  plan  ostulatcnv  (2)  contient  évidemment  celte  droite. 
D'après  cela,  la  normale  principale  ii  Tliélice  en  M  est  la  nor- 
male MN'  au  cylindre. 

Problème.  Délerminer  les  points  de  contact  des  plans  osciilaleiira 
menés  à  l' hélice  par  un  point  donné  O' de  coordonnées  x',  y',  z'.  — 
Soit  M  un  des  points  de  contact  d'un  des  plans  osculateurs 
cliercliés;  a:",  y,  z  les  coordonnées  de  ee  point.  Il  faut  écrire  que 
le  plan  osculateur  (2)  au  point  M  passe  par  0',  ce  qui  donne  la 
condition 

(Q)  /,;^^^„^,/;  +  «^  ;,'_,,;  _o. 

Il  faudra  prendre,  sur  l'iiélice,  tous  les  points  (.i .  y,  z]  vérifiant 
cette  condition.  Si  on  regarde  x,y,z  comme  des  coordonnées 
courantes,  cette  équation  représente  un  plan  Q  passant  par  le 
point  0'  donné.  Les  points  de  contact  cherchés  étant  à  l'inter- 
section de  ce  plan  et  de  l'hélice,  on  voit  que  \es points  de  contact 
des  plans  osculateurs  à  l'hélice  issus  d' un  point  donné  O',  sont  sur 
un  plan  passant  par  ce  point. 

Si  donc  on  fait  la  projection  conique  ou  perspective  d'une 
hélice  sur  un  plan  donné,  le  point  de  vue  étant  un  point  quel- 
conque 0',  les  points  d'inflexion  de  la  courbe  perspective  sont 
en  ligne  droite.  En  effet,  les  points  d'inflexion  de  la  courbe 
perspective  ne  peuvent  provenir  actuellement  que  de  la  perspec- 
tive des  points  de  contact  I,,  Ij,..  I„  des  plans  osculateurs  à  l'hélice 
issus  du  point  de  vue  O'.  Ces  points  de  contact  1,,  I^,..  I„  étant 
sur  un  plan  Q  passant  par  0',  les  projetantes  0'I,,0'Ij,..  0'I„ 
sont  dans  le  plan  Q  et  leurs  traces  sur  le  plan  de  projection 
sont  en  ligne  droite. 

Cette  propriété  subsiste  quand  le  point  0'  s'éloigne  iiidélini- 
ment  dans  une  direction  donnée,  c'est-ii-dire  quand  on  projette 
la  courbe  sur  un  plan,  parallèlement  à  une  direction  donnée.  Par 
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exemple,  lit  projection  orthogonale  de  l'iiélico  sur  le   plan  .r  0  - 
est  la  eouibe  (.léfinie  par 

,r-=«cos.-,  .;■-=/■«, 

doii 

Cette  courhe  a  une  infinité  de  points  d'inflexion  tous  situés 
sur  O;. 

Remarquons,  eu  terminant,  qu'il  n'y  a  pas  sur  l'hélice  de 
points  oii  le  plan  oscnlateur  est  stationnaire,  c'est-ii-dire  coupe  en 
quatre  points  confondus.  Nous  avons  vu,  en  effet,  que,  pour  une 
coovlie 

si  de  pareils  points  existent,  ils  sont  donnes  par  l'équation 

A/-'"  ;.')+Bî"'(«)+cr  (»)=". 

A,B,C  étant  les  coelTicients  du  plan  osculatcnr.   Or,  actuellu- 

A  =  <i/'  sin  itdiâ,  Q=~.:kcùsudii\  C  =  «Vif', 

La  quantité 

est  donc  ici,  en   supprimant  le   facteur  dii*,a^k  :  elle   est  cons- 
tante et  ne  peut  pas  s'annuler. 

nS.  Altiuî  exemple.  —  Cherchons  le  plan  oscnlateur  ii  la 
cour]>e  définie  par  les  équations 


X  est  nu  paramètre 
Actuellement 

variable. 

d.7:  =  ld)., 

%  =  4*-. 

dz^i'l.. 

<f^^rfx^ 

d'y=\A.', 

<i'i  =  0. 
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J.OH  ci)e[IIcicnf.s  de  l'équation  du  plan  oscidatour  sont  donc 
A  =  dyd'z  —  dzdhj  =  —  Wj.\ 
B  =  dzd?a:  —  dxd'z  =  (0.\ 

C  =  dxd'^y  —  dyd^.c  =  -^  d'i' , 
et  ryijTiution  du  plan  osculateuv  au  point  (.r,  y,  ;)  est 

-).(x~,r)+Y-,+  -|:!7._j;_o. 

1111,    en    remplaraiit  .i,)j,z    p;ir    leurs  valeurs    et   eliangcunt    les 


y  Google 


CHAPITRE    Xï 


FOXCTIO.XS   DE   DEUX   VARIABLES.  —  ['LAS    TAXCEXT 
A   UXE   SURFACE.  —   MAXIMA   ET    MIXIMA 


I.    —    SÉRIES    DE    MAG-LiURIK    ET    DE  TAYLOR 

n6.  Représentation  géométrique  d'une  fonction  de  deux 
variables.  —  Soit  une  fonction  -■  des  deux  variables  indépen- 
dantes, X  et  ;;, 

- --=f  {■'•''/,  ■ 

Par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires  Oa,Oi/,0:,  cette 
équation  représente  une  surface,  qui  figure  géométricjuement  lu 
variation  de  la  fonction  z. 

n7-  Développements  en  séries  de  puissances  entières  et 
positives  des  variables.  —  Soit  d'aliord  l:i  fonction 


(1  — j,';(i  — y; 

à  développer  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  .c  et  y. 
Les  identités  : 

J~-|l=i +,,-+.,■+ +.,"-, 

iZ'!,'  ='+?+>'+ +!/'-', 


tlonnent,  en  miiltipliaiU  membre  ;i  niembie, 
■'  +  '/•■ 
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Si  l'on  liiit  croître  p  cX  q  iiidéfiHimeiil,  en  supposant  x  g\.  y 
moindres  que  1  en  valeur  absolue,  x'',y''  tendent  vers  zéro  et 
Ton  a  le  développement 


(1— '}:!-;/: 


où  les  exposants  in  et  n    prennent  toutes   les  valeurs  positives 
entières.  Ce  développement  est  convergent  pour 
-~l<,r<l,  — l<y<l. 

Cas  général.  —  Prenons  maintenant  une  série  oiilonnce  par 
rapport  aux  puissances  positives  croissantes  de  deux  variables  :c 
et  ij 

+ +  ««,«'^V+"-. 

où  m  et«  prennent  toutes  les  valeurs  entières  et  positives,  les 
coefficients  constants  «o.o,  «,.o,  «o,,,  ■  -  ■ ,  -v,,,,,!  se  succédant  suivant  une 
loi  déterminée. 

On  a  alors  le  théorème  suivant  : 

Une  série  de  la  forme  (1)  est  convergente  pour  des  valeurs  de  x 
et  y  comprises  dans  des  intervalles  symétriques  par  rapport  à 
zéro. 

On  démontre  ce  théorème  par  un  raisonnement  cjui  est  l'exten- 
sion naturelle  de  celui  qui  a  été  employé  au  n°  96. 

Supposons,  en  e£Fet,  que  la  série  (1)  soit  convergente  pour 
,£  =  «,  y^  p;  nous  allons  démontrer  qu'elle  est  convergente  pouf 
toutes  les  valeurs  de  x  et  y  telles  que 


—   <i, 


Il  I 


—    et   -^    désignant  les  valeni 
En    effet,   la  série  étant   convergente  pour  . 


,„an,i  1\, 


jroit  indéfiniment, 
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el  quiuid  ces  deux  entiers  croîsseut  indéfitiimoiit  suivant  une  loi 
queicoiHHie. 

Ou  peut  donc  assigner  des  valeurs  de  'ti'  et  «'  assez  griiiides 
pour  que  l'on  ait 

la,.,..-"?"    ]<1, 

pour  toutes  les  valeurs  de  m  et  n  telles  i[ue 

Cela  posé,  écrivons  la  série  ;.l)  sous  la  l'orme  suivante  : 


Tja  série  se  compose  d'abord  d'un  nombre  limité  de  ternies 
pour  lesquels  les  exposants  m  et  /(  sont  moindres  que  m'  et  n' ; 
pour  les  autres  termes,  en  nombre  illimité, 

1  «„."?"  i<i. 

el,  par  suite,  pour  la  valeur  absolue  du  terme  général 
Or,  la  série  dont  le  terme  général  est 


VÏAVi<|^  "'II.  '. 


"   JL\" 

3     ' 


('ht  conyorgetUe,    d'apios  le  cits  p;irliciiîîor  pi'ccétîent,  et  a  poi 

FIT1JHTD' 

,lè.  ,,„c 
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La  série  proposée  est  donc  ôgiilenient  convergente,  dès  qnc  .< 
et  y  possèdcnl  des  vnlcurs  telles  que 


nS.  Interprétation    géométrique.    —     Si    Ton    appelle 
somme  de  lu  série 

în  fonction  r  définie  par  celte  reliition  existe  pour 


Si  donc,  i 


.idèi'o  dans 


.1'//  les  «piiitre  drc 


ingle  ABCD./;^-.  90\  e 
et   'J 


ces  ([natre  droites  Tornient  un 
tout  point  P  de  coordonnéi 
situé  dans  ce  rectangle,  la  valeur  de  :: 
existe.  On  peut  donc  dire  que  l'équa- 
tion (2)  définit  une  portion  de  surface 
courbe  A'B'C'D'  se  projetant  horizon- 
talement sur  le  rectangle  A  B  C  D. 

On  a  ainsi  l'extension  aux  fonctions 
de  deux  variables  des  théorèmes  ren- 
contrés antérieurement  pour  les  fonc- 
tions d'une  variable  (n"  9G}. 

On  peut  appeler  le  rectangle  ÀB(!D  le  rectangle  de  eonve 
gence  de  la  série  (IV 

179.  Différentiation  et  intégration  des  séries  depaissanct 
entières  et  positives  de  deux  variables.  —  Une  série  tel 
que  (1)  définit,  dans  le  rectangle  de  convergence,  une  fonctii 
de  ,(-■  et  //. 


/■>,j)=".,4 

On  peut  déinoutrci 


:  nous  l'av 
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variable,  les  deux  théorèmes  suivants  que  nous  énonçons  seule- 
ment : 

1"  Si  l'on  prend  les  déi-wèes  partielles  de  tous  les  termes  de  la 
série  i  {3:,  y)  par  rapportât  ou  à  y,  la  nouvelle  série  obtenue 
converge  dans  le  même  rectangle  que  la  premièra  et  a  pour 
somme  la  dérivée  partielle 

-^  ou  -^. 

2"  Si  l'on  inuliiplie  tous  les  termes  de  la  série  pur  dx  et  si  l'on 
intègre,  par  rapport  à  x  de  Q  à  x,  la  nouvelle  série  obtenue  est 
convergente  dans  le  même  rectangle  que  la  proposée  et    a  pour 


(;y.;,,-,j)<ir. 

On  a  un  ihcorcnie  semblable  pour  l'autre  variable  y. 

180.  Série  de  Mac-Laurin  pour  une  fonction  de  deux 
variables.  —  Etant  donnée  une  foncLion  de  deux  variables  f[.v,y), 
proposons-nous  de  la  développer  en  une  série  procédant  sui- 
%'ant  les  puissances  entières  et  positives  de  x  et  y. 

f{x,y)  =  «„,„+  fl,,^r  +  «,,,*/  +  «,,<.r^  +  a,,xy  +  «„,^^  + 

Le  problème  est  de  calculer  les  coeflicients  a„,„  quand  la  l'onc- 
tion est  donnée.  Pour  cela,  prenons  les  dérivées  successives  des 
deux  membres  par  rapport  ii  .ret  (/. 

^=».,+„„„.+-„.,.,+ , 

|f-2„.,.+ 
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les  tortues  uou  ôcrits  coiiti'tianl  .c  ou  y  en  Tacteiir.  Dans  lous 
l'es  développements,  i'iiisons  .r  =  0,t/  =0;  nous  nvons  : 

"-/■■:-.     "-(19.     «-(f). 

On  11  iiiusi  k'  dûvolopporaoïit  tlcmaiidé  ; 

^M-m.^--''mMm- 

où  les  iiHlie,es  ii  sljfnifient,  L[u'iiprès  avoir  pris  les  tlcrivces,  il 
liiut  y  remplacer  .r  et  y  par  0. 

On  a  ainsi  l'extension  à  deux  variables  de  la  série  de  Mae- 
Liiurin. 

Pour  que  ec  développement  soit  applicable,  il  Tant 

1°  Que  toutes  les  dérivées  [  ..    „,  ,   ,     }    soient  finies  et  déterniî- 
\  ox"'  iiy"  /  0 

2"  Que  la  série  soit  convergente; 

3"  Qu'elle  ait  poiiv  somme  !a  Jonction  donnée  f[x,i/). 

Si  l'on  suppose  ces  conditions  remplies,  la  série  représente 
la  fonction  f{.c,  t/]  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  v/  qui  la  rendent 
convergente,  c'est-à-dire  pour  toutes  les  valeurs  de  s  et  ?/  com- 
prises, respectivement,  dans  des  intervalles  symétriques  par 
rapport  à  0. 

Géomfilrif/neiitrn/,  si  l'on  considère  la  surl'iice 

,==/■:.,•,,;, 

ropréseiite  h»  portion  Je  cette  surface  qui  se  projette  sui'  le 
plan  des,.;/  dans  ini  eeitnin  rectangle  ABCD  IJii;.  'M). 
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Autres  notations.    —  Désignons  par  p,  q,  r,  s,  i  les    dé] 
parlielles  de  .r  p;ir  rapport  ax  el  y  (Voyez  n"  19). 


jy 


àrf;,  - 

Convenons  en  outre  de  désigner  piir  ^|„  p^,  q^,  i\,  n^,,  I^ 
valeurs  de  la  fonction  et  de  ses  dérivées  pour  a;=^0, //  = 
Nous  pourrons  alors  écrire  les  premiers  termes  du  développe] 
de  la  façon  suivante  : 


,1,5 

-IL 

181.  Série  de  Taylor.  ~  La  série  de  Mac-Laurin   periiiel    de 
développer  la  fonction 

(3)  ==/>,-/;, 

pour  les  valeurs  de  .r  et  y  situées  dans  un  rectangle  ayant  pour 
sommet  l'origine,  et,  par  suite,  d'étudier  la  surface  représentée 
par  l'équation  (3),  dans  le  voisinage  du  point  où  elle  coupe 
l'axe  0  .î. 

Si  l'on  veut  étudier  la  même  fonction  fi^x,  y)  dans  le  voisinage 
d'autres  valeurs 

on  ramène  ce  cas  au  précédent  en  posant 


y=/,+y^ 


oL  on  étudie  la  ionction 


pour  des  valeurs  de  x'  et  y'  voisines  de  zéro.  Si  l'on  développe 
cette  fonction  de  j:'  et  y'  suivant  les  puissances  positives  et  crois- 
santes de  x'  et  y',  on  doit,   pour  former  les  coeflicients  du  déve- 
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loppement,  calculer  1rs  valeurs  des  dcvivées  partielles 

JVL      ^      ivi       ^'-f 


i\r' 


pour 


--0,  e'ost-à-dire  les  valeurs  des  dérivées 


if      if      i'f       i'f 

jujur  ,i  =«,  y  --^h;  nous  désignerons  ces  valeurs  par 

if       if       i--f        i'f 

il,  '          tV'             ia-  '           iiiifj 

Oii  a  »lois  le  ilcïcloppfineiil 

/:>  +  ,,',  s  +  ,/,  =/■.„,/, +y  1^  +  ,/ -If 

+^-^^^'■yi^^"^W)+■■■■ 

un,  cncr.ro,  en  iippeliinl 

P,        '/,        '■,        »,        t. 

les  valcLn-s  des  déiivccs  premières  el  rleuxiènics  de  f{. 

,//;  pour 

•■  =  »,»««, 

:4)            fi"  +  ■'■'.  ''  +  !/':  =  f{",  K  +J"'  +  '11/  + 

^  ;>■..■'■+ 2  s,rV+ /,./';+ 

Ces  développements  sont  convergents  p< 
et  y'  comprises  dans  des  intervalles  symé- 
triques par  rapport  ii  zéro. 

Au  point  de  vue  géométrique,  considé- 
rons, sur  la  surface,  le  point  R  dont  la 
projection  0'  sur  le  plan  .lO  y  a  pour 
coordonnées  «  et  /', 

Le  changement  de  variables 


revient    ii  transporter  les  axes  de  coordonnées,  parallèlement  i 
eux-mêmes,  au  point  0',  en  0'  j;' ,0' y',Q' .z'  (jig.  91), 
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loiiveaiis  axes,  la  surlace  a  pour 
-.^fia  +  ^.b  +  ij). 


Le  développement  e 
est  convergent  dai 


1  série  (4)  suivant  les  puissances  de  .v'  et  y' 
m  rectangle  situé  dans  le  plan  des  :i-' y' , 
ayant  son  centre  en  0'  et  ses  cotés  parallèles  aux  axes;  ce  déve- 
loppement représente  donc  la  portion  de  surface  qui  se  projette 
horizontalement  dans  ce  rectangle. 

Autre  notation.  —   Changeant,    dans  le  développement  ^4},  a 
et  h  en  .(  et  ;/,  .'■'  el  ij  en  h  et  h,  on  a  le  développement 


>J 

+  *)  = 

^/-;+*^+*f 

f+^ 

«^-'■f)-- 

/', 

!I  +  K 

:=/':'-.y;.+^/'+'M- 

1 

.>•/.■  + 

•l.shk^lk^)-\- , 

développement  convergent  pour  des 
ment  petites  eu  valeur  absolue. 


II.  —  PLAN  TANGENT  A  11 


182.  Dii 

équation 


==f>.v:. 


point  M  de  cette  surface  ayant  pour  coordonnées  .i,i/,.z. 
Par  définition,  le  plan  tangent  en  M  est  le  lieu 
des  tangentes  menées,  en  M,  à  toutes  les  courbes 
tracées  sur  la  surface  par  le  point  M.  Imaginons 
une  courbe  quelconque  M  C  tracée  sur  la  surface 
et  passant  par  M  (Jlg.92).  Le  long  de  cette  courbe, 
les  coordonnées  d'un  point  sont  des  fonctions  d'un 
paramétre   u  vérifiant  identiquement  la  relation 


nfini 


leiit  pe 


poi 


t  M  t 
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lii  courbe  Cj  un  tlépljicement  infiniment  petit  MM'  :iyanl  pour 
projections  les  différentielles  ch-,  di/,  dz  des  coordonnées  regardées 
comme  fonctions  de  «.  Les  éqnations  de  la  tangente  Mï  ii  la 
courbe  C  sont  alors 

X^.r  Y-i,  ^  V.-z 

,t,      -  ,hj  ,h      ■ 

Comme  les  fonctions  .r,i/.^  z  de  la  variable  ((  vérifient    identi- 
quement la  relation 

on  a,  vn  uj)]iU(.|uant  la  rî'gle  de  difl'érentiation  des  l'oncti(nis 
composées. 

relalion  que  nous  écrirons 

en  désignant,  pour  abréger,  paryj  et  //  les  dérivées  partielles  de  r 
par  rapport  i»  j-  et  (/  : 

¥  ¥ 


'   ■  "    A,-  •  ••  —  il/ 

En  remplaçant  dans  l'équation  liomogène  (2)  dcr,  dij,  dz  par  les 
quantités  proportionnelles  X  —  j\'^  —  y,'L  —  z  tirées  des  équa- 
tions (1)  de  la  tangente,  on  a  l'équation  du  ïieii'aés  tangentes 

(3;  z-==/,;x-.,-;+,;y-j;. 

Telle  est  l'équalioii  du  plan  tangent  au  point  {.r,t/,z). 

183.  Normale.  —  La  normale  au  point  [x,  y, .;)  à  la  surface, 
étaut  la  porpeudicuiaive  au  plan  tangent,  a  pour  équations 


yGoosle 


l'apport  a 


MO  cocR-s  D'Ay.ii.y.-.!-: 

184-  Cas  où  la,  surface  est  définie  par  une    équatio, 
résolue.  —  Soit 

(5)  V  [.f,i/,z-]  =0, 

l'équation  dt;  la  surlaco.  Cotte  équation  (.léfiiLit  -  tomme  une 
tioii  implicite  di'  .r  et  //  qu'on  peut  désigner  pai' 

Pour    oalcnler    la    dérivée   partielle    Je 
~=:p,   on   prendrii   la  dérivée  du   premier  membre  de  (5}  par 

ainsi 


-y.-.0. 


OF  ilF 

01/  0  :■    ' 

Ces  relations  donnent  les  valeurs  de  /(  et  '/  :  en  les  portant 
dans  les  équations  du  plan  tangent  o.t  de  la  normale,  on  obficnt 
les  équations 

.'Plan  tangent'    {K  —  .r~-{-'\^</   4^+   /.— r'-^^O: 

Normale,         j],-       "^^ÎF^  "^  ~ôî^' 
(\c  0//  .13 

Nous  prendrons,  ordinairement,  les  équations  du  plan  tangent 
et  de  la  normale  sous  les  formes  (3)  et  (4).  Quand  l'équation  de 
la  surface  n'est  pas  résolue  par  rapport  ii  ;,  on  se  rappellera 
que  y;  et  <j  sont  définis  par  les  relations 

^['  01'' 


yGoosle 


185-  Points  singuliers.  —  Il  peut  se  l'iiiro,  qu'eu  un  point 
,r,  ;/,  -■]  cli:  la  surl'ucc  définie  par  réc[iiatioii 

les  ti'ois  déi'ivées  ptirtielles 

aV  >•)!■'  ."IF 

ly7'  ^1/  '  i)z  ' 

.lolenl  nulles  loiiU-s  les  (rots.  Aloi's  l'équatidii  du  plan  tangent 
.   ilK        ,,.         ,   ûF        ,.,        ,    ÙF 

X-,.-,  ^+ 'A ----,, -5^  +  (/.--=,—=o. 

n'existe  plus.  Les  valeurs  deyj  et  q  apparaissent  sous  forme  i/idé- 
leriiiinée.  Les  points  spéciaux  pour  lesquels  cette  circonstance  se 
présente  s'iippellent  points  singuliers  de  la  surface.  En  un  tel 
point,  les  tangentes  aux  diverses  lignes  tracées  sur  la  surface  ne 
forment  plus  un  plan,  mais  un  cône  dont  le  degré  peut  être  plus 
ou  moins  élevé.  Par  exemple,  le  sommet  d'une  surface  coni([ue 
est  un  point  singulier  de  la  surface  :  les  tangentes  aux  diverses 
courbes  tracées  par  ce  point  sur  la  surface  conique  forment  évi- 
demment un  cône  qui  se  confond  ici  avec  lu  surface  conique  elle- 

186.  R];MAiigiR.  —  La  timgcute  à  luic  t-umUc  en  iiii  poiiU  M 
est  la  limite  d'une  droite  joignant  le  point  M  ii  un  point  M'  infi- 
niment voisin.  Il  ne  faudrait  pas  croire  que  le  plan  tangent  à  une 
surface  en  un  point  M  est  la  limite  d'un  plan  passant  par  il  et 
par  deux  points  infiniment  voisins  M'  et  M"  pris  sur  la  surface. 
Le  plan  MM' M"  tend  vers  des  positions  limites  diverses  qui 
dépendent  de  la  façon  dont  les  points  M'  et  M"  tendent  vers  M  en 
se  déplaçant  sur  la  surface. 

Par  exemple,  si  les  points  M'  et  M"  tendent  vers  M  de  façon 
que  les  droites  MM'  et  MM"  tendent  vers  deux  tangentes  /lis- 
linctes  ii  la  surface,  le  plan  Mil' M"  tend  vers  le  plan  tangent,  car 
sa  position  limite  contient  deux  tangentes  à  la  surface.  Mais  si 
les  points  M'  et  M"  tendent  vers  M  en  suivant  tous  deux  une 
même  courbe  tracée  sur  la  surface  par  M,  le  plan  MM'M"  tend 
vers  le  plan  osculateur  il  cette  courbe  et  non  vers  le  plan  tangent 
il  la  surface. 
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187.  Position   d'une  surface  par  rapport  au  plan  tangent 
dans  le  voisinage  du  point  de  contact.  — ■  Prniions,    sur    hiic 

'=f ':'■.:/:. 

lin  point  déterminé  A  <k'  coordonnées  a,  l>,  c 

«  =  /V',*). 

ayant  pour  pt'ojectîoii  O'  sm-  le  plan  des  xi);  iippelons  /;  et  q  les 
valeurs  des  dérivées  ~-  et  -^  en  ce  point,  /■,  s  et  t  les  valeurs  des 

dérivées  secondes  ^— V  t    -r—: —   et  -:r-^  au   même  point.    Soit  ^1 
lui    point  de  la  auriace,   voisin  du  piiint  A,  P  sa  projeclimi    sur 


le  plan  des  xi/  ;  pour  étudier  la  surface  dans  le  voisinage  du 
point  A,  transportons  l'origine  au  point  0'  en  prenant  de  nou- 
veaux axes  O' .t' 1/'  z'  parallèles  aux  anciens  (fi^'.  93).  Nous  aurons 

et  l'ordonnée  ^  conservera  ia  même  valeur. 

Les  quantités  x'  et  ?/'  sont  les  coordonnées  du  point  P  par  rap- 
port aux  axes  O'x',  O'y'.  La  valeur  de  .;  en  lonction  de  x  et  _'/ 
devient 

ou,  en  développant  par  la  formule  do  Tavlor, 


=/•;«,»)- 


■Tr(- 
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L'oiilonm'^n  MP  veni^oiitre  le  plan  tangent  en  A  en  un  point  M,, 
dont  Rons  appellerons  r,  l'ordonnée  M,P.  Comme  le  pliui  tangent 
en  A  a  pour  équation,  par  rapport  aux  anciens  axes, 

ut  que  les  cuorclonnêes  du  point  1*  sont 


l'cu'donnée  r,  du  j 


-  '/.'/  ■ 


La  quantité  c  étant  égiile  à  /'^rt,  //,  on  voit  que  l'oi'donnée  ,-j 
du  plan  tangent  s'obtient  en  a';irrètant  aux  termes  du  premier 
degré  inclus,  dans  le  développement  de  rordonnée  ;  d'un 
point  M  de  la  surface  suivant  les  puissances  de  x'  et  y' ■ 

Pour  voir  comment  la  surface  est  placée  par  rapport  au  plan 
tangent,  faisons  la  différence  .-— ij  des  ordonnées  MP  et  M^P. 
On  a 

'•?]  -  -  -1  =\'r^'  +  'i-  «.'Y  +  '//'^  + 

oii  les  premiers    tei-uies    uon   écrits   sont  du  tioisièmc  degré  en 

x'  et  y. 

Désignons  par  f  et  s  les  coordoonéos  polaires  du  point  P  par 
rapport  aux  axes  .r' 0';/'.  On  a 


oii/j(»)  est  un  polynôme  homogène  du  troisième  degré  en  cos -i 
et  sin  !p.  D'après  cette  expression,  si  s  n'a  pas  une  valeur  aniui- 
lant  le  trinôme 

/"j(s}  =;  '■  cos^  y  +2  s  cos  ^  sin  -a  +  t  sin-  », 

on  peut  prendre  p  assez  petit  pour  que  la  quantité  qui  multiplie 
p-  ait  le  signe  de  ce  trinôme  /^(a).  La  différence  ;  — .-,  a  alors 
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le  signe  do  ee  iiirmc  trinôme.  D'après  cela  il  y  aura  à  distiogiicr 

trois  cas,  suivant  la  nature  des  racines  du  trinôme  ^  (s\ 

Premier  cas.  —  Soit  d'abord  )■(  —  s*  positif.  —  Alors  le  tri- 
nome  f^  (-f)  ne  s'annule  pour  aucune  valeur  de  ^  :  il  conserve, 
quel  que  soit  a,  un  signe  invariable.  Donc,  dans  le  voisinage  du 
point  de  eoiitact  A,  le  signe  de  j-— -,  est  invariable;  la  sur- 
face, au  voisinage  de  A,  est  située  d'un  même  coté  du  plan  tan- 
gent en  A.  On  dit  alors  que  la  surface  a,  au  point  A,  une  cour- 
bure totale  positive,  ou  encore  qu'elle  est  convexe  en   ce  point. 

On  peut  se  rendre  compte  d'une  autre  manière  de  ce  fait  que, 
dans  le  cas  actuel  [ri  —  s'>0),  le  plan  tangent  en  A  n'a  en  com- 
mun avec  la  surface,  dans  le  voisinage  du  point  A,  que  le  point 
de  contact  A  lui-même.  En  effet,  pour  obtenir  l'équation  de  l'iu- 
tcrsectîon  de  la  surface  par  le  plan  tangent,  11  faut  écrire 


projection    de    l'interscctioi 


le   plan  des 


()  =  /■ 


!■.'/ 


-l!J- 


les  termes  non  écrits  étant  au  moins  du  troisième  degré  en  ^  et!/'. 
Cette  équation  ayant,  comme  termes  de  moindre  degré,  des 
termes  du  second  degré,  représente  une  courbe  ayant  un  point 
double  à  l'origine.  Mais  ce  point  est  un  point  isolé;  en  effet, 
l'équation  du  faisceau  des  tangentes  ii  l'origine  est 

,■,,'' +2.yy+ /y- =0, 

équation  représentant  deux  droites  imaginaires,  car  ;■;■ — s^  est 
supposé  pOHilif. 

KxEMi'LES.  —  Par  exemple,  un  ellipsoïde,  un  liyperboloïde  à 
deux  nappes,  un  paraboloïdc  elliptique  sont  des  surfaces  convej:res 
en  ehacim  de  leurs  points.  Un  tore  est  convexe  en  tous  les  points 
de  la  partie  engendrée  par  la  moitié  de  la  circonférence  généra- 
tive  PAP'  [fig.  94)  opposée  à  l'axe.  Quand  une  surface  est  convexe, 
en  un  point  A,  si  on  mène  un  plan  parallèle  au  plan  tangent 
en    A   il    une  distance   très   petite   du  plan  tangent  du  côté  où 
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se  trouve  la  surface  au  voisinage  de  A,  ce  plan  coupe  la 
suivant  une  petite  courbe  Cermée.  C'est  ce  qu'on  voii 
figure  94    qui  représente  un  tore,    le  point  A  étant  pri 


-^s^ 


pnrlic  convexe  tlii  tore.  Un  plan  parallèle  au  plan  langent,  très 
voisin  de  ce  plan  et  placé  de  l'autre  côlé,  ne  coupe  pas  la  sur- 
face au  voisinage  de  A- 

Deuxième  cas.  —  Supposons  rt —  s-  négalif.  —  l'n   éerivant 
le  trinôme  f^  (a)  sous  la  forme  : 

on  voit  qu'il  s'annule  pour  deux  valeurs  de  tanga 
tangy  =  À,  tang=;=V, 

réelles  et  distinctes.  A  ces  deux  valeurs  de  tang  a  correspondent, 
dans  le  plan  a^O';/',  deux  droites  O'E  et  O'E'  {fig.  95),  de  coeffi- 
cients angulaires  ),  et  ).' ;  soient,  dans  le  plan  tangent  en  A,  AD  et 
AD' les  deux  droites  ayant  pour  projections  O'E  et  O'E'.  Quand 
le  coefficient  angulaire  tang  <ù  de  O'P  n'est  pas  égal  à  X  ou  À',  le 
trinôme  f^  (s)  n'est  pas  nul,  et,  par  suite,  z  — .::,  a  le  signe  de 
ce  trinôme  pour  des  valeurs  suffisamment  petites  de  p.  Comme 
le  trinôme  ^  [o)  a  des  signes  différents  suivant  que  tang  »  est  ou 
non  compris  entre  les  racines  7>  et  )/,  la  différence  s  —  ^,  a  un 
certain  signe  pour  les  points  M  de  la  surface,  voisins  de  A, 
se  projetant  horizontalement  dans  l'angle  EO'E'  ou  dans  l'angle 
opposé  par  le  sommet,  et  le  signe  contraire  pour  les  points  M  voi- 
sins de  A  se  projetant  dans  les  angles  adjacents.  La  surface 
traverse  donc  le  plan  tangent  dans  le  voisinage  du  point  A. 
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On  dit  alors  que  lu  surface  possède  en  A  une  coiirfu/re  totale 
néf^ative. 

Pour  avoir  l'équation  de  Va  courbe  d'iutersection  de  la  surface 
et  du  plan  tangent,  Aiisons  encore 


mme  projection  de  l'intersection 


Cette  équation  représente  une  courbe  ayant  un  point  double  à 
l'origine  0'  ;  le  faisceau  des  tangentes  au  point  double  a  pour 

ces  tangentes  sont  réelles,  ce  sont  précisément  les  droites 
O'E  et  O'E'.  Donc  le  plan  tangent  en  A  coupe  la  surface  suivant 
une  courbe,  ayant  un  point  double  au  point  de  contact  et  pour 
tangentes  en  ce  point  les  deux  droites  AD  et  AD'.  Ces  deux  droites 
AD  et  AD'  se  nomment  les  directions  asijmptotiques  au  point  A. 

Exemples.  —  Par  exemple,  un  hyperboloïde  il  une  nappe,  un 
paraboloïde  hyperbolique  sont  des    surfaces   dont   la  courbure 


totale  est  négative  en  chaque  point.  Le  plan  tangent  à  mi  para- 
boloïde hyperbolique  en  uu  point  A,  le  coupe  suivant  deux 
droites  AD  et  AD'  {fig.  96). 

Un  tore  est  à  courbure  totale  négative,  en  tousles  points  de  la 
partie  de  surface  engendrée  par  la  moitié  de  la  circonférence 
génératrice  (fig.  97}  tournée  vers  l'axe.  Le  plan  tangent  P,  en  un 
de  ces  points  A,  coupe  le  tore  suivant  une  courbe  ayant  un  point 


y  Google 


double   en    A.    S 

double  A,  on  obLienl    les   directions  a^ymptotiqui 


Troisième  cas.  —  Supposons  enfin  ri  — 
f^  ;'a)  :^cos-s  'nang^»  +  2s 


\'GE,\T  A    UNE   s  ont' ACE  3o7 

ne   les    tiuigeiites  AD   et  AD'  uu  point 
point  A. 

nul.  ■ —  Alovs  le  ti'i- 


Ce  U'inome  a  un  signe  constant,  quel  que  si 
limg,  =  ).. 

Donc,  tant  que  le  coeflicienl  angulaire  tai 
égal  il).,  lii  différence  z  —  z^v^,  dans  le  voi- 
sinage (le  A,  un  signe  constant.  Si  on  fait 
tangy:=X,  c'est-ii-dire  si  le  point  P  est 
sur  la  droite  O'E  de  coefficient  angulaire  ),, 
f\  (»)  est  nul,  et  alors,  pour  p  sunJsammeut 
petit  en  valeur  absolue,  z  —  5,  a  le  signe 
du  premier  ternie  de  son  développement 
qui   ne    s'annule    pas    pour    tanga=)..     '^  i\t-  %%. 

Donc   la  surface  est  d'un   même  côté  du 

plan  tangent,  dans  toutes  les  directions  autour  du  point  A,  excepte 
dans  une  direction  AD  (fig.  98)  ayant  pour  projection  O'E  et  la 
direction  opposée.  Pour  ces  deux  directions  opposées,  on  ne 
peut  rien  allirnier,  sans  faire  d'hypotlièses  particulières  sur  la 
façon  dont  se  comportent  les  termes  successifs  du  développement 


qui 


land  I 


■X  y  fait  tangçi=).. 


Dans  ce  cas,  on  dit  que  la  surface  a,  au  point  A,  une  courbure 
totale  nulle. 

Le  plan  tangent  en  A  la  coupe  suivitiil  une  courbe,  dont  hi 
projection  a  pour  équation 


0^/' 


'■y  - 


Actuellement,  cette  courbe  possède  en  O'  un  point  double  à 
tangentes  confondues  avec  O'E.  Le  plan  tangent  en  A  coupe  donc 
la  surface  suivant  une  courbe  ayant  en  A  un  point  de  rebrousse- 
ment  de  tangente  AD,  ou,  plus  généralement,  un  point  singulier 
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uù  deux  branches  de  courbe  sont  tangentes  entre  elles  et  a  hi 
droite  AD.  Les  deux  directions  asymptotlques,  au  point  A,  sont 
alors  confondues  avec  celte  droite  AD. 

Exemples.  —  Dans  une  surface  conique  ou  cylindrique,  Ui  cour- 
bure totale  est  nulle  en  chaque  point  A;  en  effet,  le  plan  tan- 
gent a  une  de  ces  surfaces  en  un  point  A,  étant  tangent  tout  le 
long  de  la  génératrice  AD  du  point  A,  coupe  la  surface  suivant 
deux  droites  confondues  avec  AD.  Cette  droite  est  la  direction 
asymptotique  en  A.  Ainsi  la  quantité  rl-^s^  est  nulle  en  tous  les 
points  d'une  surface  conique  ou  cylindrique.  Nous  verrons  plus 
tard  que  cette  propriété  est  caractéristique  des  surfaces  appe- 
lées surfaces  déceloppables. 

Dans  un  tore,  le  plan  tangent  perpendiculaire  a  l'axe  touche 
la  siirface  tout  le  long  d'un  cercle  C.  En  un  point  A  de  ce  cercle 
la  courbure  totale  est  nulle  :  le  plan  tangent 
en  A  coupe  la  surface  suivant  deux  circonfé- 
rences confondues  avec  C,  c'est-à-dire  deux 
courbes  tangentes  en  A.  La  tangente  AD  à 
ce  cercle  C  est  la  direction  asymptotique  en  A. 
Le  cercle  C  et  son  symétrique  par  rapport  au 
rig  m  P^^^  ^^  l'équateur  du  tore  partagent  la  surface 

en  deux  parties.  Sur  la  première  partie  qui  est 
opposée  il  l'axe,  la  courbure  totale  est.  positive  ;  cette  partie  est 
marquée  {fig.  99)  sur  la  figure  par  des  +.  Sur  la  deuxième  partie, 
qui  est  tournée  vers  l'axe,  la  courbure  totale  est  négative;  cette 
partie  est  marquée  sur  la  figure  par  les  signes  — . 

III.  -  APPLICATION,   -  PLAN    TANfiE.'fT  AUX  SURFACES   RÉGLÉES 

188-  Formules  générales.  —  Considérons  une  droite  mojjlle 
ayant  pour  équations 

(G)  ,r^«r  +  /;,  y  =  /.r  +  /', 

où  les  cocUlcicuts  a,h,h,l:  sont  des  fonctions  continues  d'un 
paramètre  u  : 

„=/•(„),    h=,i,,),    h=f\',,),    *==,(«;. 
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Arf/.!C.1T!0,\'.  pla: 


'.\GÂ'XT  Arx  SURFACES  RÉGLÉES 


Quand  n  viirie,  cette  droite  engendre  une  siu-face  réglée. 
Les  droites  G  sont  les  génératrices  de  la  surface.  Soit  AB  une 
position  de  la  génératrice,  nous  nous  proposons  d'étudier  les 
variations  du  plan  tangent  à  la  surface 
en  un  point  M  qui  se  déplace  sur  cette 
génératrice. 

Considérons  la  section  C  de  la  sur- 
face par  un  plan  P  parallèle  au  plan 
des  xy  et  menons  la  tangente  M;  ii  cette 
section  au  point  où  le  plan  P  rencontre 
la  génératrice  AB  (^à^  100).  / 

Le  plan  tangent  en  M,  devant  contenir  ^''^-  "•"■ 

les  tangentes  à  toutes  les  courbes  passant 

par  M  sur  la  surface,  contient  les  deux  droites  Mi  et  MA  :  c'est  le 
plan  ïMA.  Ce  plan  a  pour  trace  sur  le  plan  des  xy  la  droite  h.t' 
parallèle  à  M/.  Le  long  de  la  courbe  C,  z-  est  constant  :  les  coor- 
données d'un  point  de  cette  courbe  sont  donc  exprimées  en  fonc- 
tions de  "  par  les  formules 


où  z  est  constant;  et  le 
à  cette  courbe  est 


.elllcl 


t  angulaire  ni  de  la  tangente  M/ 
-dh  +  dh 


Cette  même  quantité  m  est  le  coellicieiit  angulaire  de  la  trace 
Ai'  du  plan  tangent  en  M  sur  le  plan  des  xij. 

Quand  le  point  M  se  déplace  le  long  de  la  génératrice  AB,  ii 
garde  une  valeur  constante,  ainsi  que  da,  db,  dh  et  dk,  tandis 
que  5  varie  de  — ce  à  -|-  x  .  On  voit  que  m  varie  avec  :  toujours 
dans  le  môme  sens  et  prend  une  fois,  et  une  seule  fois,  toutes 
les  valeurs  possibles  de  — x  i»  +  ce.  Cela  résulte  de  ce  que 

dm.  dadk  —  dhdh 


d: 


■-■dfi-\-d/iY 


conserve  un  signe  constant  quel  que  soit  ;. 

Le  plan  tangent,  quand  le  point  M  décrit  la  géni 
d'un  bout  à  l'autre,    tourne  donc  toujours  dans   le 
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autour  de  AB  et  prend  une  fois  et  une  seule  fols  toutes  les  posi- 
tions possibles. 

Cas  exceptionnel.  -—  Il  pout  arriver,  exccptionncîlemcut,  qne  m 
soit  indépendant  de  ;.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  fnut  et  il  sullit 
que  l'on  ait 

(1)  dadk^dbdh  =  i). 

Dans  ce  cas,  le  plan  tangent  est  le  même  en  tous  les  points  de 
la  génératrice  AB. 

189.  Classiûea.tion  des  surfaces  réglées  :  surfaces  gauches 
et  surfaces  déveJoppabJes.  —  Lorsque  la  condition  (1)  est  rem- 
plie pour  toutes  les  génératrices  d'une  surface  réglée,  c'est-à-dire 
est  remplie  quel  que  soit  «,  on  dit  que  la  surface  est  dévelop- 
pable. 

Si,  au  contraire,  cette  condition  n'est  pas  remplie,  quel  que 
soit  if,  on  dit  que  la  surface  réglée  K^i  gauche. 

D'après  cela,  pour  une  surface  développable,  le  plan  tangent  est 
le  même  tout  le  long  de  chaque  génératrice,  comme  pour  un 
cône  ou  un  cylindre.  Pour  une  surface  gauche,  au  contraire,  le 
plan  tangent  varie  quand  le  point  de  contact  se  déplace  le  long 
d'une  génératrice  :  il  peut  eîôster  sur  la  surface  gauche  des  géné- 
ratrices particulières  pour  lesquelles  la  condition  (i)  est  vérifiée, 
mais  ce  sont  des  génératrices  exceptionnelles. 

Par  exemple,  la  droite 


engendre,  quand  ii  varie,  une  surface  développable;  car  t 

donc 

(2)  ,1a  dk  -  dh  dh  -^  IJ 

identiquement. 

.'\u  contraire,  la  droite 
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luIre  une  surface  gauche,  car 


da  dk  —  db dh  =  (2  »  —  1;  du' , 
expression  qui  n'est  pas  nulle  quel  que  soit  /(.  I.a  gcnoiati'icc 
ii^~  est  une  génératrice  exceptionnelle  de  la  surface,  le  long 
(le  laquelle  le  plan  tangent  est  le  même.  Parmi  les  surfaces  du 
(leusième  ordre,  le  paraboloïde  hyperbolique  et  l'hypcrboloïde 
à  une  nappe  sont  des  surfaces  réglées  gauches. 

Remarque.  —  Les  surfaces  développa  blés  ont  en  fous  leurs 
points  leur  courbure  totale  nulle  {rt  —  s^  =  0) ,  car  le  plan  tangent 
en  chacun  de  leurs  points  coupe  la  surface  suivant  deux  droites 
confondues  avec  la  génératrice  de  contact,  comme  dans  les  cônes 
et  les  cylindres. 

-  Les  surfaces  réglées  gauches  ont,  au  contraire,  en  chacun  de 
leurs  points  leur  courbure  totale  négative  !^rt  —  s-  <  0),  comme  il 
arrive  pour  l'hypcrboloïde  à  une  nappe. 

190.  Heux  surfaces  réglées  gauches  ayant  une  génératrice 
commune  sont,  en  généra},  tangentes  en  deux  points  au  plus 
de  cette  génératrice  ;  si  elles  sont  tangentes  en  plus  de  deux 
points,  elles  se  raccordent  le  long  de  la  génératrice.  —  Soient 
une  surface  engendrée  par  les  droites 

T  =  «  +  4,  J  =  i=  +  *, 

ot  une  deuxième  surface  engendrée  par  les  droites 

.,■:--- a, z^/>„  ,j  =  h^z-\-k^. 

Supposons  que  ces  deux  surfaces  aient  une  génératrice  com- 
mune AB. 

Le  plan  tangent  à  lu  première  surface,  en  un  point  M  d'or- 
donnée ;  [fig.  100),  a  pour  trace  sur  le  plan  des  :rij  une  droite  \t' 
dont  le  coeHicicnt  angulaire  est 
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Lie,  le  plati  tangent  au  même  point  ^[  à  la  tleuxièn 
;  trace  de  eoeillcient  angulaire 


Pour  que  les  plans    tangents  en  i\I   aux  deux  surfaces  coi 
dont,  il  ùnit  et  il  sulUt  que  l'on  ait  m^m^  et,  par  suite, 

:.db  +  dk         zdb,+dl,- 


zda  +  dh        zda^-\-dh^  ' 

Cette  équation  étant  du  deuxième  degré  en  "  a,  au  plus,  deux 
racines  réelles  ou  imaginaires,  à  moins  qu'elle  ne  se  réduise  \\ 
une  identité;  ce  dernier  cas  se  présente,  si  l'équatioiT  est  vôririéo 
par  plus  de  deux  valeurs  de  -. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

191.  Application.  Hyperboloïde  de  l'accoi-dement.  — -  On 
se  sert  de  cette  propriété,  en  géométrie  deacvipûve,  pour  mener 
le  plan  tangent  en  un  point  M  à  une  surface  réglée.  Pour  cela,  on 

^  construit,  comme  il  suit,  un  hyperboloïde  qui  a  même 
plan  tangent  que  la  surface  tout  le  long  de  la  généra- 
trice du  point  M.  Soient  A,  B,  C  trois  points  de  cette 
génératrice  (fi^.  101)  ;  AA'  une  tangente  à  la  surface 
au  point  A,  BB'  une  tangente  en  B,  CC  une  tan- 
gente en  C.  Considérons  l'hyperboloïde  engendré 
par  une  droite  mobile  s'appuyant  sur  les  trois  droites 
fixes  AA',  BB',  ce  :  cet  hyperboloïde  a  en  commun 
y  lui  '"^'sc  la  surface  la  génératrice  ABC;  il  a,  de  plus, 
même  plan  tangent  que  la  surface  aux  trois  points 
A,  B,  c.  Donc  il  a  même  plan  tangent  que  la  surface  tout  le  long 
de  ABC.  Pour  avoir  le  plan  tangent  en  M  ii  la  surface,  il  suffit 
alors  de  mener  le  plan  tangent  i»  l'hyperboloïde  en  M,  c'est-à- 
dire  de  construire  la  génératrice  rectilîgne  de  l'hyperboloïde  du 
deuxième  système  Mil'  ;  le  plan  tangent  cherché  est  AMM'. 

192.  Cas  particulier  de  deux  surfaces  réglées  ayant  même 
plan  directeur.  — ■  On  dit  qu'une  surface  réglée  a  un  plan  direc- 
teur, quand   ses  génératrices  sont  toutes  parallèles  a  un  même 
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plan;  ce  plan  se  nomme  plan  directeur.  On  a  alors  le  théorème 
suivant. 

Si  deu.T  surfaces  réglées  gauches,  ayant  même  plan  directeur , 
ont  une  génératrice  commune,  elles  sont  tangentes  en  général  en 
un  seul  point  à  distance  finie  sur  cette  génératrice  :  si  elles  sont 
tangentes  en  plus  d'un  point  à  dislance  finie  sur  la  génératrice, 
elles  le  sont  tout  le  long  de  la  génératrice. 

En  effet,  nous  pouvons  toujours  supposer  qu'on  ait  pris  comme 
plan  des  ys  le  plan  directeuï  commun  aux  deux  surfaces.  Les 
équations  d'une  génératrice  de  la  première  surface  sont  alors 

,,=/,,  y  =  J.  +  i. 

et  celles  d'une  génératrice  de  la  deuxième 

Dans  ce  cas,  les  quantités  a  et  a^  sont  identiquement  nnlles  et 
l'équation 

zdh  +  dk         .r(M,  +  f«, 


qui  détermine   les  ;   des  points  de   la  génératrice  comu^ut 
les    surfaces   se    touchent,    se    réduit    à    l'équation    du    pri 


ce  qui  démoiitre  le  théorème. 

193.  Point  central.  Ligne  de  striction.  Paramétre  de  dis- 
tribution. —  Dans  une  surface  réglée  uu  appelle  point  cpnlrid 
sur  une  génératrice  le  pied  de  la  perpendiculaire  commune  à 
cette  génératrice  et  à  la  génératrice  infiniment  voisine. 

Le  lieu  des  points  centraux  forme  une  ligne  située  sur  la  sur- 
face et  appelée  ligne  de  striction. 

Pour  étudier  la  distribution  des  plans  tangents  le  long  d'une 
génératrice,  prenons  cette  génératrice  pour  axe  Oz,  pour  ori- 
gine le  point  central  O,  pour  axe  des  .x  la  perpendiculaire  com- 
mune OAii  la  génératrice  0;  et  à  la  génératrice  infiniment  voi- 
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sine  AB  {fig.  102).  La  droite  AB  étant  perpendiculaire  it  Or 

jection  AR  sur  le  plan  ,rO;  a  pour  équation 


r  le  pl»„  j,0  = 

,j  ™  :.  lang  ,, 

ec  0;.  Dims  ces  équations,  o  et  a 
désignent  donc  la  distance  de  deux  géné- 
ratrices infiniment  voisines,  0:  et  AB,  et 
l'angle  de  ces  g-énératrices.  Ce  sont  deux 
quantités  infiniment  petites.  On  peut  tou- 
jours choisir  le  sens  positif  de  Oy  de  telle 
façon  que  S  et  a  soient  positifs. 

Si  l'on  coupe  la  surface  par  un  plan  Q, 

parallèle  au  plan  des  tij,  rencontrant  O^ 

et  AB  aux  points  M  et  M',  le  plan  tangent 

eu  M  est  déterminé  par  la  génératrice  0; 

et  par  lu  tangente  en  M  à  la  courbe  de 

.  Cette  tangente  est  la  droite  MM',  puisque  M'  est  infini- 

iisin  de  M.  La  trace  horizontale  Ot  du  plan  tangent  en  M 

ic  parallèle  il  MM'  :  son  cocKlcient  angulaire  est 


f  ét;uU    les    coordonné 
R,  SCS  coordonnées  vci 


!S  du  poiiit   M',     Ol', 
ificnt  les  équations 


d'o 


Les  quantités  œ  et  5  étant  infiniment  petites,  le  rapport  — — -^ — • 
a  la  même  limite  quc^,  car  —3.. .  tend  vers  1.  Si  donc  on  pose 
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Ce    eoellicicnt  /,    SLippctlc    k   iJiiriimèlre  de  distrihution  lo  long 
de  0;. 

Surfaces  gauches.  —  Si  nous  supposons  que  S  et  a  sont  des  infi- 
niment petits  du  même  ordre,  k  est  fini  et  différent  de  zéro.  Le 
plan  tangent  en  M  varie,  quand  le  point  M  décrit  la  généra- 
trice; la  surl'iice  est  gauche  Au  point  central  0, 

le  plan  tangent  se  conlond  avec  zOjc. 

Quand  le  point  M  va  de  O  à  l'infini  positif  sur  0;,  :■  varie  de  0 
il  +  X  ,  m  également;  le  plan  tangent  tourne  donc  autour  de  Oz 
depuis  la  position  j^O;  jusqu'il  yO:-.  Quand  M  va  de  O  il  l'iiifini 
négatif  sur  Oz,  ;  varie  de  0  ii  —  so  ,  m  également  ;le  plan  tangent 
tourne  autour  de  0;  en  sens  contraire  depuis  ^0^  jusqu'à  y'Oz. 

Surfaces  développables .  —  11  peut  se  faire  que  S  soit  infiniment 
petit  d'ordre  supérieur  à  *.  Alors  le  paramètre  de  distribution  k 


quel  que  soit  -  ;  le  plan  tangent  est  le  même  tout  le  long  de  la 
génératrice  0.:^.  Si  ce  fait  a  lieu  pour  toutes  les  génératrices  de 
la  surface,  celle-ci  est  développable . 

L'exemple  le  plus  simple  est  un  cône  :  alors   h  est  rigonreii- 
aement  nul,  car  deux  génératrices  quelconques  se  l'encontrent. 

Il  peut  se  faire  aussi  que  a  soit  infiniment  petit  d'ordre  supé- 
rieur Il  S  :  alors  k —■-'x.  ,  et  on  a 

»^  =  0, 

quel  que  soit  .:.  Le  plan  tangent  est  encore  le  même  tout  le 
long  de  0;.  Ainsi,  dans  un  cylindre,  a  est  rigoureusement  nul, 
car  les  génératrices  sont  toutes  parallèles  :  donc  /.■  =  <». 
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194.  Recherche  du  maximum  ou  du  i 

une  fonction  des  deux  variables  indépendantes  .r  et  y,  on  dit  que 
cette  fonction  est  maximum  pour  j^  ^  a,y  ^  ^,  quand,  itoiir  Ionien 
les  valeurs  de  x  et  ;/  voisines  de  a  et  b  /•especlii'cment,  on  a 

f,i,y)<f{a.b]. 

De  même,  la  fonction  est  minimum  pour.c==rt,  ?/=  /',  quand, 
pour  toutes  les  valeui-s  de  x  et  y  voisines  de  a  et  b  on  a 

f[.,.,j)>f[a,l,). 

Cherchons  les  conditions  du  maximum. 

Pour  donner  îi  .r  et  y  des  valeurs  voisines  de  a  et  b,  nous 
poserons  : 

où  .(■'  et  '/'  sont  assujcLtis  à  rester  voisins  de  zrro.  Oii  doit  avoir 
alors 

f{a^x',b  +  y')-f{a,h)<() 

pour  toutes  les  valeurs  de  .r',  y'  voisines  de  zéiio.  Développons  le 
premier  membre  parla  formule  de  Taylor,  en  appelant/^,  q,  r,s,  t 
les  valeurs  que  prennent  pour  x^^a,y^=  b,  les  dérivées  par- 
tielles premières  et  deuxièmes  de  ^'(.r,  y).  Nous  avons 

(1)  f{a  +  y ,  i  +  y')  -  f{a ,  />)  =px'  +  qy' 

+  -j  {rx"-  +  2  SX'!/  +  '!/"■)  + 

Pour  qu'il  y  ait  un  maximum,  quand  x=^a,y^b,  il  faut  et 
il  suffit  que  cette  diiférence  (1)  soit  négative  pour  toutes  les 
valeurs  de  a^  et  i/'  voisines  de  zéro  et  qu'elle  s'annnie  seulement 
pour  x'^O,  y  =  0.  Pour  plus  cle  symétrie,  posons 

x'  =  p  cos  -i,  y  =  ?  sin  'j, 
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étant  ,nn  angle  quelconque  et  p  une  quantité  positive  ou  négative 
assujettie  il  rester  très  petite  en  valeuv  absolue.  La  différence  (1) 
prend  alors  la  forme 

!2)  5(/.C0s»  +  .ysinï) 

-\- -— c,^  Ir  cos"  V -{- 2  s  coss  siii  s  +  (  siii"  ■s)-{- 


Pour  qu'elle  puisse  conserver  un  signe  constant  pour  toutes 
les  valeurs  de  p  voisines  de  zéro,  et  pour  toutes  les  valeurs  de  a, 
il  faut  que  p  et  fj  soient  nuls.  Car,  si  p  et  q  n'étaient  pas  nuls  tous 
deux,  ^j  cos^  +  ^  sin  »  ne  serait  pas  nul,  puisque  a  est  quel- 
conque, et,  pour  de  petites  valeurs  de  p,  le  terme  du  premier 
degré  en  p  donnerait  son  signe  il  l'expression  (2)  :  cette  expres- 
sion changerait  donc  de, signe  avec  p. 

Ainsi  j>  et  r/  doivent  être  nuls.  Supposons  cette  condition 
remplie  et  admettons  que  i%  s,  t  ne  soient  pas  tous  nuls,  nous 
voyons  qu'alors  la  différence  (2)  se  met  sous  la  forme 


dans  laqucllole  terme  en  p-donne  son  signcpour  les  petites  viileiirs 
de  p.  Pour  qu'il  y  ait  maximum  pour  ,r  ^  n,  y^b,  il  faut  que 
le  trinôme 

/■  cos^  tp  +  2  5  sin  a  cos  a  -f-  ;  sin'  -f , 

soit  négatif  ^o\iv  toutes  les  valeurs  dea  qui  ne  rannulent  pas.  11 
faut  donc,  en  général,  que  le  trinôme  ait  ses  racines  imaginaires 
ou  égales  et  que  son  premier  terme  soit  négatif. 

Laissons  de  côté  le  cas  des  racines  égales  qui  est  un  cas  dou- 
teux. Alors  il  faut 

rl  —  s'X), 
;ivec 

/■<0,       nu       i<0; 

CCS  deux  dernières  conditions  s'entraînent  évidemment  l'une 
l'autre,  car  rt  est  positif.  Les  conditions  ainsi  trouvées 

;Max.}   /)  =  0,       <i  =  0,       n  — 5'>0,       /■<Ooui<0, 
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pomiiK!  iiécessJiires,  sont  évÏLlemmeiit  sLiflisanLps  pour  l'exis- 
tence d'un  maximum;  car  si  elles  sont  remplies  la  différonco 

fia  +  y,l  +  !l')-f(«,l'), 

est  négative  pour  toutes  les  valeurs  de  x'  et  i/  voisines  de  zéro. 
On  trouve  de  même  que  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  l'existence  tl'uu  minimum  sont 

(Min.)    /^  =  0,        '/=0,        /■(  — .v^>0,        r>Ù  ou  />0. 

195.  Interprétation  géométrique.  —   Considérojis  la   surface 

où  l'axe  des  z  est  supposé  vertical.  Chercher  les  maximu  et 
minima  de  z  revient  a  chercher  sur  la  surface  les  points  qui 
sont  pins  haut  ou  plus  bas  que  les  points 
infiniment  voisins.  Soit  a,  h,  un  système  de 
/    .■--'\.    /    valeurs  A^  x  ei  y  donnant  uii  maximum.  Le 

/- -\       point    A    correspondant   de    la    surface    est 

plus  haut  que  les  points  infiniment  voisins 
/"  '"  {fig.    103).' Les  conditions 

c.\prjtnent  qu'en  ce  point  A  le  plan  tangent  est  hovizoïital,  car 
ce  plan  ayant  en  général  pour  équation 

se  réduit  aetncllenieiit  li 


exprime,  qu'au  point  A,  la  surface  a  une  courlnire  totale  positive, 
c'est-à-dire  qu'elle  est,  au  voisinage  de  A,'d'un  même  côté  du  plan 
tangent.  Enfin 

r<0 

signifie  qu'elle  est,  au  voisinage  de  A, "au-dessous  du-plan  tangent 


y  Google 


MAX/ML-M  OU  MIXnirM  DT.yE  fO.\CTIOA  DE  DEUX  rARIAIlLES     Sig 

en  A.  Toutes  eus    conditions  sont  ôvidenles  a  priori  par  lii  géo- 
iiictric. 

196-   IvMiîii'LE.  —  Soit  il  chercher  les  maxima  et  minini;i  de  la 

==.,,(.,■+,,-1;. 

Calculons  p,  <j,  r,  s,  i  : 

p  =  !j{.T  +  y  _  1;  +  u-ij,  >/=a-(.r  -+-;/  —  i;  +.r//. 

r  =  2y,         ■<  =  2.r-h2>,—  l,         t  =  2x. 

Commençons  par  cherche!'  les  valeurs  de  x  et  ij  qui  iiniuilent  p 
et  q  :  nous  aurons  à  résoudre  le  système 

(jul  donne,  par  soustraction, 

Prenons  d'iibord  )/  —  .i  =  0  ;  noas  trouverons,  en  portant  dans 
les  deux  équations, 

(II)  ,r  =  0,  11  =  0. 

prenons  ensuite  :>-\-il  —  1=0,  nous  aurons  île  même  deux  sys- 
tèmes tie  solutions 

(III)  .r  =  0,  j  »^  I . 

(IV)  ,r  =  I,  j,  =  0. 

On  a  ainsi  quatre  couples  de  valeurs  de  x  et  y,  annulant  y)  et  q. 
11  faut  maintenant  voir,  successivement,  quel  signe  chacun  de  ces 
couples  de  valeurs  fait  prendre  à  rt  —  s'-. 

On  a 
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Le  couple  (r,  .1'=^-^).'/^=^'    'l"ii"i^ 


couple  coriospond  un 


Los  uutros  coupk-s  ;il),  (III},  (IV)  dounr-nV  tuu> 
ri  — .v=<0; 


Is  ne  correspond  eut  doue  ni  il  un  iiiii\Liiiuiii  lu  :i  iiu  niinimLini. 
197-  Remarque    sur    le    cas  ;■/  —  s-  =  0,  —  Lorsipie,  pour 


siuis  que  /■,  .S',  /  soient  imis    tous  trois,    iinns   avons  dit  qu 
Cela  tient  à  ee  que,  dans  l'expression  de  la  différence 


/■;»  +  ., •',*  +  ,'; -/•(»,  S;, 


est  iilors  un  crin-é  parfait.  Ce  trinôme  conserve  donc  un  signe 
constant,  excepté  pour  lu  valeur  o^  de  »  qui  l'annule.  Si  donc 
on  attribue  à  »  cette  valeur  spéciale,  le  signe  de  la  différence 
dépend  des  termes  suivants  du  développement,  termes  qu'il  faudra 
étudier  dans  chaque  cas  particulier. 

Kxi;iii'Lii  1.  -—  Prenons,  pur  exemple,  la  l'onction 
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MAxiMCM  OC  Mr.vniVM  r/rxE  roxcr/ox  de  deux  variaii!-es    ^'ii 
Actuellejiient, 

Donc/J  et  y  s'annulent  pour  t=  1,  i/^  1  ;  la  viilonr  correspon- 
dante de  la  fonction  est 

De  [ilus,  cil  en  point  ,(  =  1, //^  1, 


ri  —  .■  =  0, 


>0. 


Nous  allons  voir  que  la  fonction  n'est  pas  minimum.  Pour  Tétii- 
Jier  dans  le  voisinage  des  valeurs  1  et  1,  employons  la  luélhode 
générale  :  faisons 


f{\  +,.',  i+j')  -/(i,  i)  =  [.,'—j'r+v" 

=.f-(cos-f-sin=,)'  +  f'si„>j. 

Tant  que  'f  n'a  pas  une  valeur  particolièro  telle  que 

cos  --ù  —  sin  3  ^0,  tang-^  =  i. 

la  différence  est  jwsitii'e,  pour  de  petites  valeurs  de  ^,  car  le  pre- 
mier terme  donne  son  signe.  Mais,  pour  tang  a  =  1,  la  dîÊFérence 
prend  le  signe  du  terme  p'sin^y  :  elle  change  de  signe  avec  p  et, 
par  suite,  ne  conserve  plus  un  signe  constant. 

Donc,  dans  le  voisinage  de  ^  =  1,  t/::^!,  la  différence 

/■(i+,r',  i+jT-ni,»)- 

ne  conserve  pas  un  signe  constant  quels  que  soient  is  et  p 
ni  maximum  ni  minimum  en  ce  point. 

11.  Prenons,  comme  deuxième  exemple,  la  fonction 

/■(»,y)=2  +  (,--,;-  +  (,-l)'. 


il  n-y  , 
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Nous  vciTons,  tle  même,  qu'an  point  .c  ^^  1,  i/=  1,  on  a 

,7  =  0,  r/=0,  ,■(  — .v^  =  0, 

7->0. 

Pour  cliKliei'  la  (onction  au  voisinage  de  ce  poiut,  faisons 

,,■.=.  l  +  ?co«-f,  ,,=  l+fsi„.f, 

/■;i  +  i',l  +  y)~Al,  l;=f'(cosï--sm=)'  +  ,o'sm'=. 

Poui'  de  petites  valeurs  de  p,  cette  différence  a  le  signe  du 
terme  en  p^  tant  que  tang -i  est  différent  de  1,  c'est-à-dire  le 
signe +, 

Pour  tangs^i,  elle  a  le  signe  du  terme  p*sin*Œ,  c'est-à- 
dire  +  encore.  Donc  cette  différence  esl  constamment  positive  : 
la  fonction  est  minimum  pour  .r^l,  i/^l. 
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CHAPITRE    XII 
ENVl^LOlM'ES  l>i;S  COUUBr.S  ET  DES  SUHEACES 


I,  -  ENVELOPPE  D'UME  FAMILLE  DE 

198.  Equation  de  l'enveloppe.  —  Soit 

/■;.<•,  5,  ;.;=(), 

l'équiitioii    d'une    couibe    plane    C    conteiiaivt    un    piiiamttie 
Quand    /,    varie    d'une    manière    continue,    cette 
courbe  se  déplace  d'une  niauièi'e  continue. 

Oiidit  qu'elle  admet  unee«('e^o/j/je,  quand  il  existe 
une  courbe  K  ii  laquelle  les  courbes  C  sont  toutes 
tangentes.  Les  courbes  C  sont  les  e/ifelo/jpées. 

Soit  [fif^K  :104),  M  [.r,  y)  un  des  points  de  l'enve- 
loppe et  ' 

/■(.<■,  ..;,).)  =  0, 

l'équation  de  l'enveloppée  C    qui   toucbc   l'enve- 
loppe E  en  ce  point.   Le  coedicient  angulaire  de  la  tangenle  à 
l'enveloppée  est  donné  par 

(.1)  |r'''+-|^  <■/-». 

OÙ  dx  et  dtj  sont  les  projections  d'un  élément  d'arc  MM'  de  l'en- 
veloppée. 

Pour  avoir  le  coeiïlcienl  angulaire  de  la  tangente  \\  l'enveloppe 
au  même  point,  remarquons  que,  le  long  de  l'enveloppe,  les  coor- 
données X  et  ij  du  point  de  contact  M  sont  fonctions  de  î., 

»:  =  ?  ()-),»  =  ■)■{'■). 
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car  le  point  de    coiictiii't  M  est   déterminé  quand  "/.  est    d(nim-. 
Ces  fonctions  de  ).  vérifient  identiquement  lu  relation 

Quand  on  lait  croître  A  de  sa  difFérentielle  dl.,  les  coordonnées 
du  point  de  contact  M  croissent  de  leurs  différenlielles  d^œ  et 
d^y,  et,  comme  f-x,  y,  'l.)  reste  nulle,  sa  diPTérentiello  l'est;  ou  a 
donc 

Géométriquement,  d^.r,  d,i/  sont  les  projections  d'un  élément 
d'arc  MM,  de  l'enveloppe  E.  Le  coefiîcient  angulaire  de  la  tan- 
gente à  l'enveloppe  en  M  étaut  égal  à  celui  de  la  tangente  ii  l'en- 
veloppée, on  doit  avoir 

dy  '/,// 

Les  équations  (1)  et  '2'   doniioiil:  aliira  : 


Donc  les  coordonnées  du  point  do  conlacl  ÎNI  vérifient  les  deux 
relations 

(3)  /(..■,;/,;.;=».        ]f--i>- 

En  éliminant  /,  entre  ces  deux  équations,  on  a  l'équation  de 
l'enveloppe  E,  quand  cette  enveloppe  existe. 

Réciproquement,  soit  E  la  courbe  dont  l'équation  est  obtenue 
en  éliminant  ).  entre  les  deux  relations  (3),  en  tout  point  .r,  y  de 
cette  courbe,  qui  n'est  pas  un  point  singulier  de  l'enveloppée  cor- 
respondante C,  la  tangente  est  la  même  ii  E  et  à  C.  En  effet, 
comme,  au  point  considéré  ~J-=:0,  les  équations  (1)  et  (2;  don- 
nant les  coeflicients  angulaires  des  tangentes  aux  deux  courbes  C 
et  E  au  point  x,  y  sont 

i>.r  0'/ 
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Si  Aiet-^  ne  sont  pas  nuls  ii  h\  l'ois,  c'est-ii-dire  si  la 
point     (.r,  y)     n'est    pas     un     point    singulier    de    l'enveloppée 

dit     ''JL 

ce  ([ui  démontre  le  théorème. 

En  résumé,  la  courbe  obtenue  en  éliminant  À  entre  les  deux 
relations  (3)  est  ou  bien  l'enveloppe  des  courbes 

ou  le  lieu  de  leurs  points  singuliers. 

Hemaroie,  ■ — ■  liliminer  '/.  entre  les  deu>;  éqniitions 

/•;,,■,,,;.:  =0,        ^.=,0, 

revient  à  exprimer  ([iio  réquation  f  ,r,  i/,'/J' ^0.  en  /.,  admel 
une  racine  double. 

199-  Xe  point  de  contact  de  l'enveloppée  C  avec  l'enve- 
loppe E  est  la  limite  d'an  des  points  d'intersection  de  C  avec 
une  enveloppée  C  infiniment  voisine.  —  l^n  effet,  réc|uation 
de  C  est 

(C)  /■;,,■,  y,  V  =  0; 

celle  d'une  enveloppée   voisine  C 

(C)  /■;,r.,//,).+i>:=o. 

Les  points  d'intersection  de  ces  deux  courbes  sont  donnés  par 
le  système  des  deux  équations  (C)  et  (C),  ou  par  le  système 
équivalent 

/■;.,•,  y,  A   =(l, 

/y... ;,.>.+ A).; -/■>.,.>.;  _ 

A).  —    ■ 

Quiiiul  AÀ  tend  vers  zéro,  ce  système  devient  précisément  le  sys- 
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tème  (3)    c[ui  définit  les  [loints  de  contact  de  l'eiivel(>p[iéc  iivce 
l'enveloppe  E.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

200.  Exemple  I.  Enveloppe  d'an  cercle  de  rayon  constant  It 
dont  le  centre  décrit  une  courbe  donnée.  —  Soient  «  el  h  les 
coordonnées  dn  centre  P  dii  cercle 
(fig.  105)  ;  ce  point  deiant  décrire  une 
_  courbe  donnée  HII',  a  cA  b  sont  des 
fonctions  données  d'un  pjiriinictve  / 

L'étpiation    du    cercle    mobile    est 


ulor? 


-  // = 


-  IV^  r=  0. 


(4)  >-«;^  +  ;/ 

R  étant  constiint.  Pour  avoir  les  points  de  contact  jM  et  M'  du 
cercle  avec  l'enveloppe,  il  faut  associer  à  l'éqnation  du  ceicle 
l'écpration  obtenue  en  dérivant  par  rapport  à  ), 


iP> 


db 


Si,  dans  cette  équation,  on  regarde  x  et  y  comme  des  coor- 
données courantes,  elle  représente  une  droite  passant  par  le  poin1 
P(«,i)  et  normale  à  la  courbe  Mil'  lieu  du  pointP.  Les  points  do 
contact  du  cercle  avec  l'enveloppe  sont  donc  aux  extrémités 
du  diamètre  MPM'  normal  il  la  courbe  lieu  des  centres.  Les 
points  de  l'enveloppe  s'obtiennent  encore  on  portant  sur  la  nor- 
male en  P  deux  longueurs  égales  à  R 


PM  =  PM' . 


.11. 


Les  courbes  ainsi  ojjtenucs  s'appellent  courbes  pa railcles  \\  bi 
courbe  donnée  lUl'  :  les  tangentes  à  ces  courbes  en  M  et  M'  étant 
tangentes  au  cercle  sont  normales  au  diamètre  MPM'  et,  par 
suite,  parallèles  a  la  tangente  en  P  'a  la  courbe  donnée  llîl'. 

Géométriquement,  si  P'  est  une  position  du  centre  voisine  de  P, 
les  points  communs  aux  deux  cercles  de  centres  P  et  P'  et  do 
même  rayon,  sont  sur  la  perpendiculaire  ii  PP'  en  son  milieu. 
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Quand  P'  tend  vers  P,  PP'  devient  tangent  à  la  courbe  HM'  et  la 
perpendiculaire  au  milieu  de  PP'  devient  la  normale  en  P  à  cette 
courbe.  Les  points  de  contact  du  cercle  avec  son  enveloppe  sont 
donc  sur  cette  normale,  comme  nous  l'a  montré  le  calcul. 


201.  Exemple  il,  —  Dans  l'exemple  précédent,  nom 
trouvé  une  véritable^^nveloppe.  Il  peut  se  faire,  comir 
l'avons  dit,  que  la  règle  indiquée  four- 
nisse des  lieux  de  points  singuliers.  Eu 
voici  un  exemple  élémentaire.  Soit  à 
Ifouver  l'enveloppe  des  courbes 


D'après  h\  règle,  il  faut  éliminer  X 
entre  cette  équation  et  lu  dérivée  par 
rapport  il  /. 

//->,  =  (). 


L'c-liinination  est  immédiate  et  diuuie 

équation  qui  se  décompose  en 

et  qui  représente  l'axe  Oi/  avec  les  deuî 
l'unité  de  distance  de  cet  axe.  Construi 
voyons  que  leur  équatioji  se  déduit  de  t 


u-allèles  AA'  et  BB',  à 
,s  les  courbes  C.  Nous 
e  de  la  courljc 


(6)  ,/i  +  ,,-v_.y^  =  o 

en  changeant  1/ en //  —  )„  Les  courbes  C  s'obtiennent  donc  en 
faisaïit  glisser  la  courbe  (6)  parallèlement  à  elle-même  le  long 
de  0^.  Celte  courbe  (6)  a  la  forme  indiquée  (fig.  106),  avec  un 
point  double  a  l'origine  0  et  deux  sommets  en  A  et  B.  Quand  on 
la  déplace  le  long  de  Oy,  elle  a  bien  pour  enveloppe  les  droites 
AA'  et  BB';  mais  elle  n'a  pas  pour  enveloppe  l'axe  Oy  trouvé 
dans  le  calcul.  Cet  axe  esl  le  lieu   des  points  doubles  des  enfe- 
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202.  Condition  pour  qu'il  existe  une  enveloppe.  Equation 
de  l'enveloppe.  —  Soit,  dans  l'espace,  «ne  couvbe  définie  par 
deux  équiitions  simultanées: 

dépendiint  d'un  pavamètre  X.  Quand  on  fait  varier  X  d'une 
manière  continue,  la  courbe  G  se  déplace  d'une  manière  conti- 
nue; on  peut  alors  se  demander  si  les  diverses  positions  de  la 
courbe  C  ont  une  enveloppe,  c'est-à-dire  s'il  existe  une  courbe  E 
à  laquelle  les  courbes  C  soient  toutes  tangentes.  Nous  allons 
voir  que  cette  enveloppe  n'existe  pas,  en  général;  pour  qu'elle 
existe,  il  faut  qu'une  certaine  condition  soit  remplie. 

Supposons  que  l'enveloppe  E  existe.  Soit  M  {x,  y,  ;)  un  point 
de  contact  d'une  courbe  C  avec  l'enveloppe.  Les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  C  sont  des  fonctions  d'un  paramètre  w 
vérifiant  identiquement  les  deux  équations  (C),  où  ).  a  une  valeur 
constante  donnée.  Quand  it  varie,  les  fonctions  f[x,  y,  ;,  ).)  et 
•s  (.r,  y,  z,  A;  restent  nulles,  leurs  différentielles  sont  donc  nulles, 
et  on  a 

^  '  O.r  0//  i);  . 

Os  équations  définissent  les  projections  dx,  dy,  d:  d'uu  élément 
d'arc  infiniment  petit  MM'  de  la  courbe  C  {/Ig.  104)  ;  elles  donnent 

pour  les  rapports -j=- ,  y-- un  système  de  valeurs  bien  déterminées, 

tant  que  Ton  n'a  pas 

e>.r      _      ùy       _       0- 
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Si  ces  dernières  coiiditions  étaient  remplies,  les  équations  (1) 
se  réduiraient  à  une  seule,  le  point  correspondant  .v,  y,z  serait 
ce  que  l'on  appelle  un  point  singidier  de  la  courbe  C,  Nous 
supposerons  que  le  point  M  n'est  pas  un  point  singulier,  les 
rapports  -j^  et -7^  sont  alors  détej'uiinés  et  les  équations  de  la 
tangente  en  M  à  la  courbe  C  sont 

X~.T    _  Y  —  !/  _  L—- 
rf.r      '-      d,j      ~      <h 

Cherchons,  maintenant,  les  projections  ci,.);,  rf,i/,(/,:  d'nn  élé- 
nientd'arc  infiniment  petit  MM,  de  l'enveloppe  E.  Le  long  de  l'en- 
veloppe, les  coordonnées  .r,  y,  z  d'un  point  de  E  sont  lonctions 
deX,  car,  pour  chaque  valeur  de).,  il  existe,  sur  l'enveloppe,  nn 
point  de  contact  avec  l'enveloppée  C  correspondante;  soient 

*-='i,r'-}>       y^-w'*^)^       :-='^i('■^ 

Ces  lonctions  de  /.  vérifient  identiquement  les  deux  éqiuitions 

/■;,.■,;,,.,  1)^0, 
?(.,,,,=,  À)  =  0. 

Les  premiers  membres  de  ces  équations  restant  nuls  quand  /. 
varie,  leurs  différentielles  sont  nulles.  On  a  donc,  en  désignant 
comme  plus  haut,  par  diX,  d^y,  d^z,  les  différentielles  de  .v,y,z 
regardées  comme  fonctions  de  )., 

— L./  r_L.  -  i_  -/  »_i '-  ,1  -.A '- 


W  Tv7".«-+-3^''.JH 


■/,r+-y--fl,._,0, 


-  (?■;,= 


Les  pi'ojections  de  l'éléineiUd'arc  iiirmiinent  petit  MM,  vérifient 
ces  deux   relations.  La  tangente  en  M  il   l'enveloppe   E   a  pour 

X  — j  _  Y  — 1;  Z— ; 

rf,.r      ^      </,!/      ■"      i(,:     ■ 
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Pour    i[ue    cette    tiuigente    soit   la  même    que  lu    tangente    it  la 
courbe  C,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

'■{-  lirL  —  ^'^/  =-^=/- 

<i.r    '       </;/"       (/-■ 

en  appelant    /.■  la    valevu'  oommuiie    ilcs    rapports.  De  tes    équa- 
tions (3)  ou  tire  d,.i',  (/,//,  if,  z  et,  en  pcu'laut  dans  (2;.  on  a 

Mais,  d'après  les  relations  (1),  ces  équations  se  réduisent  à 


=  0, 


,17.  ■ 


Donc,  si  les  courbes  C  ont  une  enveloppe,  les  cooixloii- 
uées  .r,  y,  z  d'un  point  de  cette  enveloppe  regardées  comme  fonc- 
tions de  >.,  doivent  vérifier  les  quatre  équations  simultanées 

.       /■;.-■,»,=,).;=(),        =,;x,,,  .,),)= 0, 

\  iV,  ù/. 

Il  faut,  par  suite,  que  les  valeurs  de  :f,  y,  z,  en  fonction  de  À, 
tirées  de  trois  de  ces  équations,  vérifient  identiquement  la  qua- 
trième, quel  que  soit  ),. 

Si  cette  condition  n'est  pas  remplie,  l'enveloppe  n'existe  jias. 

Si  elle  est  remplie,  soient 


les  valeurs  de  x, }/,  z,  en  fonction  de  À,  tirées  de  ces  équations  (4; . 
La  courbe  définie  par  les  relations  [5)  est,  ou  bien  l'enveloppe 
des  courbes  C,  ou  le  lieu  des  points  singuliers  de  ces  courbes.  En 
effet,  appelons  d^x,  d^y,  d^z  lea  différentielles  des  fonctions  a:,  y,  z 
de  î.  définies  par  les  relations  J5)  ;  ces  fonctions  rendent  identi- 
quement nulles  les  expressions  f[;T,y,-z,  ).)  et  ^  {.ï,  y,  z,  î.)  ;  elles 
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rendent  donc  nulles  leurs  différentielles  et  on  a  les  deux  équatioii; 


^'V  + 

''„'/- 

-^ 

«■,;  + 

¥ 

(Va 

-(«.= 

0 

If".'- 

ils 

«',!/■ 

-It 

rf,;  + 

(l5 

-d',.= 

0. 

thèse 

is,    comme   les   " 

™lei 

1rs 

;s)  tic 

■'>  yi  • 

:  ai 

niulcn 

it. 

pnr  liyi; 

(6) 

^"^ 

c  + 

<',.?  + 

If". 

=  = 

=  0, 

[t,"~ 

<',.+4t" 

=  0. 

vées 

i   leliitioiis   dôtei 
partielles  -7^ ,  - 

■mil- 

lent 

les  m 
ne    s( 

ipports 
,„t    pa 

S        ] 

propot 

■tioiiiielles 

^3       D^s      „-,.-■,.        .  .  ■.-... 

-rr^,   rr-^,  -r-i-  ,  c  est-ii-dive  SI    ce    point  ,r,  ii.z-    considère  n  est 

pas  un  point  singulier  (le  la  conrije  C.  Comme  ces  relations  (6 
sont  identiques  aux  relations  (1)  qui  définissent  les  rapports 
-j7,  -t^  pour  la  courbe  C,  on  voit  que  la  courbe  (5)  est  tangente 
il  la  courbe  C,  à  condition  que  le  point  ,r,  y,  z  défini  par  les  rela- 
tions (5)  ne  soit  pas  un  point  singulier  de  C. 

203-  Exemple,  —  L'n  cas  simple  où  les  équations  (5)  se  rédui- 
sent il  trois  est  le  suivant.  Supposons  qu'une  des  équations  des 
courbes  mobiles  ne  contienne  pas  ).,  par  exemple  la  première. 
Ces  deux  équations  sont  alors 

C]  /■;.'.  ?.=;-", 

=,;,r,y,;,/,;^U; 

les  courbes  mobiles  s'obtiennent  en  coupant  une  surl'ace  fixe 
f\x,  7j,z)  =  0,  par  une  surface  mobile  'f  {■':,>/,  3,  ).)^0,  dépendant 
d'un  paramètre.  Comme  actuellement  -J-  est  identiquement  nulle, 
les  équations  (4)  se  réduisent  i»  trois 
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0\\  pourra,  en  général,  t'irev,  de  ces  équations,  .f, //,  '■  en  l'otic- 

lii  courbe  ainsi  définie,  si  elle  est  réelle,  sera  ou  bien  l'enveloppe 
des  conrbes  considérées  ou  le  lien  de  leurs  points  singuliers. 

Prenons,  par  exemple,  un  hyperboloïde  ii  une  nappe  de  révo 
Intion  autour  de  Or 

■  8;  '"  +  '^'  ■_  Jl  „i^o, 

et,  sur  cet  hyperboloïde,  les  courbes  C  defiiiies  piii'  rijitersectioii 
de  lit  surface  avec  les  plans  verticaux 

,;i)^  ,jcos/,  +  »/sin).  — R-— 0, 

ail  \\  est  constant  et  oii  '/.  est  un  paramèlcc  variable.  Ces  plans, 
étant  à  une  distance  constante  R  de  l'origine,  sont  les  plans  tan- 
gents Èi  un  cylindre  de  révolution  de  rayon  R  ayant  0;  pour  axe. 
Pour  avoir  un   point  de  l'enveloppe  de  ces  courbes   C,  il   faut 

joindre,  aux  deux  équations  (8)  et  (9),  la  suivante 

i  10,  —  .r  sin  ).  +  (/  cos  ).  =  0, 

obtenue  en  dérivant  (9)  par  rapport  à  À.  Résolvant  les  équations 
(8),  (y)  et  (10)  par  rapport  a  .r,  y,  z,  on  a  Immédiatement 

;i:;        .r  ^-  R  cos  >,,        y  =  R  sln>,,        s  =  rh  —  V^IV  —  a\ 

relations  qui  définissent  un  point  de  l'enveloppe.  Pour  que  z  soit 
réel,  il  faut  R^a.  Quand  R  est  supérieur  à  a,  l'enveloppe  se 
compose  de  deux  parallèles  de  l'hyperboloïde,  ce  qui  est  évident 
géométriquement.  Quand  R  =  r7.,  les  équations  (K)  donnent  le 
cercle  de  gorge,  qui  n'est  plus  une  véritable  enveloppe  des 
courbes  C,  mais  le  lieu  de  leurs  points  singuliers.  En  efl'et, 
dans  ce  cas,  les  plans  (9)  sont  les  plans  tangents  îi  l'hyperbo- 
loïde le  long  du  cercle  de  gorge;  ils  coupent  l'hyperboloïde 
suivant  des  courbes  C  formées  de  deux  génératrices  se  coupant 
sur  le  cercle  de  gorge;  ce  dernier  est  alors,  non  l'enveloppe  des 
courbes  C,  mais  le  lieu  de  leurs  points  doubles. 
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204-  Application  à  une  droite  mobile  dépendant  d'un  para- 
mètre. Surfaces  gauches.  Surfaces  dèveloppables.  ^rêts  de 
rebroussement.  — ■  Nous  avons  déjà  donné  la  classification  des 
surlaces  réglées  en  surfaces  gauches  et  surfaces  dés'eloppahles. 
Nous  allons  retrouver  ici  cette  classification  comme  applicatîoi) 
de  la  théorie  des  enveloppes  dans  l'espace. 

Soll  ujie  droite  mobile  ayant  pour  équations 

,;d;  ,,■  =  «;+/<,  -/.-A:  +  /,-, 

où  a,  b,  h  et  k  sont  des  fonctions  d'un  paramètre  À.  Quand  le  para- 
mètre varie,  la  droite  se  déplace  et  engendre  une  surface 
réglée. 

Deux  cas  sont  à  distingue!'  suivant  que  cette  droite  a  ou  non 
une  enveloppe. 

Condition  pour  que  la  droite  ait  une  enveloppe.   Surfaces  déve- 

loppables.  —  Cherchons  la  condition  pour  que  les  droites  (D) 
aient  une  enveloppe.  D'après  la  règle  générale,  nous  devons  asso- 
cier aux  équations  (D),  les  équations  obtenues  en  dérivant  par 
rapport  a  X,  c'est-it-dire  les  équations 


Les  quatre  équations  ainsi  obtenues  doivent  Être  compatiljles 
en  .r,  ^,  :.  Les  deux  dernières  donnent,  pour  ;,  deux  valeurs 

__dh_ elk_ 

si  ces  valeurs  ne  sont  pas  identiques  entre  elles,  les  droites  n'ont 
pas  d'enveloppe. 

Pour  qu'il  y  ait  une  enveloppe,  il  faut  et  il  suflit  que  les  denx 
valeurs  de  z  soient  identiques,  c'est-ii-dire  que  l'on  ait 

da'lk—dbdli  =  0, 
ou,  en   se  reportant  au  n"  189,  que  les  dioiles  foiioent  une  sur- 
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f,u'e    dà'ehj>imli(e.    Dans    ce   t 
l'onveloppe  sont  définios  par 

___rf*_ dl^ 

'  ~        ,1a  ^        ,11,  ' 


!,  =  /,.,- 


„fi„'. 


Cette  enveloppe  s'iippelli'  Wirèle  ilo  rehroiiKKemeiil  de  In 
âéveloppahte. 

Nous  l'etronvons  donc,  sous  un  iiouveuii  point  de  vue,  la  classi- 
ficatiim  des  surfaces  l'églées  que  nous  avons  déduite  de  la  théoiif 
da  plan  tangent. 

Çiifinclles  droites  mohiles  (D)  n'ont  pas  (F enveloppe,  elles  engen- 
ih-enl  une  suifaee  gauche. 

Quand  elles  ont  une  enveloppe,  elles  engendrent  une  sui-faee  déve- 
loppable.  L'eni'eloppe  est  l'arête  de  rehroussement  de  la  nurfaee. 

On  a  ainsi  un  mode  de  génération  simple  des  surfaces  déve- 
loppables  : 

Soit  une  courbe  quelconque;  len  tangentes  à  celte  courue  forment 
une  sur faee  dépeloppalile  dont  la  courbe  est  l' arête  de  rebroiissemettl . 

Nous  savons  que  le  plan  tangent  à  une  surface  développable 
est  le  même  tout  le  long  d'une  génératrice,  comme  dans  un  cône 
et  dans  un  cylindre.  Nous  verrons  plus  loin  que  ce  plan  tangent 
est  le  plan  osculatenr  ii  l'arête  do  rebroussement,  au  poini  iiii  la 
jfénératrice  touclie  celte  arête. 


205.  l'.xi 


li'oites  avant  pour  équations 


2'  -'^2         ;i  ' 

engendrent  une  surface  défeloppalde .  En  effet,  en  dérivant  ces 
deux  équations  par  rapport  à  '/.,  on  obtient  deux  équations  qui 
donnent  pouv  r  la  tni'ine  valeur 

Portant  cette  valeur  de  :  dans  les  deux  équations  de  la  droite, 
on  a,  pour  les  coordonnées  d'un  point  de  l'enveloppe,  c'cst-ii-dire 
de  Varéte  de  rehroussement, 
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Cette  coui-be  est  une  courbe  gnuclie  du  troisième  ordre  ou 
cubique  gauche. 

On  pourra  vérifier  aisément,  comme  exercice,  que  le  pliui  tan- 
gent il  la  surfitee  tiéveloppable  le  long  d'une  des  génératrices  est 
le  plan  osculateur  de  la  courbe  (E)  (Voyez  exercice  n"  210). 

206.  Cônes  et  cylindres.  —  Les  exemples  les  plus  simples 
de  surfaces  développables  sont  les  cô/tes  et  les  ci/Undres.  Il  est 
aisé  de  vérifier  que,  pour  ces  surfaces,  la  condition  générale 
dûiUi  —  dbdh  =  0  est  remplie.  Prenons  d'abord  un  cône  et  sup- 
posons qu'on  ait  choisi  pour  origine  le  sommet  du  cône.  Les 
génératrices  du  cône  ont  idors  pour  équations 

a  et  b  étant  fonctions  de  /..  Comme  //  et  k  sont  idenLiquement 
nuls,  la  condition  est  satisfaite.  Les  coordonnées  d'un  point  de 
l'arête  de  rebroussement  sont   données  par 

-  =  0,  .r  =  0,  ir=0. 

(^ette  coui'lic  se  réduit  à  un  jjoiiit,  le  sommet  du  cône. 

Prenons  maintenant  un  cylindre  et  choisissons  l'axe  O:  parullcîe 
aux  génératrices.  Ces  droites  auront  pour  équations 


Il  et  k  étant  (onctions  d'un  paramèti'c  À.  La  condition  est  encore 
remplie,  car  a  ei  h  sont  identiquement  nuls.  En  considérant  le 
cylindre  comme  la  limite  d'un  cône  dont  le  sommet  s'est  éloigné 
indéfiniment  sur  0.;,  on  peut  dire  que  Tarète  de  rebroussement 
est  un  point  il  l'infini  sur  0;. 

207 .  Le  plan  tangent  à  une  surface  développabJe  coïncide 
avec  le  plan  oscalatear  à  l'arête  de  rebroussement.  —  Soit  SI 
un  point  de  l'arête  de  rebroussement, 

les  expressions  des  coordonnées  da  point  M  en  lonction  d'un 
paramètre  ii. 
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Quand  le  point  M  décrit  l'arête  de  rebroussement,  la  titngciite  !\l/ 
ii-face  développable  :  nous  allons  montrer  que  le  plan 
urface  développable^en  un  point  quelconque  M,  de 
la  génératrice  Mi,  est  le  même,  quelle  que 
soit  la  position  du  point  M,,  et  coïncide  avec 
le  plan  oscillateur  en  M  à  l'arête  de  rebrous- 
sement. Pour  déterminer  le  plan  tangent  en 
un  point  d'une  siirrace,  il  suflit  de  connaître 
les  tangentes  à  deux  courbes  passant  par  ce 
point  sur  la  surface.  Par  le  point  M,  de  la 
surface  développable,  passe  d'abord  la  géné- 
ratrice M,  M  ;  le  plan  tangent  en  M,  contient 
donc  cette  génératrice.  Soit  ensuite  C,  une  deuxième  courbe 
passant  par  M^  sur  la  surface  :  quand  le  point  M,  décrit  cette 
courbe,  la  longueur  MM,  de  la  tangente  à  l'arête  de  rebroussement 
varie  en  fonction  du  paramètre  u  qui  fixe  la  position  du  point  M. 
Les  équations  de  la  tangente  MM,  sont 


X- 

ri") 


Y- 


Z  —  z 


)  étant  sur  cette  droite,  ou 


/'(") 


"  î'(")  ' 


f(») 


ces  rapports. 
=  3  (»),  z  =  -^[u),oji  a  donc,  pour 


en  appelant  p  la  valeur 
Comme  x^f'yu),  y  = 
données  du  point  M^ 

(M,)  ,,  =  =,(„)+??'(»), 

Dans  ces  expressions,  f  doit  être  regardé  comme  une  fonction 
de  11,  de  telle  façon  que,  quand  it  varie,  le  point  M,  décrit  la 
courbe  C,.  Cela  posé,  le  plan  tangent  à  la  surface  développable 
en  M|  contient  la  génératrice  MM,.  Il  passe  donc  par  le  point  M 
et  son  équation  est  de  la  forme 

(12)  A(X  — ^■)+B(Y  — y)  +  C(Z— ;)  =  0; 
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0)1  écrivant  qu'il  contient  la  droite  MMj,  tangente  à  l'arête  de 
rebroussenient,  on  a 

(13)  \f'{ii)  +  B-/;»)  +  Oh'{u)  =  0. 

11  faut  écrire  qii'il  contient  aussi  la  tangente  M,(j  à  la  courbe  C,. 
Or,  d'après  les  expressions  des  coordonnées  du  point  M,,  les  cosi- 
nus directeurs  de  celte  tangente  M,/,  sont  proportionnels  aux 
diiférentielles  ih\,  di/^,  rf;,. 

dj;,=f{u)  [rf„  +  ^p]  +  j)/"(,()  du, 

dz,  =  ■h'iu)  [da  +  rfp]  +  ù'y'[u)  du. 
On  doit  avoir 

Remplaçant  d.i\,  dij^,  d.z^  par  leurs  valeurs,  et  tenant  compte  de 
la  condition  (13),  on  voit  que  le  coelllcient  de  (^dii  -\~  dp)  dispa- 
raît et  il  reste  la  condition 

(■Kl)  Af'y]^Bfy.^ci"y]=Q. 

Les  conditions  (13)  et  (14)  déterminent  les  coeflîcients  A,  B,  G 
du  plan  tangent  (12).  Mais  ce  sont  précisément  les  équations 
déterminant  le  plan  osculateur,  en  M,  a  l'aréte  4e  rebroussement. 
Le  théorème  est  donc  démontré. 


m.   -     ENVELOPPE  I 


208.   Équation  de  l'enveloppe.  CRvactéristiques,  Arête   de 
rebroussement.  —  Soit 

(S)  F(,r,,,=,).;  =  0, 

l'équation  d'une  surl'ace  S  contenant  un  paramètre  variable  /,.  On 
peut  se  proposer  de  chercher  une  surface  E  à  laquelle  chacune 
des  surfaces  S  soit  tangente  tout  le  long  d'une  courbe  G. 

Cette  surface  K,  quand  elle  existe,    est  Yeiweloppe    des    sur- 
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l'iices  S  ;  les  sui'l'aces  S  sont  les  enveloppées  et  l;i  courbe  G,  suivant 
laquelle  chaque  surface  S  touche  l'enveloppe  E,  est  la  caractéris- 
tique de  la  surface  S. 

Ou  démontre,  par  une  méthode  analogue  à  celle  que  nous 
avons  suivie  pour  l'enveloppe  d'une  famille  de  coui'lies  dans  un 
plan,  les  théorèmes  suivants. 

Si  les  surfaces  S  ont  une  enveloppe  E,  la  courbe  caractéris- 
tique, suivant  laquelle  chaque  surface  S  Louche  son  enveloppe, 
est  définie  par  les  deux  équations 

(C)  i'(j-,  5,  =,;,;=(),  |J^=o. 

L'enveloppe  est  le  lieu  géométrique  de  ces  courbes  :  on  obtient 
son  équation  en  éliminant  "k  entre  les  deux  équations  (G). 

Dans  tous  les  vas,  l'équation  résultant  de  celte  élimination 
représente,  ou  l'enveloppe  des  su/-faces  S,  on  te  lien  de  leurs 
points  singuliers. 

La  caractéristique  G,  suivant  laquelle  une  surface  S  touche 
l'enveloppe,  est  la  limite  de  la  courbe  d'intersection  de  la  sur- 
face S  avec  la  surface  infiniment  voisine,  obtenue  en  faisant 
varier  infiniment  peu  le  paramètre  \. 

!Nous  nous  contentons  d'énoncer  ces  théorèmes;  mais  il  est 
important  de  faire  la  remarque  suivante  : 

Quand  le  paramètre  ).  varie,  les  courbes  caractéristiques  G  ont 
une  enveloppe  A  ;  cette  enveloppe  s'appelle  l'arête  de  rebrousse- 
ment  de  la  surface  enveloppe. 

Les  caractéristiques  sont  des  courbes  de  t'espace  définies  par 
les  deux  équations  simultanées  : 


F(:r,y,r,l)  =  0, 


^X 


Pour  montrer  qu'elles  ont  une  enveloppe,  il  faut  montrer  que  le 
système  de  quatre  équations  obtenu  en  associant  aux  deux  précé- 
dentes les  équations  dérivées  par  rapport  ii  X  : 


m' 


-0, 


se  réduit  à  trois. 
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suivantes 

(A) 


;]a  est  évident,   car  ces  équations  se  rédi 


liAMÈTRE  :î39 


!i\ 


\\'l? 


Ces  éqnatioiis  détûrniincnt  ,r, 
varie,  le  point  ainsi  déterii)iiié  i 
tiques,  c'est-à-dire  l'arête  de  : 
enveloppe.  II  peut  arriver  que  les 
tions  (A)  soient  iinagmaircs  :  V 
pas  dans  ce  cas. 


209.   Exemple.   Enveloppe  d'un  plan  mobile  à  i, 
surfaces  développabîes.  —  Soit 


?/,  ::■  eu  louction  de  À.  Lorsque  ), 
lécrit  l'enveloppe  des  caractéris- 
■ebronssement  A  de  la  surface 
valeurs  dsx,t/,z  tirées  des  équa- 
ii'ète  de  rebrousse  m  eut  n'existe 


(i) 


A^  +  By  +  C.;  +  D=0, 


l'équation  d'un  plan  mobile,  dont  les  coefficients  A,  B,  t'.,  D  sont 
fonctions  d'un  paramètre  ),.  Chercbons  l'enveloppe  de  ce  plan. 
D'abord,  pour  avoir  la  caractéristique  suivant  laquelle  le  plan 
touche  son  enveloppe,  il  faut  joindre,  à  l'équation  du  plan, 
l'équation  dérivée  par  rapport  à  }.  : 


(2) 


-BV 


-c':+iy= 


A',  B',  C,  D' désignant  les  dérivées  des  coefficients  par  rapport 
il  5,. 

La  caractéristique  est  doue  une  droite.  L'enveloppe  est  le  lieu 
de  ces  caractéristiques;  c'est  donc  une  surface  réglée.  Cette  sur- 
face est  développable,  car,  le  plan  mobile  touchant  son  enveloppe 
tout  le  long  de  la  caractéristique,  le  plan  tangent  à  la  surface 
réglée  est  le  même  tout  le  long  de  la  génératrice.  Enfin  les 
caractéristiques  (génératrices  rectilignes  de  la  surlace)  ont  une 
enveloppe  A,  dont  les  points  sont  définis  par  les  trois  équations 


(A) 


,»-  +  B'5  4 
c  +  B"i/  4 

lulcs   des 


C  = 


-  D  =  0, 
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tlésignéus  par  deux  accents.  Ces  équations  (Ifitei'miiK'iil  x,  y,  z 
en  l'onction  de  ').,  et,  quanti  À  varie,  le  point  ainsi  défini  décrit 
l'enveloppe  des  génératrices  de  lu  surface  développablo,  c'est-à- 
dire  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface. 

Nous  avons  vu  que  le  plan  tangent  ii  une  surface  développable 
est  le  plan  osculateur  à  l'arête  de  rebroussement  de  la  surfiice  ; 
actuellement,  le  plan  donné 

A,t-H-B//4-C;4-D  =  0, 

est  donc  le  phiii  oscubiteur  à  l'aréte  de  rebroussement  définie 
par  les  trois  relations  (A). 

En  résumé,  on  voit  qu'un  plan  mobile,  ii  un  paramètic,  enve- 
loppe une  surface  développable,  et  que  ce  plan  est  osculateur 
il  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface. 

Réciproquement,  toute  surface  développable  peut  être  considé- 
rée comme  l'enveloppe  d'un  plan  mobile  à  un  paramètre  :  en 
effet,  elle  est  l'enveloppe  de  son  plan  tangent,  c'est-ii-dire  du 
plan   osculateur  à  son  arête  de  rebroussement. 

On  peut  également  présenter  ce  résultat  en  disant  que  l'en- 
veloppe du  plan  osculateur  d'une  courbe  gauche  est  la  surface 
développable  engendrée  par  les  tangentes  à  cette  courbe  :  la 
caractéristique  du  plan  osculateur  à  une  courbe  (intersection 
d'un  plan  osculateur  avec  un  plan  osculateur  infiniment  voisin^ 
est  donc  la  tangente  il  la  courbe. 

On  se  rapc>ellera  ce  fait  par  le  procédé  mnémonique  suivant  : 

le   plan    osculateur   en   M  a  une  courbe 

gauche  est  le  plan  du  point  M  et  de  deux 

points    infiniment    voisins    Mj    et  M'  ;    le 

plan    osculateur    en   M'  est    le   plan   du 

i'ig.  loS.  point  j\f    et    de    deux    points    infiniment 

voisins    M  et   M".    L'intersection    de    ces 

deux  plans    est  la    corde  MM'  joignant   deux  points  infiniment 

voisins,  c'est-ii-dire  la  tangente  à  la  courbe  eu  M. 

210.  Esemple  de  l'enveloppe  d'un  plan  à  un  paramétre.  — 
Soit  il  trouver  l'enveloppe  du  plan 
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La    caractéristique    s'obtient,   en    associant  ii   cette   équation 
l'équation  (îcvivée 


Pour  avoii'  1  ejiveloppe,  il  faudrait  éliminer  À  entre  ces  équa- 
tions (4)  et  (5).  On  aurait  ainsi  une  surface  développable. 

L'arête  de  rebroussenient  Ade  la  surface  s'obtient,  en  associant 
aux  équations  (4)  et  (5)  la  nouvelle  équation  dérivée 

(6)  -,,  +  A=0. 

Les  trois  équations  (4),  (5)  et  (G)  donnent  les  coordonnées  d'un 
point  de  l'arête  de  rebroussenient;  en  les  résolvant,  on  a  : 

Le  plan  mobile  est  alors  le  plan  osculateur  à  cette  courbe  :  c'est 
ce  qu'on  vérifiera  en  se  reportant  au  calcul  du  n"  17.^. 

La  caractérisliqne  définie  par  les  équations  (^i)  et  J5)  esl,  la 
tangente  à  la  courbe  A. 

2H.  AuTiiE  liSEMPLE.  Enveloppe  d'une  sphère  de  rayon 
constant  dont  le  centre  décrit  une  courbe  donnée.  —  Soient 
il,  //,  c,  les  coordonnées  du  centre  M  de  la  sphcre  :  ce  point  décri- 
vant une  courbe  donnée  r,  ses  coordonnées  sont  lonctions  d'un 

T)  «=/■;«;,  s  =  îW,  «  =  *{")■ 

L'équation  de  la  sphère  mobile  est  donc 

;S)      [j_/-:„j.  +  [j_,^„j',+  [:-t;„;]'-R'^o. 

Pour  avoir  la  courbe  caractéristique  suivant  laquelle  cette 
sphère  touche  son  enveloppe,  il  faut  associer  ii  cette  équation 
l'équation  dérivée  par  rapport  au  paramètre  n 

(10)  [j.-;fi;„;]/';«;+l>/--f{":iî' (";  +  [=-*(")]■>' ("!  =  «• 

Si  l'on  regarde  x,  i/,  z  comme  des  coordonnées  courantes,  cette 
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équation  représente  un  plan  passant  par  le  point  M  (a,  h,  c)  de  la 
courbe  Y  et  perpendiculaire  à  la  tangente  M;  à  cette  courbe,  car 
les  cosinus  directeurs  de  cette  tangente 
sont    proportionnels   ix  f'i^it),  ^'{n), '^' [u] 

[fis.  m). 

La  caractéristique  de  la  sphère  S  est 
donc  à  l'intersection  de  cette  sphère  avec 
le  plan  normal  à  la  courbe  Y,  au  point  M, 
centre  de  la  splière  :  on  peut  dire  que 
cette  caractéristique  est  le  cercle  obtenu 
en  portant  sur  les  normales  à  la  courbe  Y,  au  point  M,  des  lon- 
gueurs constantes  égales  à  R.  L'enveloppe  est  le  lieu  de  ces  carac- 
téristiques, c'est-à-dire  le  lieu  obtenu  eu  portant  sur  toutes  les 
normales  à  la  courbe  Y  des  longueurs  constantes  égales  ii  R:  ces 
normales  sont  aussi  les  normales  à  la  surface  enveloppe. 

La  surface  enveloppe  ainsi  obtenue  est  une  surface  canal.  Par 
exemple,  si  la  ligne  Y  est  une  ligne  droite,  la  surface  canal  devient 
un  cylindre  de  révolution  autour  de  cette  droite  :  les  caractéris- 
tiques sont  les  parallèles  du  cylindre. 

Dans  le  cas  général,  les  caractéristiques  ont  une  enveloppe 
arête  de  rehrousseinent  de  la  surface  canal;  mais  cette  enveloppe 
peut  être  imaginaire,  quand  R  est  siiflisauiment  pclit. 


212-  Équation  de  l'enveloppe.  —  Soit 

l'équation  d'une  surface  mobile  S,  contenant  deux  paramètres 
variables  ).  et  jx.  On  peut  chercher  à  déterminer  une  surface  E  a 
laquelle  toutes  les  surfaces  S  sont  tangentes.  Nous  nous  bornerons 
à  énoncer  les  résultats  suivants,  analogues  à  ceux  qu'on  a  démon- 
trés pour  l'enveloppe  des  courbes.  Si  la  surface  enveloppe  existe, 
071  obtient  son  équation  en  éliminant'),  et  ^enli-eles  trois  équations  : 
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Chacune  des  surfaces  S  louche,  aciuelleineni ,  son  enveloppe 
en  des  points  isolés  définis  par  l'ensemble  des  étjiialions  (i). 

Il  peut  se  faire  que  V élimination  de  ).  et  '^.  entre  les  trois  équa- 
tions (1)  donne  soit  une  enveloppe,  soit  un  lieu  de  points  singu- 
liers des  surfaces  mobiles. 

213-  Kkiîwple  I,  —  Cherchons  l'eiiveloppo  lIli  [ilun 

l,,'  +  ;j,y  +  ;  +  À;^  =  0. 

Le  point  de  <;<inta<;L  lIu  plan  avoc  l'onveluppe  s'oblicnL,  en 
associant  à  cotte  équation  les  deuy  éi[u;Uiijns  dérivées  par  rapport 
à  X  et  <x  : 


L'enveloppe  s'obtient  en  éliminant  À  et  \i.  entre  les  trois  équa- 
tions, ce  qui  donne  le  paraLoloïdc 

=  -a-j  =  0, 

214.  Exemple  IL  Enveloppe  d'une  sphèra  de  rayon  cons- 
tant R,  dont  le  centre  décrit  une  surface  fixe  donnée.  — 
Soient  a,  b,  c  les  coordonnées  du  centre  de  la  splièce, 

K  »=/■;».';. 

l'équation  de  la  surface  ï   que  décril  ce  point.    L'équal.ion  de  la 
sphère  mobile  est 

(S)        (a:— rt;;^+ ;</—//-+ [:—/■:«,  i;]^—R^  =  o, 

avec  deux  paramètres  a  et  b.  Pour  avoir  les  points  de  contact  de 

la  sphère  S  avec  son  enveloppe,  il  faut  associer  à  l'équation  (S) 

les  deux  équations  dérivées  par  rapport  ii  a  et  ii  b. 

Ces  deux  équations  s'écrivent  comme  il  suit,  en  désignant  par 

T        ,     ■  ■  „       <>/■        ^f 

n  et  ti  les  dérivées  partielles  -^^~èX-^  ; 

(2)  X  —  a^p[z  —f{a,b)]  =  ^,y-~  b^q[z-f:a,  b)-\  =  0. 

Voici  comment  on  peut  interpréter  géométriquement  ces 
équations  :  si  on   regarde   ^',y,  '  comme   des  coordonnées  cou- 
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rantes,  ces  deux  équations  représentent  la  nonnale  ii  l;i  surface  S, 
au  point  C(fl,  li,  c).  En  effet,   les  équations  de  l;i  normale  îi  cette 

P  ■         '/  -1      ' 

en  y  l'cmplaçant-  c  par  /'(rt,  h)  et  chassant  les  dénominateurs,  ou 
obtient  les  deux  équations  (2). 

Ainsi,  la  sphère  touche  son  enveloppe  en  deux  points  M  et  M', 
1^,  situés  à  l'intersection  de  la  sphère  avec  le 

/  ,''    I   "'■      /        diamètre  normal  à  la  surface  S  (fig.  110). 
/    si        •(.       1      ,  On    peut  dire   aussi    qu'on    obtient  Ten- 

' V — -i — -^ — '      veloppe,    en  portant  sur   les  normales   aux 

/'  /  divers  points  C  de  la  surface  2 des  longueurs 

CM  =  CM'=R.  La  surface  enveloppe,  lieu 
des  points  M  et  M',  s'appelle  surface  pa- 
rallèle a  S  :  les  plans  tangents  en  M  et  M'  à  l'enveloppe  étant 
tangents  à  la  sphère,  sont,  en  effet,  parallèles  au  plan  tangent 
en  G  i»  S,  puisque  ces  trois  plans  sont  tous  potpendiculaircs  au 
diamètre  MCM'. 
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CQURBURE    ORS     COURBES    PI.AXES 


I,  -   DÉFINITION   ET    FORMULES 

215-  Courbure  d'an  cercie.— D'après  l'idée  vulgaire  de  conr- 
ItiH'o,  un  cercle  a  une  courbure  d'aulaut  plus  grande  qu'il  s'éloigne 
plus  rapidement  d'une  de  ses  tangentes,  c'est-à-dire  que  son 
rayon  est  plus  petit.  Kn  précisant  cette  no 
lion,  on  convient  d'appeler  vourhure  d'ui 
cercle  de  rayon  R,  l'inverse  du  rayon 


H  I 

On  peut,  comme  il  suit,  évaluer  la  cour- 
bure d'un  cercle  dont  on  connaît  seulement 
un  arc  MM'.  Menons  les  tangentes  Mïet  MY 
au  cercle,  aux  extrémités  M  et  M'  de  l'arc   considéré,  dans  un 
même  sens  de  circulation  sur  le  cercle,  et  appelons  z  l'angle  de 
ces   deux   tangentes,    (let    angle    étant    égal  ii  l'angle    au   cenLrc 
MOM',  on  a  {fi g.  111) 

arcMM'  =  lk, 
d'où  L 


Il  ■       arc  MM' 
l'ormulo  i[iil  lionne  la  courixiic  du  cercle. 

216.  Courbure  moyenne  d'un  arc  de  courbe.  Courbure  en  un 
point.  —  On  étend  les  notions  précédentes  ii  une  courbe  jdano 
quelconque  de  la  façon  suivante  : 
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So]t{/!,g.  112}  Î\[>I' 


lo  arc  d'une  courbe  plane,  Ml  et  M';'  los 
extrémités  de  cet  arc,  dans  un  même  sens 
de  circulation  sur  la  courbe,  et  dési- 
gnons par  e  l'angle  de  ces  deux  tan- 
gentes, que  l'on  nomme  l'angle  de  c-on- 
lingeitc-e.  On  appelle  courbure  moyenne 
de  l'arc  M^I'  le  rapport 


Quand  le  point  M'  se  rapproche  du 
point  M,  ce  rapport  varie. 
On  appelle  courbiira  an  poini  M  la  limilo  vers   hiquelle  tend 
la  courbure  moyenne  de  l'arc  M^I',  quand  le  point  M'  tend  vers 
le  point  i\I  : 

Courbure  en  M--:  I 


tAcr 


Fig.  , 


cMir  ■ 


i 


On  désigne  cette  courbure  par  -j^-,  et  on  convient  d'appeler  R 
le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  au  point  M,  Ainsi,  le  rayon  de 
courbure  en  un  point  est  inverse  de  la  courbure  en  ce  point  : 


217-  Centre  de  courbure  en  an  point  d'une  courbe;  cercle 
de  courbure  ou  cercle  osculateui:  —  Le  centre  de  ciniibnre  G 
d'une  courbe  en  un  point  M  est  le  point  obtenu  en  portant,  sur 
la  normale,  dans  la  concavité  de  la  courbe,  une  longueur  MC 
égale  au  rayon  de  courbure  R  au  point  !\I  (Voyez  figure  112}. 

Le  cercle  de  courbure  ou  cercle  osculateur  en  M  est  le  cercle 
décrit  du  centre  de  courbure  C  comme  centre,  avec  le  rayon  de 
courbure  R  comme  rayon.  Ce  cercle  est  langent  ii  la  courbe  en  M  ; 
nous  verrons  plus  loin  qu'en  général  il  traverse  la  coui'be  au  point  M  ; 
de  tous  les  cercles  passant  par  M,  c'est  celui  qui  se  rapproche  le 


plus  de  la  courbe,  au  voisi 


âge 


du, 


nt  M. 


218.  Expression  du  rayon  de  courbure  en  coordonnées  n 
tangalaires.  —  Soit  une  courbe  plane,  sur  laquelle  nous  pri 
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Désignons  par  ir  l'iingle  de  la 
tangente  M(  à  la  courbe  avec  une  direction  fixe  Ox  (Voyez 
fig.  112).  Quand  le  point  M  se  déplace  en  M',  l'arc  O'M  augmente 
de  l'arc  MM' =;is,  et  l'angle  tr  augmente  de  At.  L'angle  s  des 
tangentes  M;!  et  il'i'  est  égal  à  la  valeur  absolue  de  At.  On  a 
donc,  pour  la  courbure  moyenne  de  l'arc  MJI',  l'expression 


où  il   faut  choisir  le  signe  de  façon  à  avoir  un    résulUi 
La  courbure-^  au  point  M  est  alors  donnée  par  la  forn 


lï' 

arc  MM' 

'-"-- 

Or  la  limite  de  — 

1  don. 

^;-- 

.il  le   signe   doit  èli 

ro  clioîsi   du 

façon 

En    désignant    les 

cook1..iiii6cs 

d'un 

ïar  X  et  y,  on  a 

Ut  M    de    la   couri 


D'autre  piirt  : 


dxd^ij — 'dijd'.r 


^m 


d.tcPi/  —  di/d^.t 


ds  =-  Vd.r-  -+-  dif  ; 


d.rd'-y  —  dyd\r 
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couits  a-A. 

^ALÏSE 

Suppi 

rsons 

,l„c  1 

es  coordonnées 

d'un  point  de  la  c( 

.u 

rbc 

exprimées  m 

l'onction  d'un  parani 

ctre  n  par  les  form 

al 

os 

■<■=/'■;«). 

?-?;"). 

on  mua, 

onp 

rcnant  u  comme  vavi 

able  indépendante 

<(x  = 

=/'(„)  i«, 

dij  =  •/;,!)  io, 

l'x  = 

J-^  +  Û 

Si  on 

supp 

ose  r 

'équation  de  la  i 

:ourl,e  résolue  par 

r 

appc 

et  si  on 

prend  x  comme  variable 

Indépendante,  on 

^, 

en 

gnant  p 

ar  li' 

et  </ 

'  les  dérivées  p 

remière  et  deuxièi 

in< 

!  de 

rapport 

il  .,■  : 

<I:j- 

-J't- 

'^^'/  =  / 

l"d.,\             ,Fx  = 

^0 

et,  par 

suite. 

li      ~  ,,      ,,.-'- 
:<-  +  !/';• 

ÛLins  loiitos  CCS  formules,  il  l'aiit  preiulre  le  signe  de  telle 
l'açoii  que  R  soit  positif.  Par  exemple,  dans  la  dernière  formule, 
il  faudra  prendre  le  signe  +  si  y  est  positif,  e'est-ii-dîre  si  la 
eouvbe  en  M  tourne  sa  concavité  vers  les  //  positifs  ;  il  faudra 
prendre  — ,  dans  le  cas  contraire. 

En  un  point  d'inflexion,  v"  =  0,  le  riiyon  de  courbure  est 
intini  :  le  cercle  oscnlateur  se  confond  avec  la  tangente. 

219.  Rayon  de  courbure  d'une  conique.  —  Considérons  uno 
conique  rapportée  à  un  axe  O.i'  et  à  la   Umgente  au  sommet  Oi/. 
L'éqnatlon  de  la  courbe  est  de  la  (orme 
(1)  ^■'  =  2i,j-^,/.r'-, 

p  est  le  paramètre  de  la  conique  ;  le  genre  de  la  conique  dépend 
du  signe  de  ij  : 

Si  </<0,  lii  tourbe  est  une  ellipse; 

Si  y  >  0, hyperbole  ; 

Si^::;0, parabole. 
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Appelons  n  In  Inngoour  de  la  normale  >1\  du  point  M  a  l'axe  ; 
nous  allons  montrer  que  le  rayon  do  coniJnire  en  M  est 

iîu  effet,  on  a  '^S"  15) 

et,  par  snite,  pour  une  coni'be  qaelcoU([ue, 


Si  nous  supposons  y  positil'  en  ^I,  (/"  négatil',  i 


Appliquons  cette  formule  aux  coniques.  En  dilterentiant  deux 
fois  l'équation  {!),  on  olitient 

vu"  +  !/'■  =  'l  > 

reniplacikiit  dans  la  deuxième  équation   '/'  par    sa  valeur  tirée  de 
la  prem'ière 

!/  !/   ='I!/'~\P  +  'J''/- 

Remplaçons  daus  le  deuxième  membre  i/-  par  sa  valeur  (1)  et 
réduisons,  il  vient  : 


D'où,  en  substituant  dans  la  valeur  de  —  , 


Ce  rayon  peut  donc  être  construit  graphiquement,  à  l'aide  de 
deux  quatrièmes  proportionnelles. 

Application  aux  sommets  d'une  ellipse.  —  Soit  une  ellipse  de 
sommets  A,  A'  et  B,  B'.  Cherchons  les  rayons  de  courbure  aux 
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sommets.  Le  grand  axe  étant  pris  pour  axe  des  x  et  la  tajigente 
au  sommet  A'  pour  axe  des  y,  l'équation  de  la  courbe  est 


Doi 


I,' 


D'autre  jiart,  lalongneai'  n  de  la  normale  MN  est 

»  = .'/  V^l  +  y  =^y^!/'!/'^- 
Comme 

.!/;/'-=;'+'/'■. 

on  voit  t[ue,  au  point  ;V  [x-~0,  ij^O), 


Alors 


B',  k  normale  MX  a  pour 
rayon  de  eourbure  est  do 


«'-^-T' 


(Sommets  A  et  A'). 


(Som 


lOtsDelB'). 


blables  AEC  et  AKB  donnent 


Pour  construire  les  centres  de  cour- 
-ibure  correspondants,  on  trace  le  rec- 
taiifçle  formé  par  les  tangentes  aux  quatre 
sommets  (fig.  113),  et,  du  sommetE  de  ce 
rectangle,  on  abaisse  une  perpendiculaire 
sur  la  droite  AB  ;  les  points  C  et  D  où 
celte  perpendiculaire  coupe  les  axes  sont 
les  centres  de  courbure  relatifs  aux  som- 

?ts  A  et  B .  En  effet,  les  triangles  sem- 
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De  ra6mc,  les  Lriangles  DDE  et  BAE  donnent 

au  Ir 

Ces  points  étant  construits,  on  peut  tracer  les  cercles  oscilla- 
teurs à  l'ellipse  aux  quatre  sommets  et  en  conclure  un  tracé 
approximatif  de  la  courbe  qui  se  rapproche  beaucoup  de  ces 
cercles  au  voisinage  des  sommets. 

En  A  et  A',  les  cercles  osculatcuvs  sont  intérieurs  a  l'ellipse  ; 
en  B  et  B',  ils  sont  extéj'ieuts. 

220.  Hayon  de  courbure  de  la  chaînette,  —  Suit 


'équation 

tl'i 

une  chaînette 

(fe 

.  40).  On 

» 

y'- 

1 
2 

(e"^ — e"^]^ 

1 

-(»v+. 

--7; 

Cl+»"^ 

1 

'  2 

!f'^+  <r' 

■f-\  // 

Doiic 

1  _-      y" 

~'  f  ' 

11  = 

JÙ. 

"      (i+. 

,'t\y 

a  ' 

La  lonj 

ur  n  de  la  noi 

■mal 

ejiisiiu'à 

Taxe  Ox 

est 

»- 

V  ^^ 

C-Kï''-- 

il'  . 

Le  rayon  de  courbure,  en  un  point  d'une  chaînette,  est  égal  a 
la  longueur  de  la  normale  du  point  de  la  courbe  jusqu'à 
l'axe  0.r. 

221-  Rayon  de  courbure  de  la  cycîo'ide.  —  En  calculant 
l'arc  de  cycloïdc  (N"  S8),  nous  avons  trouve 


s  =  Za  siii  - 
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D'autre  part,    la  tangente  à  lu  cycloïde,  au   point  M,    étant  la 
droite  MB   qui    fait  avec   la  vertical  p  IB,    c'est-à-dire    avec    une 

directionfixe,  l'angle  ~^;  l'angle  s  de  deux  tangentes  infiniment 


non  do  courbure  est  donc 


Or,  dans  le  triangle  BMI,  on  a  la  looffueur  n  de  la  normale 


irbure,  en  M,    est  égal  au    double  de  la  nor- 


male MI.. 


222.  ExEiicicE.  Trouver  une  courbe  plane  dans  laquelle  le 
rayon  de  courbure  soit  proportionnel  à  la  longueur  de  la  nor- 
male. —  Soit  n  la  longueur  de  la  noi'juale  de|uus  le  point  de  la 
courbe  jusqu'à  l'axe  O.r,  k  une  constante,  un  doit  avoir 

R. =  /;■«. 

Supposons  //  positil,  on  a 
Si  ;/'  est  posîlil, 

•J 

la  courbe  a  l;i  forme  I  (/(^'.  114)  et  l'équaLioLi  du  problème  esl 


fi+fi^^^y^rz 
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Si,  iui  contraire,  y"  est  négatif, 


ivbe  M  la  forme  (II)  [fig.  114},  et  réqiiiilioii  s'écrit 


(i- 


-  =  -/■y^/rq 


L'équation  (2)  se  tlétluit  de  ;i)  par  le  ehaiigemciiL  de  /  t^i  ■ — k. 
IVaprès  cela,  on  peut  considérer  l'équation  (1)  comme  exprimant 
la  propriété  demandée  dans  tons  les  cas,  ii  condition   de   regar- 


der /,■  comme  positif,  si  la  oonrbe  a  la  forme  l'I),  et  comme  iiégiitif, 
si  elle  a  la  forme  (II).  Ou  peut  dire  aussi,  en  désignant  par  C  le 
centre  de  courbure  relatif  au  point  M,  que  k  devra  être  regardé 
comme  positif,  si  les  deux  segments  CM  et  JIX  sont  de  même 
sens,  et  comme  négatif,  si  CM  et  ilM  sont  de  sens  contraires. 
Intégrons  alors  l'équation  différentielle  des  courbes  cbercbées 


(1- 


-  =  %V'H 


cette  équation  est  dite  du  deuxième  ordre,  car  elle  contient  la 
dérivée  seconde  de  la  fonction  inconnue  //.  En  divisant  par 
y'I-t-j'^,  on  peut  écrire 


l- 


-'J- 


Remarquons  que  l'on   a 

Il        ch/'         d>/'    dfi  di/'      , 


yGoosle 


COURS  D'.i 

cette  expression  et  mnllipliiinl  [i;ir  2d;/  : 

1+/*  k      y    ■ 

Le  picmlcr  membre  est  lu  tlirTérentiellc  de  i(>g(l  +  i/'-.,   el    le 

2 
deuxième,  celle  de  y  log  y.    Ces  deux  fonctions,  ay;int  des  dille- 

reiitielles  égales,  ne  diiTérent  que  par  une  constanle  et  on  ii 

i"g(i  +  j")==4'"s-'' — r '"»'"■ 

en  désignant  la  constante  par  — -r-lng  ('■  Si  l'on  éci'ii 

log(l+/;»)  =  log(-f)', 

on  ;i,  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres. 

On  il  ainsi,  avec  deux  constantes  arbitraires  a\  et  a,  l'équatiou 
des  courbes  demandées.  Quand  on  fait  varier  la  constante  ,r„,  la 
courbe  se  déplace  parallèlement  à  Ox.  Quand  on  fait  variei'  a,  la 
courbe  change  de  forme  en  restant  homothétiqne  par  rapport 
au  point  x  =  .r^,  j/;^0. 
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Cas  d'intégrabîlité.  —  I.n  diiFéreiitielle,  soumise  ;i  l'iiitcgratioii, 
diiiis  le  deuxième  memlirc  de  l'équatiou  (3),  est  une.  diircreiiliclle 
binôme  delà  forme 


(i  =  0, 


„=^,  p- 


1 


Cherchons  les  eus  d'iiitégi'.ibilité,  d'après  ce  qvie 
(N"  89).  Aetuellement  yj  n'est  pas  entier.  On  ;i 


L'intégration  est  2>ossible,  quand    l'un  de 
entier  E  positif,  négatif  ou  nul.  On  peut 
donc  intégrer  quiind 

e'csl-li-dire 

k  =  2\'.,        ou        A=2E+1, 
e'est-îi-dire  quiiiid   k  esl   un  entier   quel-  __ 
conque,  pair  duns  le  premier  cas,  impiiiv 
dans  le  deuxième. 

En  prenant  /.■  ^^^  —  1,  on  trouve  nn  cercle  ayant  son  centre 
sur  Oj>,  résultat  évident  ;  et  k  =  l,  nue  chaînette  ayant  Oj:  pour 
base  [N°  220). 

Pour  /:  =:  —  2,  on  trouvera  une  cyeloïde  engendrée  par  nn 
point  d'un  cercle  roulant  sur  O.r  (S"  221). 

Achevons  les  calculs  pour  k  =  2.  Alors 


'-'■-W-ir-' 


Elevant  au  carré,  on  a  une  équation  qu'on  peut  é 
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irhe    est   nue  parabole  ayant  l'axe  Ox  pour  directrice 


Doue,    dans   une    parabole,   le    rayon  de  courbure    est  égal 
double  de  la  normale  depuis  le  point   de  la  conrbe   jusqu'à  la 
directi'ice  : 

MC.  =  2  SÏN. 


:   COUBBi:  PLANE  DANS  LE  VOISINAGE  D  UN  POINT 


223.  Développement  de  l'ordonnée  en  série.  — ■  Suit  0  uii 
point  quelconque  de  la  courbe  :  prenons  ee  point  pour  origine. 
pour  axe  O.v  la  tangente,  pour  axe  Oi/  lu  nor- 
male du   côté  de  la  concavité  de  la  courbe 

i/!^.  116). 


!/=n-^-), 


par  la  for 


l'équation  de    la    courbe.    En    supposant  .r 
suflisamntent  petit,   on  pourra,   si  l'origine 

lu  point  singulier  de  la  courbe,  développer  //  en  série 

nule  de  Jlac-Laurin  ; 


(1) 


,/=/-(0)+^/-^;o)+-^r(t'i- 


Cette  série  sera  convergente  dans  un  intervalle  symétrique 
par  rapport  il  zéro  et  représentera,  par  suite,  un  arc  de  la  courbe 
compris  entre  deux  ordonnées  placées  symétriquement  par  rap- 
port il  Oy. 

Comme  la  courbe  passe  par  l'origine,  ^(0)^0  ;  et  comme  la 
courbe  est  tangente  il  O.e,  le  coefficient  angulaire  f{-r)  de  la 
tangente  est  nul  an  point  0  :  f'(p)  =  0. 

(Cherchons  le  rayon  de  courbure  ii  l'origine. 

On  a,  en  général, 

1  _     .'/" 
i>     , «i' 


Actuellement,  (i 


=/■'[.■), 


'/"=/"(■'').■■ 
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A  l'origine,  x  =  0,  y  s' 
donc,  cnappcliint  H„  le 


mule  et  ?;"  devient  égal  à  f"{0).  On 
ivoii  de  coni'bure  li  l'origiiie, 

-  =  f'(0,. 


On  pourrait,  de  m^me,  avoir  une  signiruMtion  géi 
de  /"'(O).  Pour  cela,  prenons  la  dérivée  de-Tr-piir  rap 
en  appelant  R'  la  dérivée -r—  ■  Il  vient: 


Faisant, 


3,  .r.=  Oet  1 


R'  ilésiffnant  la  valeur  de  R'  = 


<;r 


marquant  que  i/'  : 


Li  point  0. 


On  peut  alors  écrire  le  développement  (1)  de  y,  en  y  rempla- 
çant f(p)  et  f  (0)  par  zéro,  /"'(O)  par  la  valeur  ci-dessus 


;out  des  coeilicienls  constants,  dont  le  premier  a  pour 


Cette    forn 
rèmes. 


uettre    d'établir    dive 


224-  Le  centre  de  courbure,  en  un  point  d'une  courbe  plane, 
est  la  limite  du  point  de  rencontre  de  la  normale  en  ce  point  et 
de  la noi-male  inûniment  voisine.  —  Démontrons  le  théorème 
pour  le  point  0.  Le  centre  de  courbure,  en  0,  est,  par  définition, 
le  point  C„  obtenu  en  portant  sur  la  normale  Oj/,  dans  le  sens  de 
la  concavité,  une  longueur  0C„  égale  à  R„  [fig.  116). 
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Soit  1\I,  lin  point  voisin  de  0,  Lu  normale,  en  ce  p(niit,  a  poiir 
éfiuation 

et  le  point  A,  on  elle  conpn  la   normale  0^  (X  =0),  a  pour  or- 
donnée 

(A)  '=-''  +  7- 

Remplaçons   la  cléiivce  //  pav  sa   valcar  tirée    du    développe- 
ment (2)  ;  il  vient 


ensimpliliajil, 

li 


i-h:!«iV 


Quand  le  point  M  se  rapproche  indéfiniment  du  point  0,  les 
coordonnées  *■  et  i/  tendent  vers  0,  et  l'on  a 

llmï=Ro. 

Le  point  A  tend  doue  hU-n  vers  le  centre  de  courbnre  C„. 

225-  Si  on  abaisse  d'un  point  ?i[  de  la  courbe  la  perpendi- 
culaire MP  sur  la  tangente  en  0,  le  rayon  de  courbure  en  0 
est  donné  par  la  formule 

li.  =  lin,-^l^, 

■1  :\ip 

qitandM tend  vers  0. 

En  effet,  en  désignant  par  .v  et  /y  les  coordonnées  de  M.  on  a 
l'A?.  116)  _ 

OP'-^..r\  llP=j. 

I.c  développement  (2)  donne  immédiatement 

_ÏÏL=^=±+2„+ 
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ot,  si  l'on  fait  tondre  . 


?  fl.i.vs  /,;;  voisiSAGE  d'uv  point   359 


2'MP  _  _i_ 


226.  Le  cercle  de  courbure  {ou  cei'cle  osculatear),  en  un 
point  0  d'une  courbe,  est  la  limite  vers  laquelle  tend  un  cercle 
tangent  en  0  s  la.  courbe  et  passant  par  un  point  M  inOniment 
voisin  de  0.  —  En  eiï'pt,  figurons  le  eercle  timgeni   en  0  à  la 


eonrbe,    c'est-ii-ttire    il    0,f,   et    passiint    pur    un    point    M    de   la 
courbe. 

Soit  R  le  rayon  de  ce  cercle.  L'ordonnée  MP  le  coupe  en  un 
deuxième  point  M'  et  on  a  évidemment  [fig-  117). 

PM'  =  2R  — PM. 


T,!l 


•elation  1 


^^  taire 

01''  =  PM.PM', 

■ôp'  =  pm;2r  — pm;, 

PM  Ôï»' 


R=- 


-  + 


2PM 
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Qiiulul  lu  poîiiL  M  tend  vei-s   0,  PM   leiul 


port     ^^"    Loiul  vcis  \\,  ftoii  a 

llmU  =  U„. 

ce  t[ui  clùmoiiti'c  lu  Lliéopùmc. 

227 ,  ie  cercle  de  courbure,  en  an  point  0  d'une  courbe,  est 
la  limite  d'un  cercle  passant  par  0  et  par  deux  points 
de  la  courbe  infiniment  voisins  de  0.  —  Snieiil  ^I  cl  M,  deux 
points  (lo  lu  ci.iirho  voisins  de  0.  Les  trois  points  OMM,  AéVcv- 


mîneiit  un  cerde.  Ce  cercle  tend  vers  le  cercle  de  courbure  en  0, 
de  quelque  manière  que  l'on  fasse  tendre  les  points  M  et  M, 
vers  0  le  lon^  de  la  c&urbe  (fig.  118, 1). 

Pour  simplifier,  nous  nous  bornerons  au  cas  où  on  l'ait  tendre 
les  deux  points  JI  et  M,  successivement  vers  0.  Si  on  fait  d'aboi'd 
tendre  Mj  vers  0  en  laissant  M  fixe,  le  cercle  OM^iM  devient  un 
cercle  tangent  en  0  îi  la  courbe  et  passant  par  M.  Si,  ensuite,  on 
fait  tendre  M  vers  O,  ce  cercle  devient  le  cercle  de  courbure 
en  (),  d'après  le  tbcorènic  précédent, 

228-  Le  cercle  de  courbure,  en  unpoint  d'une  courbe,  traverse 
en  général  la  courbe.  —  En  effet,  considérons  d'abord  un  cercle, 
passant  par  le  point  0  et  deux  points  voisins  M  et  Mj  pris  sur  la 
courbe  dans  le  voisinage  de  O  (fig  118,  I).  Si  un  mobile  suit  la 
courbe  en  marchant  de  la  gauche  vers  la  droite,  il  est  d'abord 
hors  du  cercle  jusqu'au  point  M^  sur  l'arc  M,0,  il  est  dans  le 
cercle,  sur  l'arc  OM,  en  dehors,  et,  sur  l'arc  qui  suit  le  point  M,  il 
est  dans  le  cercle.  Mous  avons,  sur  la  figure  118,  pointillé  les 
arcs  intérieurs  au  cercle  et  tracé  en  traits  pleins  les  arcs  exté- 
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rieurs.  Si,  iiiiiiiiteiiant,  les  points  M  et  M,  tendent  vers  O,  les 
arcs  MjO  et  OM  disparaissent,  le  cercle  devient  oscillateur  en  0  et 
il  ne  reste  que  les  deux  arcs  B^O  et  OB  qui  sont:  l'un  extérieur, 
l'autre  intérieur  au  cercle  osculateur  (/?^'.   118,  II). 


229.  Ordre  de  contact  d'une  courbe  et  du  cercle  osculateu, 
— -  Considérons  un  cercle  quelconque   de 
rayon  R  tangent  à  la  courbe  en  0.  L'oi'- 
domiée  MP  d'nn  point  de  la  courl>e  ren- 
contre ce  cercle  en    un  jioint  M,,   vi 
de  0,  dont  nous  appellerons  i/,  l'ordonn 
[fig.  119).  L'éqnation  du  cercle  étant 


l'ordonnée    y^  est    la    plut 
deuxième  degré  en  // 


petite 


-'[-(•-^1 


et  nous  dcvcloppci 


Cela  posé,  calculons  la  dliférence  MP  — M,P  des  ordonnées 
correspondantes  du  cercle  et  de  la  courbe.  L'ordonnée  y  de  la 
courbe  étant,  d'après  le  développement  (2)  du  X"  223, 


•/-!/.=.''(w-i)+'"' 
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DiMic,  s!  lî  osl  cliilereiU  de  R„,  c'est- ii-clire  si  le  cercle  considéré 
est  distinct  du  cercle  de  courbure,  la  différence  ij  —  y^  est  infi- 
niment petite  du  deuxième  ordre. 

Muis,  si  R  :;=R||,  c'est-ii-dire  si  le  cercle  considéré  se  confond 
avec  le  cercle  de  courbure  en  0,  la  différence  y  —  y^  devient 
infiniment  petite  du  troisième  ordre  au  moins.  On  peut  donc 
dire  que  : 

De  tous  les  cercles  tangents  en  un  point  à  une  courbe,  cest  le 
cercle  oseulateur  qui  se  rapproche  le  plus  de  la  courbe. 

Ces  formules  montrent  également  qu'en  général  le  cercle  oseu- 
lateur traverse  la   courbe.   En   effet,   supposons    que   le   cercle 
considéré  se  confonde  avec  te  cercle  oseulateur 
R=R,, 
!!  —  y^  =  a.x'-^...., 

où  les  termes  non  écrits  sont  du  quatrième  degré  au  moins  swjc. 
Quand  x  est  infiniment  petit,  la  différence  y  —  y,  a  le  signe  du 
premier  terme  ax^.  Elle  change  donc  de  signe  avec  x  :  si,  d'un 
côté  du  point  0,  le  cercle  est  au-dessus  de  la  courbe,  de  l'iiutre 
côté,  il  est  au-dessous. 

Si  on  cherche  les  abscisses  des  points  d'intersection  de  la 
courbe  et  du  cercle  oseulateur,  il  faut  chercher  les  valeurs  de  x 
pour  lesquelles  y— y,  est  nul  : 

0=--r-.r'+ 


CcLte  éi[u;itioii  admet  la 


=  0. 


On  peut  dire  que  le  cercle  oseulateur  en  un  point  coupe  la 
courbe  en  trois  points  confondus  avec  ce  point,  ce  qui  est,  sous 
une  autre  forme,  le  théorème  du  N°227.  On  peut  dire  aussi, 
d'après  les  définitions  posées  au  X"  150,  C[ue  le  cercle  oseulateur 
a,  avec  la  courbe,  un  contact  du  deuxième  ordre. 

Cas  exceptionnel.  Soiiunels.  —  Pour  certains  points  particu- 
liers d'une  courbe,  il  peut  se  faire  que  le  coclliclent  a  soît  nul. 
Dans  ce  cas,  la  différence 

!/  —  !/,> 
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commence  par  nn  terme  en  ,r',  elle  est  infiniment  petite  du  qua- 
trième ordre  avec  x  ;  comme  elle  ne  change  pas  de  signe  quand 
.V  change  de  signe  dans  le  voisinage  de  0,  le  cercle  oscillateur 
laisse  la  courbe  d'un  même  côté  aux  environs  du  point  de  con- 
tact. En  un  point  de  ce  genre,  le  cercle  osculateur  a  un  contact 
plus  élevé  avec  la  courbe  qu'en  «n  point  ordinaire.  On  peut  dire 
qu'il  a  quatre  points  confondus  communs  avec  la  courbe,  car 
l'équation  y  —  Vi^^  ^  i'^^  racine  quadruple  nulle.  Le  contact 
est  du  troisième  ordre. 

Un  point  de  cette  nature  s'appelle  nn  sommet  de  la  courbe. 
On  peut  caractériser  ces  points  en  se  reportant  à  la  valeur  du 
coeHicient  a  (X°  223) 

R'„ 

Comme  R'o  est  la  valeur  que  prend  la  dérivée  de  R  par  rap- 
port à  3;  au  point  O,  on  voit  que  a  est  nul  toutes  les  fois  que 
R'„  =  0,  c'est-à-dire  en  tous  les  points  où  le  rayon  de  courbure 
passe  par  un  mn.ximiim  on  un  minimum. 

On  trouvera  donc  les  sommeLs  d'une  cmirbc,  en  écrivant  que  R 

1 

ou^  est  maximum  ou  minimum. 

L'exemple  le  plus  simple  de  sommets  est  fourni  par  les  quatre 
sommets  d'une  ellipse.  Eu  chacun  de  ces  points,  le  cercle  oscu- 
lateur u  quatre  points  confoudus  communs  avec  l'ellipse,  il  ne 
traverse  pas  la  courbe  {fig.  113). 


III,  —   EXPRESSION   DU  RAYON    DE    COURBURE  D  UNE  COURBE  PLANE 
EN   COORDONNÉES   POLAIRES 

230-  Angle  delà  tangente  avec  le  rayon  vecteur.    —  Soient 
/■  et  S  ics  cooidoMiiécs  jiolaîres  d'un  point  M, 

'■=/■(«;. 

l'équation  de  la  courbe.  Appelons  V  l'angle  de  la  tangente  en  M 
avec  le  prolongement  MR  du  rayon  vecteur.  Soit  M',  un  point 
InGniment  voisin  de  M,  ayant  pour  coordonnées  polaires /■-[-</?■ 
et  'i-i-  dfi:  décrivons,  de  0  comme  centre,  avec  OM  =r  comme 
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riivoii,  un  lire  de  cercle  3H>.  Quand  M' tend  vers  M,  l'unglo  PM'M 
tend  vers  V.  ]-e  triangle  infinitésimal  MPM'  est  rectangle  en  P, 


llP  =  r,ffi,  PM'.=  (fr,  PM'M=V. 

Donc,  d'après  les  rorinules  élémentaires  sur  les  Lrianglet 
langles, 

,■,/!)  =  *langV,  d'où  CangV  =  -^  =  ~, 


dr 


en  désignant  par  ;■'  la  dérivée 


rfr 


Rayon  de  courbure.  —  Soit  t  langle  de  la  tangente  M/  avec  O.t 
on  a,  dans  le  triangle  OAll  (p.g.   Ï.Hh. 


on,  d'après  la  fortunle 

]3'fiulrc  [i;n-t,  hi  difierentielle  de  l'arc  est  (N"  61) 

(2;  ih=S/lh^^^-. 

Pour  avoir  le  rayon  de  coiirlniio,  il  siiflit  d'uppllquer  lii  for- 
mule 

i  ,     ch 


telle  f^u'cllc  résulte  de  la  définition  mèjuo  Ci"  218;. 


iVoiis  ferons  le  calcul,  < 


riableiudéiienilantcO 


y  Google 


i-t  désignant  par  /■"  la  clérivéo   secondo   do  r  par  rapport  à  (t. 
\,i,i,  ocrirons 

^J_  _Jf£_ 


Or,  d'i.jiros 

il;. 

r/7 

1 

'                "              [       1   " 

,,._l_2,"— ,v" 

1^^" 

!  +  ■ 

r'  +  ,'- 

,  J'.prl-s  (2Î 

^^,. 

ir  =  *''"-'■'■ 

Donc 

l         ^  r'  +  2r"-r 

«     -    ,„.  +  „.,4 

i>ii  lo  signe  doit  ètio   choisi  de  façon  ([ue  -jt^  soit  positll'. 

l'oiii'  la  retenir  plus  facilement,  il  est    coiiiniode  de 
cette  formule  sous  Iji  forme  suivante  : 


iii[  [  —  )      désigne  la  dérivée  seconde    de    ^,    pur    rapport  à  H. 
Points  d'inflexion.  —  Ce  sonl  les  points  où  R  ^  X  ,  -77=^";  ''^ 


t  donc  donnés  par  l'équation 

,.^  +  2^'^  — /v"  =  0. 


i+W'  =  o. 


Sommets.  —  Ce  sont  les  points  pour  lesquels  II  ou   -77-  pas: 
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un  minimum.    On  les  obLicnL    eu    (.■ci'ivanl. 


l'cqualiou 

d- 


^-0. 


.pi'il  osi  inutile  lie  tléveldppcr. 

KxEMn.K.  Cardioïde  :N"  (;2).  —  l,'o([nLiliou  <le  la  ceidioido 
est 

,-  =  „;.l+co8  8\ 
On  il  donc  ; 

Après  des  réductions  évidentes,  on  ii 

;■■  +  2  i-"  —  >■;■"  =  3  n'(l  +  eus  6)  =  .1  «;■, 
,'+,'"=2o"(l  +  co.8)-i2»,-. 
Donc 

J_  _      :i»r       _        3 
T^~  (2»,)T~2V27^' 
2     , 

Le  lavdn  de  courljnic  varie  proporlionnellemeut  à  la  racine 
carrée  du  rayon  vecteur  /■.  H  est  lutl,  au  point  de  rebrous- 
semeiit. 

Le  rayon  de  courbure  étaiil  toujours  fini,  il  n'y  a  pas  de  points 
d'inflexion.  Quant  aux  sommets,  on  les  obtient  en  chercbanl  les 
poiuts  où  R  est  maximum  ou  minimum.  Comme  R  varie  pro- 
portionnellement à  \  r,  il  suffit  de  chercher  les  points  où  r  est 
maximum  ou  minimum.  Ou  trouve  les  points  O^O,  9^7:. 

La  première  valeur  donne  un  véritable  sommet,  le  point  7=2  n, 
où  le  rayon  de  courbure  atteint  un  maximum 


La  deuxième  valeur  donne  le   point  de   robrc 
où  R  atteint  son  minimum  0. 
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231.    Spirule  logarithmique.  —  CvitQ   courbe    a    pour    é([uu- 

où  a  est  une  longueur  clounéi;  et  m  uu  nombre  conslaut,  que  nous 
supposons  positif.  Eile  a  la  forme  iutliquoe  tiaiis  la  firruio  12i  ; 
elle  est  asymptote  au  pôle. 
Dans  cette  conrbc 

l'iiiifrle  \   est  diinc  constant.  (Connue 


1  ch 


I,e  rayon  de  courbure  est  proportionnel  au  rayim  vecteur.  C\-ffi 
ce  qu'on  peut  voir  géométriquement,  l.e  centre  de 
courbure,  en  M,  est  la  limite  du  point  de  rencon- 
tre C  de  lîi  normale  en  .M  et  de  la  normale  au  point 
infiniment  voisin  M'.  Les  angles  OMC  et  OM't] 
(fig.  121)  sont  égaux,  car  l'iuigle  V  de  la  tan- 
gente avec  !e  rayon  vecteur  est  constunt.  Alors  rig.  ,.ji, 

OMC^OM'C=J  — Y. 

l.e  quadrilatère  0-\lM'(.:  est  inscriptible,  et  l'iuiglc-  COM  est 
le  supplément  de  CM'.M.  ^iais,  quand  M' tend  vers  ^1,  M'M  tend  vers 
la  tangente,  l'angle  CM'M  devient  droit,  puisque  M'C  est  une  nor- 
male ;  donc  COM  devient  droit. 

Pour  avoir  le  centre  de  courbure  en  M,  i!  suffit  donc  de 
prendre  l'intersection  de  la  normale  en  M  avec  la  perpendicu- 
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liiiic  OC  il  OM.  I.e  lavon  R  =  MC  csl  alov»,  diuis  le  tiiiu>slc  COSI , 


Cctlo  courbe  ii';i  ni  siminiots  ni   f>(}Lii)s  dliiHoxiiKi. 

IV.  —  EXERCICES  SUR  LES  HAYONS  DE  COURBURE  DES  COURBES  PLANES 

232.  Courbe  dans  laquelle  R  =  -i  ii;.  —  Sii|>|ji>S(>iii..  (pi'i.ii 
veuille  trouver  une  courbe  d:ins  la<|uellc  le  riiyon  àf.  courbure  It 
est  une  fonction  donnée  de  l'angle  7  (jue  i'jûl  la  tangente  iivec 
une  direction  fixe  0/r. 


( 

■'"»" 

ne  R  = 

=  J7'"' 

rehition  d( 

,„„cc 

tlev 

R 

=  ■■ 

?('). 

,h  = 

=  -f( 

y]  <^^- 

D'untre 

part, 

iip[.cl,. 

eljk 

rJi 

de; 

la  courbe 

P"  ilB). 

ilx  =  ,h 

<'/;= 

=  ,h, 

.i„ 

Uei 

opla 

Çiint  ( 

h  p„.  „, . 

on. 

m™ 

ilv 

=  ?(')« 

)S  ffl/j, 

•l!l- 

)• 

D'o 

1  tire 

,r  et  y  en 

y- 

inlégr 
—  !/«  = 

iint 

{,)  COi 

(')  ■"■ 

■''0  ^'  So  désignant  des  constantes  d'intégration. 
On  a  ainsi  les  coordonnées  d'un  point  de   la  courbe  chercKôe 
en  fonction  d'un  paramètre  1. 

Quand  on  fait  varier  .r^  et  t/^,  la  courbe  ne  change  pas  de  fiirnie, 
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elle  ne  fait  (|ue  se  traiispoi' ter  parallèlement  ii  elle-même.  Eu  el 
en  portant  l'origine  an  point  x,^  et  y^,  on  réduit  les  é([ualioi 
lii  même  forme  que  si  ,i-^  et  tj^  étsiient  nulles. 

Exemples.—  1"  Soit   ii    trouver  une  courbe  dont  le   riiyin 
courbure  est  constant  et  égal  à  n 


,!!,  =  n^m,,h. 


IJ- 


Kliminnnt  t,  on  a  l'équation  tie  la  courbe 

(■'—•«■.)■  + (s -!/.)■=■»'; 

'est  un  cercle  de  rayon  a. 
2"  Soit  il  trouver  nne  eourbe  telle  que 


R  = 


a  flésignanl  nnc  e 


■4rt  cosTsinTif^, 


■  si  n  »(/::, 


Intégrant,  on  peut  écrire 


d!,  =  2a(l^ 


!/  —  >/„  =  aÇl7  —  s,in  2-7 


en  portant  l'origine  au  point  ir„,  ;/„  et  remplaçant  2s  par  it,  on 
retrouve  les  équations  d'une  cycloïde  (N"  37),  sauf  le  cliangement 

de  ,r  en  y  et  de  y  on  .t. 

La  courbe    est    doue    une    cycloïde  dont    la    base  est  parallèle 


yGoosle 


Trouver  une  courbe   dans  laquelle  le  rayon    de    courbure 
est  une  fonction  donnée  de  l'arc  s.  —  Si  on  donne 

ou  ou  déduit,  en  remplaçyut  R  par  sii  valenr  -r—  : 


<l: 


'''  '-/tw 


Cette  équation  donne  s  en  fonction  de  t  ;  on  a,  par  suite,  R  en 
l'onction  de  t,  et  on  est  ramené  au  problème  pi'écédent. 

La  quadrature  (1)  donne  t  à  une  constante  arbitraire  près  ;  la 
valeur  de  cette  constante  change  non  la  foi-me,  mais  seulement  la 
position  de  la  courbe.  En  effet,  en  faisant  tourner  les  axes  de  coor- 
données, on  ne  change  pas  s,  mais  on  change  ï  en  t  +  C", 
puisque  n  est  l'angle  de  la  Langente  avec  O.r. 
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CHAPITRE    XIV 

COURBURE  Eï   TORSION  DES  COURRES  GAUCIIKS 


I.   —  NOTIONS  GÉNÉRALES.  —  FORMULES 

233-  Coarbure.  —  Nous  avons  vu  comment,  dans  une  courbe 
plane,  ridée  de  la  courbure  se  trouve  Hée  à  h»  variation  de 
la  direction  de  la  tangente.  On  étend  cette  idée  aux  courbes 
gauches.  Si  la  tangente  h  une  ligne  dans  l'espace  conservait  une 


direction  fixe,  cette  ligne  serait 
courbe  parce  que  la  tangente 
change  de  direction,  et  il  est 
naturel  de  mesurer  la  courbure 
par  la  variation  de  la  direction 
de  la  tangente.  On  définît  la 
courbure  d'une  courbe  gaucho 
de  la  façon  suivante. 

Soit  une  courbe  gauche,  sur 
laquelle  on  a  choisi  un  sens  po- 
sitif pour  les  arcs  s  [fig.  122), 
et  soit  M(  la  tangente,  menée 
dans  ce  sens.  En  géométrie  pla 


ne  droite 


1  peut  évÉ 


r  la  vai'iatioii 


continue  d'une  direction,  en  menant  par  le  centre  d'un  cercle 
de  rayon  1  une  parallèle  à  cette  direction  et  évaluant  la  variation, 
de  la  longueur  de  l'arc  découpé  par  cette  parallèle  sur  la  cir- 
conférence. Dans  l'espace,  pour  évaluer  la  variation  continue  de 
la  direction  de  la  tangente  M(,  on  considère  une  sphère  de  rayon  1 
et  de  centre  0;  on  mène,  par  le  centre,  un  rayon  OA  parallèle 
à  Mt.  Quand  le  point  M  décrit  la  courbe  gauche  dans  le  sens  des 
arcs  positifs,  il  partir  d'un  point  M,  la  droite  OA  décrit  un  cône 
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iippelo  own(!  (lirecleur  des  tangentes  (N"  16'ij,  et  rextrémilô  A 
(lu  rayon  OA  décrit,  sur  la  sphère,  une  courbe  A^A,  dont  nous 
désignerons  l'arc  par  t,  en  prenant  comme  sens  positif  de  ff  le 
sens  A||  A,  Ou  peut  dire  que  cet  arc  t  mesure  la  variation  con- 
tinue de  la  direction  >\c  la  lanf>enlc  depuis  Ui  position  M,/„ 
jusqu'à  M;. 

Courbure  moyenne  d'un  arc  M^f,.  —  Sur  la  courbe  jraucbe, 
faisons  croilrc  a  de  As;  le  point  M  se  déplace  et  vient  en  M,  de 
telle  Taeon  que 

As  =  arc  MM,; 

la  tangente  passe  de  la  position  M;  à  M,/j  et,  sur  la  spbère,  le 
point  A  se  déplace  jusqu'en  A,,  l'arc  s  de  la  courbe  sphcrli|ui' 
augmente  de 

On  appelle,  par  analogie  avec  ce  qu'on  a  vu  pour  les  courbi-s 
planes,  courbure  moijpnnp  de  l'arc  M\l,,  le  i'apport 


Courbure  en  un  point,  ^  La  courbure,  au  point  M,  est  la  limite 
vers  laquelle  tcud  la  courbure  moyenne  de  l'iiic  MM,,  quand 
cet  arc  tend  vers  zéro.  On  a  donc  ; 

courbure  en  M^^^  hm— —  =— ^-■ 
A,s'  as 

Le  rayon  do  courbure  R,  en  M,  est  riiiversc  de  la  courbure; 
donc 

Cette  quantité  R  est  positive, 

REMAiiQUE.  —    Kii     désignant  par   t    l'angle    des   deux    tan- 

g'entes  M^  et  M/,,  angle  qu'on  appelle  angle  de  conli/igence,  on 
peut  dire  aussi  que  la  courbure,  en  M,   est  la  limite  du  rappoil 
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ijiiiind  Mj  IciilI  vers  M.  l'.ii  effet,  l'angle  ï  des  deux  tangentes 
Ml  et  Mj  /,  est  égal  à  celui  do  leurs  parallèles  OA  et  OA,  :  il  est 
donc  mesuré  par  l'arc  de  grand  cercle  joignant  les  extrémi- 
tés A  et  A|  de  l'arc  de  la  courbe  sphérique  At.  On  en   conclut 

que   le  rapport tend  vers  .1,  ([uand  J\I,    tend  vers  M    et,  par 

suite,  A,  vers  A.  V.u  cITel:,  im  ]ii?iit  (■crim 

Ai-  At  corde  AA, 


Comme  le  rapport  de  l'arc  At  ii  sa  corde  tend  vers  t,  et  que, 
d'autre  part,  le  rapport  do  l'arc  de  grand  cercle  AA,,  ou  £,  à  sa 
coi'de,  tend  vers  1 ,  on  a  bien 


ont  donc  mémo  limilo.  et  l'on  a  : 

c,„„l,„»o„M.li,n^. 

234.  Torsion.  —  Dans  une  courbe  plane,  le  plan  osculaleur 
est  fixe  tout  le  long  de  la  courbe,  puisqu'il  se  confond  avec  le 
plan  de  la  courbe.  On  peut  dire  également  que,  dans  une  courbe 
plane,  la  direction  de  la  binornialc,  perpendiculaire  au  plan  oscu- 
laleur, est  la  même  tout  le  long  do  la  courbe.  Réciproquement, 
on  démontre  (X"  250)  que  tonte  courbe,  dans  lacjuelle  la  biiior- 
male  aune  direction  fixe,  est  plane.  On  peut  dire  qu'une  courbe 
est  gauche  parce  que  la  binormale  change  de  direction,  et  il  est 
naturel  d'introduire,  pour  les  courbes  gauches,  un  deuxième  élé- 
ment caractérisé  par  la  variation  de  direction  de  la  binormale, 
comme  la  courbure  est  caractérisée  par  la  variation  de  la  direc- 
tion de  la  tangente. 

Ce  nouvel  élément  est  la  torsion. 

Soit  MN'  la  binormale,  en  M,  à  la  courbe  gauche.  Nous  choisi- 
rons plus  loin  un  sens  positif  sur  cette  binormale  :  mais,  pour 
le  moment,  MN"  est  simplement  uno  perpendiculaire  indéfinie  au 
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pian.  osculiiLeur.  Pour  évaluer  la  variation  coiilimie  de  la  direc- 
tion MN"  (|uand  le  point  M  parcourt  la  courbe,  de  M„  en  M,  nous 
mènerons,  commë'fouf^  l'heure,  par  le  centre  0  de  la  §phère 
de  rayon  1,  une  parallèle  ii  MN"  :  soit  BOB'  le  diamètre  parallèle 
à  la  droite  indéfinie  MN"  [fig.  122).  L'extrémité  B  de  ce  dia- 
mètre, suivie  par  continuité,  part  d'une  position  B„  truand  M 
part  de  M„,  et  décrit  une  courbe  sphérique  BoB,  dont  nous  appel- 
lerons l'arc  T,  en  convenant  de  compter  cet  arc  positivement 
dans  le  sens  B^B.  En  même  temps,  le  point  B'  décrit  un  arc  B'j,B' 
égal  il  T,  dans  le  sens  contraire. 

Torsion  moyenne  d'un  arc  MMj.  —  Siu-  la  courbe  gauche,  Tai- 
sons croître  s  de  As;  le    point  M  vient  en  M,,  de  telle  façon  que 

As  =  arc  MM.; 

la  binormale  passe  de  la  position  MN",  a  la  position  MjN^  i  cL, 
sur  la  sphère,  le  point  B  se  déplace  jusqu'en  B,,  l'arc  ■:  de  la 
courbe   sphérique  augmente  de  : 

A^  =  arcBBj. 

On  appelle  alors  tomion  moi/enne  de  l'arc  MM,,  le  rapport 


quantité  positive. 

Torsion  en  un  point.  —  La  torsion,  an  poinl  M,  est  la  limite 
vers  laquelle  tend  la  torsion  moyenne  de  l'arc  MM,,  quand  cet 
arc   tend  vers  zéro.  On  a  donc 

■      .         II         V         ^'  ^~ 

torsion  enM^lim  — .^— 7— ■ 
A.s'  ds 


Le  rai/on  de  torsion  T,  en  M,  esl,  par  définition,   l'ii 
a  torsion;  donc 


Celte  quantité  T  est  positive. 
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Remahql]!.  — ■  En  désignant  par  Vi  l'angle  des  dcnx  Lim 
UN"  et  M,  Nî',  on  peut  dire  aussi  que  la  torsion,  en  M 


limite  du  rapport 


is 


est  la 
quand  M,  tend  vers  M.  En  effet,  l'angle  r, 


des  deux  binormales  est  mesuré  par  l'arc  de  grand  ccrelc  de 
îa  sphère  joignant  les  extrémités,  B  et  B,,  de  l'arc  de  courbe 
sphériijiic  \-:.  On  en  conclut  que  le  rapport 


4t 


corde  BB 


"r,  corde  Bli,  a, 

U'iiiX  vers   1.  quand  M,  Icnd  vers  M,  et,  par  suite,   qne   les 


235-  Propriétés  g-éomètriques  des  courbes  ï  et  t. 
irriver,  d'une  laçon  simple,  ans  formules  donnant  la  cou 
iiarques  géon 


■bur< 


et 


la  torsion,  nous  ferons  d'abord  quelques 
snr  les  courbes  (t  et  t  ;  ces  remar- 
ques nous  permettront  de  définir 
le  sens  positif  de  la  binornialc  et 
de  la  normale  principale. 

Soit  AF  la  tangente  à  la  courbe 
sphérique  t,  dans  le  sens  des  t 
positifs.  Celle  droite  AF  est  pa- 
rallèle à  la  normale  principale  MN' 
{ftg.  123).  En  effet,  le  cône,  en- 
gendré par  les  droites  OA,  est  le 
cône  directeur  des  tangentes  a  la 
courbe  :  le  plan  tangent   OAF    à  c 

osculateur  en  M  à  la  courbe  (N"  164).  La  droite  AF  étant  i 
un  plan  parallèle  au  plan  osculateur  et  étant  perpendiculaire  à 
la  droite  OA  parallèle  à  M/,  est  parallèle  à  la  normale  princi- 
pale MN'.  Nous  choisirons,  comme  sens  positif  sur  la  normale 
principale,  le  sens  de  AF  :  nous  verrons,  plus  tard,  que  la  partie 
positive  MN'  de  la  normale  principale,  ainsi  définie,  est  la  partie 
qui  se  tiouve  dirigée  vers  la  concavité  de  la  courbe  en  M.  Passons 


i  cône  est  pi 


rallèle   . 
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37ii  coins  ij'A.\Ai.ysi; 

inuinteiiaiil  au  fùiie  eiigfiridn;  par  les  parallèles  B'OH  aii\  bîiior- 
males  et  aux  courbes  sphéiîques,  lieux  des  points  B  et  B'  :  nous 
mènerons  à  ces  courbes  les  tangentes  BII  et  B'Ii',  dans  le  sens  dans 
lequel  chacune  d'elles  est  décrite.  Comme  le  plan  tangent  OAF 
au  cône  o  est  parallèle  au  plan  oscillateur  on  M,  la  droite  B'OB, 
parallèle  à  la  binormale,  est  perpendiculaire  au  plan  OAF.  Ainsi, 
on  obtient  le  cône  décrit  par  les  droites  B'OB,  en  prenant  les 
perpendiculaires  élevées  par  0  aux  plans  tangejils  OAl'"  du 
cône  o". 

Le  cône  ainsi  obtenu,  ou  cône  t,  est  dit  supplémentaire  du  cône  a. 
Il  est  aisé  de  voir  que,  réciproquement,  le  cône  -:  est  supplémen- 
taire du  côneu,  c'est  à-dire  que  la  génératrice  OA  est  perpendicu- 
laire au  plan  tangent  OBH  du  cône  t.  En  effet,  soient  OAF  et  0A,K,, 
deux  plans  tangents  voisins  du  cône  v  :  ces  deux  plans  étant  per- 
pendiculaires aux  génératrices  OB  et  OB,  du  cône  t,  leur  inter- 
section 01  est  perpendiculaire  au  plan  BOB^.  Quand  OA,  tend 
vers  OA,  l'intersection  01  des  deux  plans  tangents  tend  aussi 
vers  OA,  le  plan  BOB,  tend  vers  le  plan  tangent  OBII  au  cône  -,. 
Comme  le  plan  BOB,  est  perpendiculaire  à  01,  le  plan  tangent 
OBII  est  perpendiculaire  à  la  limite  de  01,  c'est-ii-dire  a  OA. 

D'après  cela,  les  tangentes  AF  et  BII  aux  courbes  sphériques  a- 
eti  sont  parallèles  :  en  effet,  AF  est  perpendiculaire  au  rayon  OA 
de  la  sphère  et  ii  la  droite  OB  perpendiculaire  au  plan  OAF; 
donc  AF  est  perpendiculaire  au  plan  AOB  .  On  voit  de  même 
que  BII  est  perpendiculaire  au  plan  AOB.  Ces  deux  droites  soni 
donc  parallèles.  On  peut  toujours  supposer  que  ces  deux  tan- 
gentes AF  et  BII  sont  parallèles  et  de  même  sens,  lin  efFet,  nous 
avons  mené  les  deux  tangentes  BIÏ  et  B'II'  aux  deux  courbes 
sphériques,  lieux  des  points  B  et  B',  dans  le  sens  où  chacune 
d'elles  est  décrite.  Les  deux  points  B  et  B'  étant  symétriques  par 
rapport  à  0,  ces  deux  tangentes  BII  et  B'II'  sont  parallèles  et  de 
sens  contraires.  Comme  elles  sont  parallèles  à  AF,  l'une  d'elles 
est  de  même  sens  que  AF,  l'autre  de  sens  contraire.  Xous  sup- 
poserons qu'on  ait  appelé  B  celui  des  deux  points  B  ou  B'  qui 
décrit  la  courbe  -:  dont  la  tangente  est  de  même  sens  que  AF. 

Cette  convention  détermine  le  sens  de  la  demi-droite  OB  ; 
c'est  ce  sens  que  nous  choisirons  pour  sens  positli'  de  la  binor- 
male MX". 
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Les  ckuN;  f.Linf>piiifs  \b'  et  liU  siint  doi-s  piirallMes,  de   même 
sens,  et  parallèlfs  ;i  la  normale  pcincipule  MX'. 


236.  Formules  de  Frenet. 


.itii^LMiie  ;M/  Il  la  fiiurlie  friuiche,  pai 


'm'-\,  %'\         ;i",         v". 

ceux  de  la  f.i-noniiale. 

Les  cosinns  directeurs  ào  la  taiii'inite  s(nil  dminés 
mules  (n"  IGl). 

(h-  0        ^  _     </- 


(.P 


Si  on  prend  le  eeiitre  O  delà  splièro  connue  oiigiiic.le  pointA, 
décrivant  la  eourlie  -r,  a  ponr  coordonnées 

(A;  .r'  =  a,  !/'^%  r'-=V 

car  le  rayon  OA,  parallèle  à  la  tangente,  u  pour  longueur  1  et 
ponr  cosinus  directeurs  a,  3, y-  La  tangente  AF  à  la  courbe,  lieu  du 
point  A,  étant  parallèle  ii  la  normale  principale,  a  pour  cosinus 
directeurs  a',^',^'-  F-n  applîquaut  les  formules  générales  (i),  don- 
nant les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  d'une  courbe,  à  la 
courbe  t,  on  a  donc 


dT'  •        '    <h  '   '       (h 

l'iLii  point  (le  cette  courbe  sont  a,  p,  •{,  et 


Z: 

les 

!\rc 

est?. 

\( 

,h.  .= 

y-'it: 

P' 

la 

ic  ri 

lyo 

,  dap, 
n  de  i 

t 

la  Jrl 

i„i,i 

"" 

d( 

irbnrc,  on  a,   R  désignant 
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378 

donc 


d'j.  _  ■/. 


On  transforme,  de  même,  lus  deux  initias  formules  ut  on  tiouve 
/n;  da.  %'  d'il  P'  d-'  y' 

^"'         7r""ir'     T/T^ir'     "^"^ir' 

Elevant  ces  relations  au  earré  et  itjoulant,  ou  ii,  en  vertu  de  la 
relation  a'^  +  ^'^  +  r'-  =  i , 

Passons  à  la  courbe  ■:,  lien  du  point  B.  La  droite  OB  étant 
parallèle  à  la  biiiormalc  Jl\",  les  eoordonuées  du  point  B  sont 

(B)  ,;         r, 

La  tangente  Bil  ii  la  courbe  t,  étant  l'arallèlc  à  la  normale  prin- 
cipale MN',  ses  cosinus  directeurs  sont  a',  ,S',  y';  clone  en  appli- 
quant à  la  courbe  t  les  formules  générales  (1)  donnant  les  cosinus 
directeurs  de  la  tangente  à  une  courbe,  on  a 

■M  ^,      di"  ,      d'f" 


«' 

,k  • 

^'  =  ^' 

•.■'  = 

NOU! 

ccr, 

;,■„„,  k,  p,cm 

ièrii  de  ces  iVirmi 

.les 

&"  — 1'( 

'-                ^^ 

Mais,  d'après  la  derniitLOii  de  la  torsion  et  eu  désignant  par  T 
le  rayon  de  torsion,  on  a 

1 ^ 

T    ~  £/s  ' 
d'où 

(/»"         «' 


On  transforme,  de  même,  les  deux  autres  i'ormnles  et  ou  a 

«;_         _^ ^         df  _  i 

T  '  dB     ~  t'  dt    ~  t' 


'41      iL—^.        <i?" ^ 
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Élevant  ces  relations  au  cari-é  el  ajoiitiiiit,  on  a 

Nous  avons  ainsi  les  dérivées  de  a,  [i,  Yj  «">  ?"i  y"i  P'"'  ™Ppo''t 
à  l'arc  s.  Pour  compléter  le  tableau  des  formules,  il  reste  ii  calcu- 
ler les  dérivées  de  «',  ^',y  par  rapport  il  s.  Oi',  enlre  a,  k',.  a",  a 
Heu  la  ï dation 

car  a,  a',  a"  sont  les  cosinus  des  angles  que  fait  la  direction  Ox 
avec  les  arêtes  du  trièdre  trirectangle  M  /,  MN',  MN".  DifFérentiant 
cette  relation  par  rapport  à  s,  on  a 

(/s  rt,V  rtS 

(/s  ds 


On   trouve,   de   même,   deux    autres    formules    en    remplaçant 
a  par  ^  ety;  •!*'  cpii  donne  le  nouveau  groupe 


(6) 


Élevant  CCS  ioijimlos  au  carré  cL  ajoutaiil,,    ou  tenant    i 
des  relations 

«"+?•  +  f  --  1,  «"■  +  ?"■  +  ■-"'  =  l. 
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Tel  L-st  l'eiiseniblc  tics  rormuJcs  roliitivcs  il  la  .'(nirJniiT;  et  il  In 
torsion  dos  oixirhos  •^iiiiches. 

237  ■    Usage  de  ces  formules  pour  le  calcul  de  \i  et  'i'.  —  Sî 


Le  signe  du  radîcul  dépendvii  du  sens  clioîsipowr  les  yres  posi- 
tifs. Par  exemple,  si  on  coii\-ieiit  de  compter  les  arcs  s  dans  le 
sens  dans  lequel  se  déplace  le  point  x,  y,  ;,  quand  h  croît, 
ds  et  du  sont  de  mêmea  signes,  le  radical  est  pris  positivement. 

Les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  a,  (5,  -'  sont  alors  don- 
nés par  les  rorinulos 

_  ''■'■    _  /''  o  _  <'/  .,       _^ 

<ls        i/r's  _|_  ,j'2  _|_  ^"-  '  '  (h  '  '  ih 

ce  sont  diiiic  des  fonctious  connues  de  ii. 
Les  f(irniules 


^■^s/m-m^m. 


'a  '  Il  '  li 

,n  a,  p.r  les  W 


1 
et^^    en    lonctioii    de    it.  Kiu 


^m^m^m. 


a."      3"     -■''  1 

Ty-,  V-'Tji-  el-TTT  en    ioTictiiu!   de   ;/,  Ou    eu    déduit  les  ci.sluu 

directeurs  a.",  p'',  y"  de  la  binormale  eu  l'onction  de  n. 

On  a,  ainsi,  tous  les  éléments  de  la  courbe,  au  poiiil  M.cxpri 
mes  en  fonction  de  u. 
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m  l'uiinait  le  jiluii  oaculalenr,  on  cou 
ireiïlemeiit  a".^''.-;"  nii  iV.nclioii  c!c  »  et  on  peut  calcnier  7/,  ^',- 


par  les  formuler 


Us  T  ' 


V(^)vmM^)- 


238.  Remai-que  sur  le  cas  particulier  où  *  est  pris  comme 
variable  indépendante.  —  Si  l'ave  n  est  pris  comnu:  viiviaMc 
iiidépeiidanto,  (/■-*  =  0,  ou  a  alors  ; 

_  "'■'■  ^_   ""■'^    —±_ 

R^       V  'h'  /  ^\<-/nV  ^V(foV 

Muis  cette  ['(n'iiiulc  simple  ne  s'appli(£UC  que  si  s  est  la  variable 
indépendante,  cas  <[ui  se  présente  rarement.  Dans  le  cas  géné- 
l'al,  où  la  variable  indépendante  serait  quelconque,  on  aurait 


,  -  ''■'■       -/,  -  ' 

(s*r— ,(,r,C,s 

.._.—,      </,._- 

</,v^ 

a'          '/ce          dsd'. 

j  — ,;,,;,;■, 

~\\''^'d7~ 

rf.v'' 

Les   quantités -^,-j^  seraient    aie 

,rs  données   pa 

1-  des  expi 

;ions  analogues,  et,  en  Taisant  la  som 

me  des  carrés  . 

Lie  CCS  exp 

™n,,  on  a„v«!l  „„«  lb™u,lo  général 

e  donnant -j:p- 

,  frti'midc  (| 

•st  inutile  .rtcrlif  1,1. 

239.  Normale  principale.  Centre  de  courbure.  —  Avant  de 
laire  des  applications,  il  nous  reste  ti  vérifier  que  la  direction  de 
la  normale  principale  MN',  définie  par  les  cosinus  directeurs  a',  ^',y'' 
est  située  du  côté  de  la  concavité  de  la  courbe. 

Pour  cela,  nous  allons  montrer  que,  si  M,  est  un  point  de  la 
courbe  infiniment  voisin  de  M,  la  projection  d«  segment  MM, 
sur  la  direction  MX'  est  positive,  c'est-ii-dîre  que  le  point  M, 
se  projette  sur  la  partie  positiS'c  de  MN'  (fiff.  124}. 
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Eii  effet,  X,  !i^z-  étant  les  coordonnées  clti  point  M  et  .*■,,  y,, 
celles  de  H,,  le  segment  MMj  a  pour  projei 
tion  sur  les  axes 


I  ilirectloii  MN',  la  quantité 
i-ig.  1.1.  P  ■■-=  7-'(.',  —  x)  H-  p'(//,  —  y)  +  Y'(.r,  —  -J). 

Il  faut  vérifier  que  P  est  positif.  Soient 

.>— AW,    ï  =  îH,    =  =  «•). 

les  coordonnées  de  M  en  fonction  de  l'arc  s  :  celles  de  M^  s'ob- 
tiennent en  faisant  croître  s  d'une  quantité  infiniment  petite  li. 
On  a  donc 

,,=/■(.  +  *),     .,,  =  ?;,+*},     j,  ^=l(»  +  *); 

développons  par  la  formule  de  Taylor  : 


A( 

«  +  *) 

=/■(.';- 

^^ 

DUS  avons 

({")- 

=  x, 

f  ;«;  = 

D 

onc 

'   ^'^^  '       fl«         lî  ' 


ds  \\  ' 


.—«+44- 


2     R    ^■- 
Portant  dans  la  valeur  de  1*  et  tenant  compte  des  relations 

..'  +  ??'+-,Y=-o,    ."+?''  +  y"  =  i, 

quantité  positive  pour  /i  infiniment  petit,  positif  ou  négatif. 
Centre  de  courbure,  —  Le  centre  de  courbure  C  s'obtient  ( 
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portant  sur  lii  normale  priiioipule  ilA',  dans  la  concavité  de  la 
courbe,  une  longueur  ilC  égale  au  rayon  de  courbure  R.  Les 
coordonnées  du  point  C  sont  égales  ii  celles  de  M,  augmentées 
des  projections  de    MC    sur  les  trois  axes  ;  elles  ont  doue  pour 

(C)  .r  +  IW,      </  +  U^V     ,;  +  U-.''. 


240.    Cercle  osculatear.  —  l.c  cercle  os 

culatciir 

est  le  eeiTle 

liac   dans   le   plan   oscolaleur,   décrit   du 

centre 

de   courbure 

onimc  centre,  avec  le  ravon  de  courljuiu  e 

oiiiiiU'  rf 

ivon. 

COtKBES   GAUCHES.  TAIJLKAU   Di;   FORMULES 


(Couiic) 

.r=rt").  .v=?(").  ==M«: 

(Arc) 

,h  =  \',U'-l-il!/'+ih\ 

(Tangente) 

X  — I         Y  — y         Z— î 
(fj;               (/y               th- 

(l'Ion  osoulateiii 

r)      (X— X,,-)(j,P=  — rf;<(V)  +  . 

</«        n'        (i?         ?"       '/•;        - 

T^-(i)"+(f)'-(*)" 


ds         ï  ' 

<'?"         ?'        ''ï"         T' 
&          ï  '      da          T  ' 

1        (  dJ' 

^)+(4r)'-(^)', 

s;         »"      ,(?' 

?  ?"  <'-,-' 

U          T  '    ds 

""~ir^  T  '  "3r— ~ 

1             i 

/^y    /^y    /^- 
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n.  -    APPLICATIOH  AUX  HÉLICES    —  HÉLICE  OSCULATRICE 

241 .  Hélice  eircalaire.  —   Les    coorilonnées  d'un    poiiil    di' 
cette  courbe  sont  données  par  les  formules  suivantes  (N°  172) 

\c  pas  étant  égal  à  'l~k.  On  a 

d.r^  —  rt  sin  itdii,      <l'J^=-  «  cos  udu,      dz  ■^^  hdii. 


'  ds  1/"-  +  ^-^  ■ 

On  déduit  de  ces  l'ormnles  d-A.  d'^j,  d"  et  on  li 


H  <h  " 


li         (/« 
Klevatit  fcs  éqiiutions  au  cane  et  ajoiitatU,  un  a 


1 


o'  +  P 


iiplaoant  It  par  cette  valeiii', 
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Les  cosinus  de  la  normale  principale  MX'  sont  donc  égaux  et 
de  signes  contraires  à  ceux  du  rayon  OP  ;  cette  normale  MN'  est 
parallèle  à  PO;  elle  est  normale  au  cylindre,  comme  nous  l'avons 
déjii  vu  (N"  174). 

Nous  pouvons  maiulooant  calculer  da' , d'fit' , d-'' ,  et,  en  divisant 
par  ds,  nous  avons 


R 

T 

"Y' 

d? 

~   d. 

\/(î 

,'  +  *■ 

It 

l/«"  +  F 

i- 

~  + 

i-/ 

=  0, 

où,  d'iiprcs  l;i  valour  de  R, 

1                   lt> 

,     ï  = 

«■  +  *• 

■l"          (»•+*■■)• 

A- 

CoiinaissaiU   «,?,-'.R  et  T,  1 

es    demi 

ères   forimil. 

donnent 


Nous  ne  ferons  pas  ce  dernier  calcul,  qui  serait  une  simple 
vérification,  car  les  valeurs  de  a",  P",y"  résultent  immédiate- 
ment de  l'équation  du  plan  osculateur  (N"  174),  la  binormale  étant 
perpendiculaire  ii  ce  plan.  A'oiis  nous  bornerons  à  remarquer 
que  la  formule 

di  _ 


d,,' 


R 


une,  actuellement,  puisque  y  es 

■1 
ï   = [ 

,  d'après  les  valeurs  de  T,  R,  y, 


V'«'  +  F 
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CcUc  v;-,!iiur  étant  négative,  la  binormale  JIX"  fuit  avec  0;  un 
angle  obtus.  Elle  est  donc  dirigée  comme  le  montre  la  figure  125. 

Remaiique   I.   —  En  partant  des    valeurs  de   a",  fi"-  v".  tcllps 
qu'elles  résultent  de  l'ét^uation  du  plan  osculateur, 
calculer  directement  T  à  l'aide  des  formules  r 


1  pourrait 


rfa" 


^  (h 


cW' 


\  ds 


i  _  df 
T  ds 


Remarque  II,  —Ou  voit  que,  dans  une  hélice  circulaire,  les 
rayons  de  courbure  et  de  torsion  sont  constants.  A'ous  verrons 
plus  loin  que,  réciproquement,  toute  courbe,  pour  laquelle  R  et  T 
sont  constants,  est  une  hélice  circulaire. 


242.  Hélice  queJconqw 


Xous  appellei 


-  Considérons  un  cylindre  quel- 
conque, dont  les  génératrices  sont 
parallèlesàOc,  et^sur  ce  cylindre, 
une  hélice  obtenue  en  enroulant 
sur  lui  un  plan  dans  lequel  on  a 
tracé  une  ligne  droite.  Prenons 
pour  axe  O^  la  perpendiculaire 
abaissée  d'un  point  A  de  l'hélice 
sur  O;  {fig.  126).  Soit  M  un  point 
de  l'hélice,  P  sa  projection  sur 
le  plan  des  x>j.  Le  lieu  de  P  est 
la  section  droite  du  cylindre,  dont 


ons  *■  l'arc  de  l'hélice, 
arcAM  =  s. 
e   les  coordonnées  du  point  P  en  fonction  de  t, 


ri 


""fij),  ï=?('),  ^=(1- 
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I/ai'c  AP  ùtiiiit  ùgiti  a  t,  on  a 

dC"  =  <U^  +  ^//^  =  [f^  [1]  +  ï'^  (Oj  dL\ 
donc 

Appelons  f  le  l'ayoa  de  courbure  do  la  section  droite  AP  en  P  : 
comme  lest  l'm-c  AP,  on  ii  (X"  238)  : 

-4 -/•";')+?"'(')■ 

Ceci  posé,  passons  à  i'hélice,  lieu  du  point  M.  Ce  point  a  mêmes 
coordonnées  x  et  ;/  que  P  ;  son  ordonnée  MP  =  .z  est  propor- 
tionnelle a  Turc  AP  :  donc 

(M)  •''=ni),  j-îC).  '=''■', 

),  désignant  une  constante  positive.  D'jiprès  cela, 
dx  =f{t)  dt,     dy  =  a'  [t]  dt,     dz  ==  '/.dl, 
ds=Vd.T-'+d>/-^d.z''  =  Vi-^V-dt. 
On  a  ; 

^_     fi']    .        ^^      ?'(')  ...^        '^- 

Comme  y  est  constant,  la  tangente  fait  un  angle  constant  avec 
les  sénératrices  dn  cylindre,  propriété  élémentaire  bien  connue, 

.      dit      d^j      dy 
P  ormant  ensuite  —v-  >  — 7— ?  — r— ,  on  a 
ds      ds      as 

r(<)     JL-Jli 


R  ~  !  +  ).■'       R         1  +  ),' 
m,  en  ajoutant  les  carrés, 

1    _    /'"(')  +  ■?"•(') 

R'  {l+X')' 

'après  la  valeur  de  -j  < 
P 
R  =  ?(I+),'). 
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Le  rayon  de  courbure,  en  ÎM,  v;irie  donc  proptinioiiiicUemcnl 
■AU  rayon  de  courbure  correspondant  de  la  section  droite. 

Comme  y'  est  nul,  lii  normale  principule  est  perpendiculaire 
aux  génératrices  du  cylindre,  et,  comme  elle  est  perpendiculaire 
à  la  tangente,  en  M,  à  l'iiélice,  elle  est  normale  au  cylindre.  Le 
plan  osculateur  d'une  hélice  quelconque  contient  donc  la  nor- 
male au  cylindre  en  ce  point.  C'est  lii  une  propriété  qui  tient  au 
lond  à  ce  que  l'hélice  est  le  plus  court  chemin  d'un  point  à  un 
autre  sur  la  surl'ace  du  cylindre.  Nous  verrons  plus  tard  que, 
sur  une  surface  quelconque,  la  ligne  la  plus  courte  entre  deux 
points  est  une  courbe  telle  que  la  normale  principale,  en  chacun 
de  ses  points,  coïncide  avec  la  normale  à  la  surface. 

Revenons   à  l'hélice    et  calculons  sa  torsion.    Comme  y' =0, 


on  a  — ^  =  u  et,  par  suite, 
ds  ' 


\insi,  dans  une  hélice    quelconque,  le    rapport  du  rayon   do 
irbore  au  rayon  de  torsion  est  constant.  Nous  verrons  plus  tard 
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que,  réciproquement,  toute  courbe  gjiuchc,  pour  laqucUe  -=-  est 
constant,  est  une  hélice. 

Remarquons,  en  outre,  que,  ■■'étant  négatif,  la  biiiornialc  MN" 
est  placée  comme  le  montre  la  figure. 

Remaiique  GÉOMiiTRiQrE.  ^11  est  aisé  de  démontrer  géométrique- 
ment que  la  normale  principale  d'une  liélice  est  normale  au 
cylindre.  En  effet,  la  tangente  il  l'hélice 
taisant  un  angle  constant  aiec  une  direction 
lixe  0;;,  le  cône  directeur  des  tangentes  est 
un  cône  de  révolution  autour  de  0-,  et  la 
courbe  t,  découpée  par  ce  cône  sur  une 
sphère  de  rayon  1,  est  un  petit  cercle  dont 
le  pôle  est  sur  0^  [fig.  127).  La  tangente  AF 
il  la  courbe  t  est  alors  pei'pendiculaire  au 
plan  AO::,  et,  comme  elle  est  parallèle  îi  la  l'i^.  '■>■;- 

normale  principale,  cette  dernière  est  per- 
pendiculaire à  0;,  c'est-ji-dire  aux   génératrices  du  cylindre  sur 
lequel  est  tracée  l'hélice. 

243-  Courbes  sinistrorsum  et  conx-bes  dextrorsum. — D;uis 
les  figures  précédentes,  nous  avons  représenté  des  hélices  de.e- 
Irorsuin  tournant  de  gauche  à  droite.  Pour  ces  hélices,  le  triè- 
drc  >[;,  MX',  MN",  Ibrmé  par  la  tangente  [fig.  125  et  126),  la 
normale  principale  et  la  binormale,  dont  les  sens  positifs  sont 
déterminés  par  les  conventions  adoptées,  est  disposé  de  telle 
façon,  qu'un  observateur,  ayant  les  pieds  en  ^I,  la  tète  en  t  et 
regardant  dans  l'angle  N'MX",  voit  MX'  ii  droite  et  ^IX"  à  gauche. 
Dans  une  hélice  tournant  de  droite  îi  gauche,  la  disposition  du 
trièdre  est  inverse. 

Si  l'on  considère  maintenant  une  courbe  gauche  quelconque, 
on  voit,  qu'aux  environs  d'un  point  M,  elle  peut  affecter  deux 
allures  différentes,  suivant  que  le  trièdre  des  directions  posi- 
tives M  r,  MX',  MX",  présente  une  disposition  ou  l'autre.  Si  cette 
disposition  est  la  môme  que  dans  une  hélice  sinistrorsum,  on 
dit  que  la  courbe,  au  point  JI,  est  siiiislrorsuin  ;  sinon,  elle  est 
<{e.vtro/-siifn . 

On  peut  se   rendre  compte    aussi  de    l'existence    de  ces  deux 


y  Google 


Sgo  COURS   D'  ANALYSE 

cas,  en  remarquant  que,  sur  une  petite  étendue,  un  yrc  de  courbe 
gauche  quelconque  peut  Être  assimilé  ii  un  ai'c  d'hélice  circu- 
laire: alors  cet  arc  d'hélice  peut  tourner  de  gauche  ii  droite  ou 
de  droite  à  gauche. 

244.  Hélice  circulaire  osculatrice.  —  On  appelle  hélice  os- 
culatrice,  en  un  point  M  d'une  courbe  gauche,  l'héHee  circulaire 
ayant,  en  ce  point,  même  tangente  Ml,  même  normale  princi- 
pale MN',  même  binovmale  orientée  MX'',  même  rayon  de  cour- 
bure et  même  rayon  de  torsion.  Un  petit  arc  de  cette  hélice,  au 
voisinage  du  point  M,  peut  être  pratiquement  substitué  à  un  petit 
arc  de  la  courbe. 

Soient  R  et  T  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion  de  la  courbe 
en  i\I,  a  le  rayon  du  cylindre  de  révolution  sur  lequel  est  tracée 
l'hélice  oscolatrice,  h  son  pas  et  /i  la  quantité -^y^  ■  Nous  avons 
vu  que  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion  d'une  hélice  circulaire 


R=       "^"     ,      T=- 


-P 


k 

Actuellement,  R  et  T  étant  connus,  on  tire  a  et  /.■  de  ces    for- 
mules. On  a,  immédlaton 


Pour  mettre  l'hélice- osculatrîce  en  place,  rappelons-nous  que 
la  normale  principale  à  nue  hélice  circulaire  rencontre  normale- 
ment l'axe  du  cylindre  sur  lequel  est  tracée  l'hélice  et  que  la 
génératrice  MG  du  cylindre,  passant  par  un  point  M  de  l'hélice, 
est  située  dans  le  plan  N"M(,  en  dehors  de  Va ngle'S"'Sll(fig.  125)  et 
fait  avec  M/  un  angle  aigu,  iMG==  a,  dont  la  tangente  trigonomé- 

a  ,      T  ' 

trique  est -y-,  c'est-ii-dire^,  d'après  les  équations  précédentes. 

Il  faudra  donc,  pour  avoir  la  direction  des  génératrices  du 
cylindre,  mener  par  le  point  M  de  la  courbe,  dans  le  plan  N"M/ 
[fig.  128),  une  droite  MG  située  en  dehors  de  l'angle  N"M  ï  et 
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I;    un    angle    aigu    ;  M  G  =  tp,    dont   la  tangente 


RT 


On  porte  ensuite,  sur  la  normale  pi 
pale MN",  une  longueur  MB=fl=  pililt" 
et  on  a  un  point  de  l'axe  du  cylindre.  L'axe 
lui-même  est  la  parallèle  BB'  à  MG  menée 
par  B.  L'iiélice  oseulatrice  est  ainsi  entiè- 
rement définie. 


y\e.  ■ 


.  L'axe  du.  cylindre  circulaire,  sur  leijuel  est  située 
l'hélice  oseulatrice  à  une  courbe,  en  M,  est  la  limite  de  la  perpen- 
diculaire commune  à  la  normale  principale  à  la  courbe,  en  M,  et 
à  la  normale  principale  infiniment  voisine. 

En  effet,  comme,  dans  une  hélice  circulaire,  toutes  les  normales 
principales  rencontrent  normalement  l'axe  du  cylindre,  on  peut 
dire  que  l'axe  du  cylindre  est  la  perpendiculaire  commune  à  deux 
normales  principales  quelconques.  Si  donc,  on  assimile  un  arc 
infiniment  petit  MM,  d'une  courbe  gauche  à  un  arc  d'hélice 
circulaire,  l'axe  du  cylindre  contenant  cette  hélice  est  la  perpen- 
diculaire commune  aux  normales  principales  à  la  courbe,  en  M 
et  M,. 

Ce  théorème  détermine  complètement  l'hélice  oseulatrice,  car, 
une  fois  l'axe  BB'  du  cylindre  connu  en  position,  le  rayon  du 
cylindre  est  BM,  et  l'hélice,  ayant  même  tangente  que  la  courbe, 
est  déterminée,  car,  sur  un  cylindre,  il  n'y  a  qu'une  hélice  tan- 
gente à  une  droite  donnée  tangente  au  cylindre. 

245.  Remarque  sur  les  caractéristiques  des  trois  faces  du 
trièdre  M  f  N'X"  le  long  d'une  courbe.—  En  chaque  point  d'une 
courbe  gauche,  nous  avons  défini  un  trièdre,  dont  les  ai'ôtes  sont 
la  tangente  M/,  la  normale  principale  MN',  la  binormale  MN" 
{fig.  129J. 

La  face  t  MX'  de  ce  trièdre  est  le  plan  osculateur  ;  la  face  N'MN" 
est  le  plan  normal  ;  la  face  ïMX"  s'appelle  le  plan  rectifiant.  Voici 
la    raison   de   cette   dernière   dénomination  :  quand  le  point  M 
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décrit  lu  courbc!  donnée,  le  [)laii  iMN"  enveloppe  une  surface 
développable  sur  laquelle  est  tracée  la  courbe  :  on  démontre  que, 
par  le  développement  de  cette  surface  sur  un  plan,  la  courbe 
donnée  se  transforme  en  une  droite,  c'est- 
à-dire  est  rectifiée.  Nous  énonçons  seule- 
ment ce  fait,  pour  justifier  le  nom  de  plan 
rectifiant. 

Les  caractéristiques  des  trois  faces  du 
trièdre,   c'est-à-dire   les  droites  par  les- 
quelles les  trois  faces  du  trièdre  touchent 
leurs  enveloppes  respectives,  ont  des  po- 
(."ig,  j.jy.  sitions  simples. 

Plan  osculateur.  —  Le  plan  osculitteiir  enveloppe  la  surface 
développable  engendrée  parles  tangentes  (N"  209).  La  caractéris- 
tique de  ce  plan  est  donc  la  tangente. 

Plan  normal.  —  La  caractéristique  du  plan  normal  est  la 
droite  CC,  menée  par  le  centre  de  courbure  C  perpendiculaire- 
ment au  plan  osculateur.  Cette  droite  se  nomme  droite  polaire 
correspondant  au  point  M.  En  effet,  l'équation  du  plan  normal 
est,  en  appelant  x,  y,  z  les  coordonnées  de  M 

(1)  a(X-,r)  +  ^;Y— ^;+v(^--!  =  'J- 

Quand  M  décrit  la  courbe,  x,  ij,  z,  a,  ^,  y  soat  fondions  de 
l'arc  s.  L'équation  du  plan  contient  donc  un  paramètre  s,  et,  pour 
avoir  la  caractéristique  du  plan,  c'est-à-dire  l'intersection  du  plan 
normal  avec  le  plan  normal  infiniment  A'oisin,  il  faut  associer,  à 
l'équation  (i),  l'équation  dérivée  par  rapport  à  s. 

Cette  équation  est,  d'aprè 
tion  a^  +  3'  +  Y^  =  l, 

(2)  _^(X-,.)+|-(Y-,/) 

elle  représente  un  plan  peipem 
passant  par  le  point 

(C)  X  =  .r+ï'R,     Y  = 

comme  on  le  vérifie  immédiatement. 
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Ce  point  est  précisément  le  centre  de  courbure  C  (N"  239). 
L'ensemble  des  équations  (1)  et  (2)  représente  donc  bien  lu 
droite  ce  passant  par  le  centre  de  courbure  et  perpendiculaire 
au  plan  osculateur,  ou  droite  polaire . 

Plan  rectiflant.  —  Quand  le  point  M  décrit  la  courbe  donnée, 
la  caractcristic[uc  du  plan  rectifiant,  ou  intersection  du  plan  rec- 
tifiant, en  M,  avec  le  plan  rectifiant  au  point  infiniment  voisin  Mj, 
est  la  génératrice  jMG  du  cylindre  circulaire,  sur  lequel  est  tra- 
cée l'hélice  osculatrice,  en  M.  En  effet,  les  plans  rectifiants  en  M 
et  M|  sont  perpendiculaires  aux  normales  principales,  en  M 
et  M,  ;  leur  intersection  est  donc  parallèle  ii  la  perpendiculaire 
communie  à  ces  deux  normales  principales,  c'est-à-dire  à  l'axe 
du  cylindre  contenant l'héHce  osculatrice. 


III.  -  EXEKCicEa  sna  les  courbes  gauches 

246.  Ligne  dont  la  courbui'e  est  nulle.  —  Si  l'on  clici 
ligne  dont  hi  cmirljuri'  est  null.',— --—(),  en  chaque  poi 
doit  évidemment  trouver  une  droite.  \i\\  effet,  les  l'ormulcs 


ih  '' 


deviennent  alors 


'  K  '       ds  ~"    Il  '       d^  "^  Il  ' 


Elles  montrent  q 


stants.  La  tangente  ii  hi  ligne 
ditcc- 


ayant  une  direction  fixe,  prenons  l'axe  Oz  parallèle  ;i  celle 
tion,  nous  aurons 
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A,B,  C  étant  tles  constantes.  La  ligne  est  donc  une  droite  paral- 
lèle à  03. 

247-  Ligne  dont  le  plan  osculateur  est  indéterminé  en 
chaque  point.  —  Poai'  quo  le  plan  osculateur  soit  îndétcrmijié, 
il  faut  et  il  siifïit  que  les  coeflîcients  de  l'équation  du  plan  oscu- 
lateur soient  nuls  en  tous  les  points  de  la  ligne  ; 

dzd^x  —  dxd^z  =  0, 
dxd^y  —  âyd^x  =  0 . 
On  en  conclut 

d^x  _  dhi  _   d'z 
dj;  (hj  dz 

Tout  d'ahord  la  relation 

d'x  __  d'z 
d.i    ~'    dz'' 
donne,  en  inlégrant, 

!og(^x  =  log(/3  +  logfl, 
a  désignant  une  constante.  On  en  déduit 

dx  =  adz,     X  ^az-\- h, 
h  étimt  une  nouvelle  constante.  De  même  la  relation 


d';i          d'-z 
d,j           dz    ' 

donne 

y  =  hz^k, 

b  et  k  étant  deux 

constantes.  Les  deux  équalioi 

définissent  une  ligne  droiW- 

248.  Courbe  dont  la  torsion  est  nulle.  —  Nous  allons  montrer 
qu'une  courbe,  dont  la  torsion  est  nulle,  en  tous  ses  points,  est 
plane.  En  elFet,  si  ^  =  0,  les  formules 

da"  a.'  d'fi"  p'  d'f  y' 

■rfT'^T"'     "dT^T'     ir^~Y' 


yGoosle 


EXERCICES   SUn  LES    COCRU 

donnent 


d:-" 


Donc  a",  ^",'1'"  sont  conslanls  et  la  binormale  a  une  direction 
fixe.  Prenons  l'axe  0;  parallèle  à  cette  direction,  nous  avons 

3."  =  0,     [i"  =  0,     f=l. 
Alors  le  plan  osculateur  est  perpendiculaire  ii  Or,  cl.  on  a 
di/d'z  —  dzd^i/=0, 
dxd^z~dzd?x  =  fi. 

Ces  deux  équations  sont  du  premier  degré  eu  d z  et  d^z-^  comme 
le  déterminant 

dj/d'-x  —  dxd'i/, 

ne  peut  pas  être  nul,  car,  s'il  était  nul,  le  plan  osculateur  serait 
indéterminé,  on  a 

^:^0,      d'-z  =  0, 
c'est-à-dire 

la  coui'ho  est  donc  située  daus  un  plan  parallèle  au  plan  des  .vi/. 

249.  Une  courbe,  le  long  de  laquelle  -^  est  constant,  est  une 
hélice.  —  l'uur  démonh'cr  ce  théoicmc,  rcmari[uons  que  les  l'or- 

ds  ^  R  '        (/s  ~  R  '        rfs  ~  11  ' 
ds    ~T'       ds    ~~  T  '       ds    '^'T  ' 
donnent,  par  division,  en  supposant  jp- :^ /., 

d-j."  =!<;«,     d'^"^Up,     df  =  Idf. 
Comme  X  est  supposé  constant,  on  a,  par  l'intégration, 
a"=),a  — rt.      V'  =  X'^  —  b,      y"  =  M'  — «^i 
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oii  rt,  bf  c  sont  des  constantes  d'intégration.  MiiUipliaiit  la  prc 
mière  de  ces  équations  par  a.,  ht  deuxième  |)ar  ^i,  la  troisicni 
par  Y  et  ajoutant,  on  a 


Cette  relation  (1)  montre  ([ae  a,  b,  <;  ne  peuvent  pas  i^tre  nuls 
en  même  temps,  car  elle  donnei'itit  ).  ^  0.  Elle  exprime  que  la 
tanffcntc  à  la  couiLe   lait    au   nnfflo  constant  avec  la  direction 


En  effet,  appelons  'i  l'angle  de  ia  tangente  avec  cette  direc- 
tion D,  on  ;t 

0  est  donc  constant.  On  en  conclut  que  la  courbe  est  une  hélice 
tracée  sur  un  cylindre,  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la 
direction  (D).  En  effet,  si,  par  les  différents  points  de  la  courbe, 
ou  mène  des  parallèles  à  (D),  l'on  obtient  un  cylindi'e,  dont  la 
courbe  coupe  les  génératrices  sous  un  iingle  constant.  En  dévc- 
lopppant  ce  cylindre,  on  transforme  la  courbe  en  une  droite. 

250.  Une  courbe,  dans  laquelle  U  etT  sont  constants,  est  une 
hélice  tracée  savun  cylindre  de  révolution. —  En  effet,  pétant 
constant,  la  courbe  est  une  hélice.  Or  nous  avons  vu  (X°242}  que, 
dans  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  quelconque,  le  rayon  de 
courbure  R,  en  un  point  quelconque,  est  en  rapport  constant  avec 
le  rayon  de  courbure  p  du  point  correspondant  de  la  section 
droite  du  cylindre.  Si  donc  lî  est  constant,  p  l'est  aussi  et  la  sec- 
tion droite  du  cylindre  est  un  cercle.  Ce  qui  démontre  le  tliéo- 
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IV,  —  ÉTUDE  DUNE  COURBE  GAUCHE  DANS  LE  VOISINAGE 
D'UN  POINT  NON  SINGULIER 

251.  Développements  des  coordonnées  en  fonction  de  l'a 
—  Prenons  comme  origine  un  point  0  de  h  cinwhe,  pour  ■ 
(les  :f  la  tangente,  pour  axe  des  1/  \a 
normale  principale,  pour  axe  des  ; 
la  binormale.  Soit  M  un  point  de 
la  courbe  voisin  de  0,  s  l'arc  O^ll, 
a,  ^,  y,  a',  p',  y',  a",  ^'',  y'' les  cosinus 
directeurs  de  la  tangente,  de  la  nor- 
male principale  et  do  la  binormale 
en   ce  point,    ft   et  ï  les  rayons  de  rig.  riti, 

courbure    et    de    torsion    au    même 
point.  Au  point  O,  s  est  nul,  R  et  T  prennent  les  valeurs  R^  etT„, 


les 

neuf  cosinus  prennent,   à  cause  du  clioix  de 

eu 

s  suivantes. 

.,=1,     3.  =0,     Y.  =  0. 

"'.=!>.      ?'.  =  '.     /.=". 

i",  =  0,      ?",=.0,     f'.  =  l. 

Les 

coordonnées  .1,  y,  r  Jn  point  M  sont  des  l'iincti 

,=/■(»),     ;,  =  =  (,,),     î  =  èW. 

f[uc  nous  développerons  par  la  formule  dei\Iac-La 
quant  que  /'(O),  ta  (0),  '^{O)  sont  nuls. 


«¥XO)H 


-?"(0)+-ô-?"'(0)- 


2=sf(0)+^>;-''(0)+-^r'(o;+.... 

Ciilculons  les  premiers  coedicients  de  ces  développements.  On 

,,  ,       ,  .  dx      dii      dz  ■  •        a 

a  d  abord,  en  écrivant  que  — ^—  ,  — ^  ,  — ^  sont  égaux  a  </.,  A,  v, 
^        ds       ds       cis  °  ' 
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Jénvant  encore  par  rypport  a  s,  et,  remplaçant -p  j)ïi1'-tt-,.. 


A'V)= 


R         "'■■•'        H  ' 


dérivons  encore  une  l'ois,  en  dcsignanl  par  R'  la  dérivée  de  H  par 
rapport  à  s  et  rappelant  que— r^^  — -n rp  ,  etc.,  il  vient 


ri'] 

<=- 

R" 

^R'- 

R" 

— 

RT  ■ 

,"'(,) 

=- 

3' 

-R'- 

- 

TTT' 

V'% 

»)=- 

"Tï! 

:R'- 

~    1Ï2 

— 

"nr"' 

R^  R^        RT 

Si    l'on   fait,    dans   ces  formules,  ,s  =  0,  les  neoC  cosinus   . 
réduisent  aux  valeurs  du  tableau  (1)  et  on  a 

/'(0}^1,     ■i'{0)=0,    ^{Oj^O, 


Les  développements  de  .r,  y,  ^  sont  donc 


(>RJ, 


Si  l'arc,  s  ^  OM,  est  infiniment  petit,  x  est,  par  rapport  à  s,  du 
premier  ordre,  ?/ du  second,  z  du  troisième;  a;  aie  signe  de  s,  1/  a 
le  signe  +  et  î  celui  de  —  s'.  La  courbe  a  donc  la  disposition  indi- 
quée sur  la  figure  130,  oh  on  a  ponctué  la  partie  de  courbe  située 
au-dessous-duplan  des  x(/.  Comme  z  change  de  signe  avec  s,  on 
retrouve  ce  théorème  que  \eplan  osculateur  traverse  la  courbe. 
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252.  De  tous  les  plans  passant  par  O,  le  plan  oseulateur, 
en  0,est  celui  qui  se  rapproche  le  plus  de  la  courbe.  —  En 
cITcl,  un  pliin  passant  par  0  ii  pour  (if|;uati«n 

AX+BYH-CZ  =  0. 
I,a  distiince  du  point  lM(,i',  y.  z)  à  ce  plan  est 

""  V^A^  +  B'  +  D  ' 

En  remplaçant  x,  j/,  z  par  les  développements  (2),  on  voit  que, 
si  A.  n'est  pas  nul,  3  est  infinimenl  petit  du  premier  ordre  par 
rapport  as;  si  A  est  nul,  sans  que  B  le  soit,  le  plan  passe  par  la 
tangente  et  ne  coïncide  pas  avec  le  plan  oseulateur,  S  est  du 
deuxième  ordre;  si  A  et  B  sont  nuls,  le  plan  coïncide  avec  le 
plan  oseulateur  en  O,  S  est  du  troisième  ordre.  Le  théorème  est 
donc  démontré. 

253.  Cercle  oseulateur  ou  cercle  de  courbure.  ■ —  Soit  M  un 
point  de  la  courbe  [fig.  130),  A  sa  projection  sur  le  plan  oseula- 
teur xO^,  en  0,  P  sa  projection  sur  la  tangente  Ox.  Nous  allons 
d'abord  démontrer,  comme  pour  une  courbe  plane,  que  le  rayon 
de  courbure  lîj,,  au  point  0,  est  donné  par 


H.  =-  lir 


OP 
2MP  ■ 


quand  M  tend  vers  O.  Pour  cela,  remarquons  que,  dans  le  triangle 
rectangle  MAP,  l'angle  en  P,  que  nous  appellerons  9,  mesure 
l'angle  du  plan  OPM  avec  le  plan  ^O^,  oseulateur  en  0.  Quand  M 
tend  vers  0,  le  plan  OPM,  passant  par  la  tangente  Ox  et  le 
point  M  infiniment  voisin  de  0,  tend  vers  le  plan  oseulateur 
enO,  xOy,  et  9  tend  vers  zéro. 
Comme  on  a 

AP  =  MPcos6, 

on  voit  que 

ÔP'    _     ÔP' 
2MP   ~    2AP  ' 
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1  toiul  vers  1, 


carOP  =  .<-,  Al' 


i  !es  développements  (2),  ( 


~3      RT 


en    divisant  le   numéroteur  et  le  cléiiominuleur  piir  s^  et  fai 
tendre  ensuite  s  vers  zéro,  on  trouve 


lin 


=  1\. 


ce  (rul  démontre  la  proposition  ijue  nous  avions  en  vue. 

Nous  conclurons  facilement  de  ce  résultat  le  suivant,  que 
nous  avons  déjà  établi  pour  les  courbes 
plimcs  : 

Le  cercle  de  courbure,  en  un  point  0 
,  d'une  courbe,  est  la   limite  d'un  cercle 
langent  en  0  à   la   courbe   et  passant 
par  un  point  M  infiniment  voisin  de  0. 
En  effet,   soit  0^  rintersection  du 
plan  OPM  avec  le  plan  des  i/.z;  le  cen- 
tre C  d'un  cercle  tangent  à  O.r  et  pas- 
sant par  M,  se   trouve  sur  0^.  Appe- 
'*''■  '^''  Ions  R'  le  rayon  de  ce  cercle  et  M'  le 

point  où  PM  rencontre  ce  cercle  ;  on  a 

ÔP'  =  PMXPM'; 
mais  PM'  est  égal  à  2R' — PM;  donc 

ÔP'  =  PM(2R'— PM), 
„,      PM    ,     oF' 


Quand  M  tend  vers  0,  ic  plan  OPM  tend  vers  le  plan  oscula- 
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teur  xOij  au  point  0,  Oy'  tend  vers  Oy,  le  centre  C  tend  vers 
un  point  C„  de  0//  et  le  rayon  R'  tend  vers  le  rayon  de  cour- 
bure R  ,  car,  dans  la  formule  donnant  R',  PM  tend  vers  zéro. 


2PW  "       "' 

Le  cercle  considéré  tend  donc  vert 


;rclo  de  coiirbnrc  en  0. 


Remarque.  — De  même  que  dans  les  courbes  planes,  le  cercle 
osculiiteiir,  en  un  point  0,  est  la  limite  vers  laquelle  tend  un 
cercle  passant  par  le  point  O  et  pur  deux  points  de  lu  courbe 
infiniment  voisins  de  0.  Xous  nous  bornerons  à  énoncer  ce  théo- 


254-  Différence  entre  un  arc  et  s  a.  corde.  —  Soit,  comme  plu; 
haut,  s  l'arc  OM  supposé  infiniment  petit;  nous  allons  évuluei 
la  différence 

iu-eOM— corde  OM. 


Ov,  on  V 


en  remplaçimt  ,r,  y,  ;  pai-    les  développements  pi"  251),  ordon- 
nant piir  rapport  à  s  et  se  bornant  aux  termes  en  s',  on  a 

Développons  la   parentbèse    par   la   formule  du  binôme,   nous 
corde  OM^sfl- 


2^11; 


d'où  enfin 


arc  OM  - 


)rdeOM- 


24  R^ 


Cette  différence  est  donc  du  troisième  ordre  d'iiifwiLment  pt 
par  rapport  à  s,  et  sa  partie  principale  est  ,■,,  ^-  ■ 

255.  Plus  courte  distance  de  deux  tangentes inûniment  v 
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sines.   —  La  tangente  en  0  est  0^;  la  tangente,  en  M,  a  pour 
équations 

X  — j  Y  — y  _    7.  —  Z 

(M()  <a-       ~~       dy      ~"       dz_ 

ds  ds  ds 

La  plus  couite  distance  q  de  ces  deux  tangentes,  étant  peipcn- 
dicuhiire  à  Ox,  se  projette  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  des  yz, 
suivant  la  distance  du  point  0  à  la  projection  de  la  tangente  Mi 
sur  1.  pkn  des  y,  : 

Donc 

dz  dij 

"    ds  ds 


"v/C 


èlY^(^) 


\  ds  /        \  ds  / 

Le  dénominateur  est  égal  à\/  1  — (  — )  .d'après  la  relation 
ds^  =  dx^  '-\~di/^  -(-  dz^. 

Remplaçant,  au  numérateur,  y  et  ::  par  leurs  développements 
(2)  n"  253, 'on  a 


■L2  lirr,, 


V'-(i-T^+.^.)'   v^ 


'  i2R;r„ 


2RI 

car,  au  dénominateur,  on  peut  mettre -j^   en    facteur.  Cette    plus 

courte  distance  S  est  donc  du  troisième  ordre  par  rapport  à  s  et 

sa  partie  principale  est  ,„  .  Dans  les  questions  où  on  peut 

négliger  des  infiniment  petits  du  troisième  ordre,  on  peut  raison- 
ner comme  si  S  était  nul,  c'est-à-dire  comme  si  deux  tangentes 
infiniment  voisines  à  une  courbe  gauche  se  rencontraient. 

On  retrouve  facilement,  comme  exercice,  les  résultats  indiqués 
antérieurement  pour  l'hélice  circulaire  osculatrice,  en  cherchant 
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la  position  limite  do  la  perpendiculaire  commune  à  la  normale 
principale  0^  et  à  hi  normale  principale  infiniment  voisine. 


V.  —DÉVELOPPEMENT  D'UNE  SURFACE  DÉVELOPPABLE  SUR  UN  PLAN 

256-  Figure  schématique  d'une  courbe  gaacîie.  —  On  peut 
se  représenter  une  courbe  gauche  comme  un  polygone  gauche 

ABCDE d'un  nombre  infiniment  grand  de  côtés  infiniment 

petits.  Les  tangentes  sont  alors  les  prolongements  des  côtés  BB', 

ce, ;  les  plans  osculateurs  sont  les  plans  de  trois  sommets 

consécutifs  ABC,  BCD,  etc.;  les  cercles  de  courbure,  les  cercles 
passant  par  trois  sommets  consécutifs  ABC, BCD 

257.  Une  surface  développable peut  être  exactement  appli- 
quée sur  un  plan.  —  C'est  cette  propriété  qui  est  l'origine  du 
nom  de  surface  développable  :  l'opération  qui  consiste  a.  appli- 
quer la  surface  sur  un  plan  s'appelle  le  développement  de  la  sur- 
face. 

Pour  démontrer  cette  propriété,  nous  généraliserons  le  mode 
de  raisonnement  employé,  dans  les  éléments,  pour  développer  les 
cônes  et  les  cylindres. 

Considérons  Tarète  de  rcbroussement  comme  un  polygone 
ABCDE...  d'un  nombre  inliniment  grand  de  côtés  infiniment 
petits.  Les  tangentes  successives  ii  l'arête  de 
rcbroussement  sont  les  prolongements  des 
côtés  du  polygone  ;  une  première  tangente  est 
ABB',  une  deuxième  BCC,  une  troisième  CDD', 
etc....  Les  tangentes  définissent  une  surface 
polyédrale    dont    les    faces    sont'  les    angles  y\b.  iJm. 

B'BC',C'CD',D'DE',...  que   nous  numérotons 
1,2,3,..    [fig.    132).    Cette  surface    polyédrale  a  pour   limite   la 
surface  développable,  quand  le  polygone  ABCDE...  devient  une 
courbe.  On  peut  développer,  sur  un  plan,  cette  surface  polyédrale 
de  la  façon  suivante. 

Faisons  tourner  le  plan  de  la  face  1  autour,  de  BCC,  de  façon 
à  l'amener  dans  le  prolongement  de  la  face  2.  Faisons  ensuite 
tourner  l'ensemble  des  faces  1  et  2  ainsi  obtenu,  autour  de  CDD', 
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jusqu'à  ce  qu'il  so  place  dans  le  prolongement  rlo  l;i  lace  ?>. 
Puis,  faisons  tourner  l'ensemble  des  faces  1,  2  et  3  ainsi  obtenu, 
autour  de  DEE',  jusqu'à  ce  qu'il  se  place  daiis  le  prolongement 
du  plan  de  la  face  4i  et  ainsi  de  suite...  Nous  arriverons  fina- 
lement à  mettre  toutes  les  faces  de  la  surface  polyédraiè  dans 
un  même  plan,  et  nous  aurons  ainsi  réalisé  le  développement  de 
la  surface  sur  un  plan. 

258.  Qua.ncl  on  applique  sur  un  plan  une  surface  àévelop- 
pable,le  rayonde  courbure,  en  un  point  de  l'arête  de  rebrousae- 
ment,  ne  change  pus.  —  Pour  démontrer  ce  théorème,  remarquons 
que,  dans  l'opération  que  nous  venons  de  faire  pour  développer  la 
surface  polyédraiè,  dont  les  faces  sont  1,  2,  3,..,  les  côtés  et  les 
angles  du  polygone  ABCDE...  restent  les  mêmes.  Pour  les  côtés, 
la  proposition  est  évidente.  Pour  les  angles,  quand  on  amène, 
par  une  rotation  autour  de  BCC,  la  face  1  sur  le  prolongement 
de  la  face  2,  l'angle  ABC  du  polygone  ne  change  pas,  car  le 
côté  AB,  tournant  autour  de  BC,  décrit  nn  cône  de  révolution 
d'axe  BC.  De  même,  quand  on  amène  les  faces  de  l'ensemble 
1  et  2,  ainsi  obtenu,  à  coïncider  avec  le  prolongement  de  la  face  3, 
par  une  rotation  autour  de  CDD',  l'angle  BCD  ne  change  pas,  et 
ainsi  de  suite...  Il  résulte  de  là,  que  les  rayons  des  cercles,  pas- 
sant par  trois  sommets  consécutifs  du  polygone  ABC,  BCD,...  ne 
changent  pas.  Quand  les  côtés  du  polygone  tendent  vers  zéro, 
le  polygone  devient  une  courbe  et  les  cercles,  passant  par  trois 
sommets  consécutifs,  deviennent  les  cercles  de  courbure  aux  diffé- 
rents points  de  la  courbe.  Comme  ces  cercles  ne  changent  pas 
dans  le  développement,  le  rayon  de  courbure,  en  un  point  de 
l'arête  de  rebroussement,  reste  inaltéré  dans  le  développement. 

259.  Application.  —  Le  théorème  précédent  donne  un  moyen 
de  voir  ce  que  devient  l'arête  de  rebroussement  d'une  surface 
développable,  quand  on  développe  la  surface. 

Pour  cela,  on  prendra  un  point  0'  comme  origine  des  arcs, 
O'M  =  s,  sur  l'arête  de  rebroussement,  et  on  calculera  l'ex- 
pression du  rayon  de  courbure  R  de  l'arête,  en  un  point  quel- 
conque M,  en  fonction  de  l'arc  s  : 
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Par  le  dévoloppe] 
courbe  plane  to'^,  u  étant 
devient  le  point  M.  La  courbe  pli 
que  l'arête  de 
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l'arête  de  rebcousseiiient  dei 
devient  le  point  0'  et 


. ce  que 
11-  d'arc 


it  =  .(.;. 


Pour  trouver  la  courbe  (oja,  on  est  doue  i 
courbe  plane,  connaissant  le  rayou  de  coi 


rlïure 


en  fonction  de  l'arc,  problème  que   nous  avons 
résolu  au  n°  232, 

Par  exemple,  si    l'arête  de  rebroussenient  est 
une   hélice  circulaire,  R  est  constant  (X°   241); 
donc,  par  le  développemcntde  la  surface  dévelop-         ^.^ 
pable  formée  par  ses  tangentes,  l'hélice  circulaire 
se  transforme  en  une   courbe  plane  ai/aiii  un  r-ai/on  île 
consUinl  R,  c'est-ii-dire  en  un  cercle  de  ravon  U. 


VI.   —  DÉVELOPPÉES 

260.  Développées.  —  Considérons  une  courbe  quelconque, 
plane  ou  gauche  C,  et  menons-lui  une  suite  de  normales  formant 
une  surface  développable,  c'est-ii-dire  admeitant  une  enveloppe. 
Cette  enveloppe  (arête  de  rebroussenient  de  la  surface  dévelop- 
pable formée  par  les  normales  considérées)  s'appelle  une  déve- 
loppée de  la  courbe. 

D'après  cela,  une  courbe  a  une  infinité  de  développées.  En 
effet,  prenons  arbitrairement  une  normale  M„^'u  au  point  M^.  Au 
point  voisin  M,,  on  peut  mener  une  normale  M^N^  rencontrant 
Mj,X|,  en  un  point  Xj  ;  il  suffit,  pour  cela,  de  joindre  M,  au  point  Xj, 
où  le  plan  normal,  en  M,,  coupe  M„N„.  De  même,  au  point  M,, 
voisin  de  il,,  on  peut  mener  nue  normale  MjNj  rencontrant  M,  N, 
en  un  point  X„...  etc.,  et  ainsi  de  suite.  On  obtient,  de  cette  façon, 
une  surface  polyédrale  dont  les  arêtes,  constituées  par  les  pi'o- 
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longemenîs  des  côtés  du  polygone  XjN^XjNj...,  sont  toiUes  nor- 
males jt  la  courbe. 

Si  on  suppose  que  les  points  M„,Mj,M,,Mj, ... 
se  l'approchent  indéfiniment,  celte  surface  po- 
Ijédrale  devient  une  surface  développable , 
dont  toutes  les  génératrices  sont  normales  à  la 
courbe;  le  polygone KyNjNjNj...  devient  l'arête 
de  rebrousse  ment  de  la  surface  développable, 
jj,  c'est-à-dire  une  développée  de  la  courbe. 

On  a  donc  ainsi  une  développée  tangente  à 
aie  initiale  M,,N,,  arblLraii'cnieut  choisie. 


261-  Propriété  fondamentale  des  développées .  —  Considé- 
rons une  développée  D^  de  la  courbe  C  ;  soit  MM,  une  normale 
h  C,  en  M,  tangente  à  D,,  en  M,  [fig.  135). 
Désignons  pur  /  la  longueur  de  cette  nor- 


lale 


-M.M, 


et  par  s^  l'arc  de  développée  O^M,,  compté 
i»  partir  d'une  origine  fixe  0,,  de  telle  façon 
*'    '""  que  la  tangente  M, M  soit  menée  dans  le 

sens  des  arcs  s,  positifs.  Soit  M'|iVI'  une  normale  infiniment  voi- 
sine àC  tangente  ÙD,,  en  M,,  l-\-dl\s.  longueur  de  M',M'. 

IV'après   la  formule  générale    donnant  la   différentielle    de    la 
longueur  d'un  segment  de  droite  (N°  163),  on  a 

dl  =— MJr  cos  ]\ï^l,  —  M,M',cos  lsVM\l. 


^vmK,- 


■  MjiM  est  tangente  à  la  développée  D,  ; 
M.M',  =  (/«,. 


leàMM';cosM'jM,M  =  l, 


Intégrant  et  désignant  par  c  une  constante  : 


yGoosle 
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Donc  la  somme  de  M^M  et  de  l'arc  O.ÎM,  est  constante.  Lu  déve- 
loppée étant  supposée  connue,  on  peut  tracer  mécaniquement  la 
courbe  G  en  prenant  un  fil  inextensible  de  longueur  c,  attachant 
ce  fil  en  O,  et  l'enroulant  partiellement  sur  la  développée  de  O, 
en  Mj,  en  le  maintenant  tendu  de  M,  en  M.  L'exlrcmité  M  du  fil 
décrit  la  courbe  C. 

262-  Théorème.  La  normale  principale  à  la  développée,  au 
point  Mp  est  parallèle  à  la  tangente  enM.  à  la  courbe. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  appelons  3r,,!/,,s,  les  cordonnées 
du  point  M,  et  convenons,  d'une  façon  générale,  d'affecter  de 
l'indice  1  toutes  les  c[uantîtés  relatives  à  la  développée.  Ainsi  s, 
est  l'arc  de  développée  ;  a,,  Pi,"i,  seront  les  cosinus  directeurs 
de  la  tangente  MjM  à  la  développée,  a|,  pi,  yl ,  les  cosinus  direc- 
teurs de  la  normale  principale  à  la  développée,  R^  le  rayon  de 
courbure  en  Mj. 

Les  cordonnées  du  point  M  étant  égales  à  celles  de  M,,  augmen- 
tées des  projections  du  segment  M, M  sur  les  trois  axes,  on  a, 
puisque  M,M=Z(/ïg.  135;, 

Ces  formules  dlfféreiitlées  donnent 
(1)  dj;-^dx,-^^.,dl^ld<y.^,...; 

mais  on  a,  pour  la  courbe  C, 

d.£^0Lds,      di/ ^=pds,      dz  =  yds, 
et,  pour  la  développée, 

da;  =  y.,ds^,      d;/,  =  '^,ds„      dz^=y,ds„ 

"'-ds,. 

Les  formules  (1)  deviennent  donc 

ads  =  3,((/s,  +  (^Z)  +^-ïT-  ds^,... 
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,  d'apvcs  hi  prdpt'iété  fondamentale  de  la  développé* 


(2)      af/s  = 


Ces  l'ormules  montrent  que  a',,  ^'„'['„  cosinus  directeurs  de  la 
normale  principale  à  la  développée  en  M^,  sont  proportionnels 
à  a,  p,  Y)  cosinus  directeurs  de  la  tangente  en  M  à  la  courbe.  Le 
théorème  est  donc  démontré. 


REMAnguE. 
extrayant  la  i 


Faisant  la 
ine  carrée  < 


omme  des 
I  résultat. 


chttions  (2)  et 


Si  on  considère  deux  développées  1),  et  D,  d'une 
courbe  C,  les  tangentes  MM,  et  ÎNIM^  à 
ces  deux  développées  se  coupent  sous 
un  angle  constant,  en  M,  tout  le  long 
de  la  courbe  C.  —  En  effet,  appelons 
"i'  ?i'  ïi  ^^  ^ii  Pi'  Ti  '^^  cosiTiiis  directeurs 
des  tangentes  JV1,^I  et  JI^JM  aux  deux 
développées,  s,  et  Sj  les  arcs,  R,  et  R, 
les  rayons  de  courbure  des  deux  déve- 
loppées, et  a,  ^.yles  cosinus  directeurs 
de    la   tangente    }\lt,    au  point    M,   à    la 


ourbe  C  ifig.  136). 
L'angle  (i  des  deux 


;  ini,  et  ilM,  est  doj 


R  par 


DiiFérentiant,  on  a  : 
—  sin9t/9  =  v7«, +  ii,^?,- 
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développé, 
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formules   de  Frenet  appliquées   aux  deux 


iK- 


,X=^d. 


'^IV 


"lï. 


-ds,. 


car  les  normales  principales  aux  deux  développées,  étant  paral- 
lèles à  la  tangente  M;,  ont  pour  cosinus  directeurs  a,  ^,  ■(.  Por- 
tant ces  valeurs  de  (/a,,.,.,  da.^,...  dans  l'expression  de  —  sin  %d^, 
on  trouve, 

—  sîn6(/Q=0, 
car  on  a  : 

««■+P?,  +  TÏ,  =  ». 

««,  +  ??,  H-Th  =  0. 

les  droites  MM,  et  MM^  étant  perpendiculaires  à  Mr.  Comme  dh 
est  nul,  9  est  constant. 

D'après  cela. 
0^  et  0,  des  de 


m  prend  deux  fils  attaché 
ïveloppces  et  ayant  pour 


avcO.M,^ 
arc  031,- 


-  M, M, 
-M,5I, 


et  si,  de  plus,  on  attache  ces  fils  l'un  à  l'autre  par  leurs  extrémi- 
tés libres  en  M,  quand  on  Tait  décrire  au  point  M  la  courbe  C, 
les  deux  fils  s'enroulent  sur  les  deux  développées  et  se  coupent 
en  M  sous  un  angle  constant. 

Le  plan  MjMM^  de  cet  angle  étant  le  plan  normal  à  la  courbe  C 
enveloppe  une  surface  développable,  f^u'il  touche,  le  long  de  la 
droite  menée  par  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  C  perpen- 
diculairement au  plan  osculateur  de  cette  courbe  (N"  245),  ou 
droite  polaire.  Comme,  d'autre  part,  ce  plan  touche  évidemment 
son  enveloppe,  suivant  la  droite  M.Mj,  on  voit  que  la  droite, 
joignant  les  deux  points  de  contact  MjM^,  est  perpendiculaire  au 
plan  osculateur  à  C,  en  M,  et  passe  par  le  centre  de  courbure 
de  C,  relatif  au  point  M. 


264-  Courbes  planes. - 


irhe  plane  poi 


a  déve- 
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loppée  située  dans  son  plan  ;  elle  possède,  en  outre,  une  infinité 
de  développées,  dans  l'espace,  qui  sont  des  hélices  tracées  snr  le 
cylindre  droit,  ayant  pour  base  la  développée  plane. 

Développée  plane.  —  Les  normales  à  la  courbe,  situées  dans  le 
plan  de  la  courbe,  ont  évidemment  une  enveloppe  qui  est  la 
développée  plane.  Le  point  de  contact  M  d'une  de  ces  normales 
avec  la  développée  est  le  centre  de  courbure  M^  de  la  courbe  don- 
née, relativement  au  pied  M  de  la  normale.  En  effet,  ce  point  de 
contact  M,  est  le  point  de  rencontre  de  deux  normales  infiniment 
■voisines,  c'est  donc  (X"  224)  le  centre  de  courbure.  Ainsi  la 
développée  plane  d'une  courbe  plane  est  aussi  le  lieu  des  centres 
de  courbure  de  la  courbe.  Le  tracé  de  cette  courbe  donne  donc 
la  représonLiition  grapliiquc  do  la  variation  du  rayon  de  cour- 
bure. 

Exemples.  Ellipse.   —  Soit  relllpse,  rapportée  à  ses  axes. 

Les  coordonnées  d'un  point  M  [x,  y]  de  la  courbe,  en  fonction 
d'un  paramètre  ii,  sont 

L'équation  de  la  normale  à  l'ellipse,  au  point  il  [x,  y),  est 

{\-x)dx  +  ÇÎ-y)<hj  =  G, 

—  (X  — ocos  „)  «sin«  +  (Y—  è  sin  u)  h  cos  n=.0, 

ou  enfin,  en  remplaçant»*  —  A^  par  (;*  et  divisant  par  cosfisinw, 


Pour  obtenir  le  point  de  contact  de  cette  droite  avec  son  enve- 
loppe, il  faut  associer  à  l'équation  précédente  sa  dérivée  par 
rapport  au  paramètre  m  : 

aXsinu  /iYcosh  „ 
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Kn  résolvant  ces  deux  équations  par  rapport  ii  X  cL  Y,  on  a  les 
coordonnées  du  point  de  contact  M,.  c'csL-à-diio  du  centre  de 
courbure  de  l'ellipse,  relatif  au  point  M. 
On  trouve  ainsi 


(>IJX  = 


Qnund  «  vai'le  de  0  li  -^,  le  point  M, 

décrit  un  arc  de  courbe,  situé  au-des- 
sous de  Ox,  tangent  il  Ox  au  point  C  "■      -■ 
(X=—  ,  Y^O) ,  qui  est  le  centre  de    courbure  relatif  a 

met  A,  et  tangent  à  Oi/,  au  point  D  lX=^0,  Y  = ^1 , 

le  centre   de  courbure  relatif  à  B. 

On  achève  ensuite  la  courbe  par  symétrie. 


Cycloïde,  —  La  cycloïde  est  engendrée  par  un  point  M  d'une 
circonférence,  de  rayon  a,  roulant  sur  un  axe  fixe  Oj:. 

Supposons  que  le  point  qui  décrit  la  courbe  parte  de  0  :  alors. 


quand  le  cercle  roulant  est  dans  une  position  quelconque,  on  a, 
en  appelant  I  le  point  de  contact,  01  ^  arc  IM. 

Quand  le  cercle  roulant  a  fait  un  demi-tour,  le  point  M  est  au 
point  le  plus  haut  F  de  l'arc  de  courbe  et  le  point  de  contact  est 
en  E  à  une  distance  OE  ^=  î:«,  égale  à  la  demi-circonférence  rou- 
lante. 

Ceci  posé,  la  normale  en  M  est  MI  et  le  centre  de  courbure  M^ 
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s'obLÎent  en  prciiiint  1M|  =  1M  (X''221).  La  développée  est  le  lien 
du  point  M,. 

Prolongeons  FE  d'une  longueur  EO,  ;^=  2  «  ^  FF.  et  menons 
par  Oj  une  parallèle  0^  a\  à  Ox:  Puis,  considérons  le  cercle  symé- 
trique du  cercle  ronlant,  par  rapport  il  Ox  ;  ce  cercle  touche  0,  t^ 
en  un  point  I,;  il  passe  évidemment  par  M,,  Nous  allons  mon- 
trer que 

;trcijM,  =  Ojl,. 

En  cilet 


=  El --=0,1,. 

L'arc  IjM,  étant  égal  à  0,  I,,  on  peut  considérer  le  lieu  du 
point  Mj,  comme  décrit  par  un  point  d'une  circonférence  IiM,!, 
de  rayon  a,  roulant  sur  0,.r|.  Quand  la  circonl'érence  1MB  roule 
sur  Ox,  la  circonférence  I[Mj  I  roule  sur  0,.t^  dans  le  même  sens, 
et,  quand  M  arrive  en  F,  M,  arrive  en  O,;  le  mouvement  continuant, 
M  va  de  F  en  Oj  et  M,  remonte  de  O,  en  0,.  La  développée  de 
la  cycloïde  OFO,  est  donc  formée  des  deux  moitiés  d'une  cycloïdc 
égale  à  la  proposée,  l'arc  OM,  0,  étant  égal  à  EO,  et  l'arc  0,  0, 
à  OMF;  ces  deux  arcs  sont  d'ailleurs  égaux  entre  eux. 

265.  Développées  dans  l'espace  d'une  courbe  plane.  —  Soit 
une  courbe  phnic  C,  sa  développée  plane  D^,  et  une  développée 
gauche  Dj.  D'un  point  M  de  la 
courbe  partent  deux  normales, 
l'une  5IM|  tangente  en  M,  à  la 
développée  plane  D,,  l'autre  MM^ 
tangente  en  M,  à  la  développée  Dj. 
jTjg   |jj_  Tout  d'abord,  la  projection  de  D^ 

sur  le  plan  de  la  courbe  coïncide 
avec  D|.  En  effet,  la  projection  de  la  normale  MM^  se  fait  sur 
MMj  ;  si  des  droites  sont  tangentes  ii  une  courbe  dans  l'espace, 
il  est  évident  que  leurs  projections  sur  un  plan  sont  tangentes 
a  la  projection  de  la  courbe  ;  actuellement  les  droites  MMj  sont 
tangentes  à  D,,  leurs  projections  MM,  sont  donc  tangentes  à  !a 
projection  deD^.  Ainsi  D,  est  la  projection  de  D^;  le  point  de 
contact  M|  est  la  projection  du  point  de  contact  ^I^.  La  développée 
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gLiiiclie  r:sl  donc  triicée  sur  le  cylindre  droit,  ayaiit  pour  base  la 
développée  plane  D,.  Comme  l'angle  MjMM,  est  constaiil  (S''265), 
les  tangentes  MM,  à  la  courbe  D^  font  un  angle  constant  avec  les 
génératrices  du  cylindre;  la  courbe  Dj  est  donc  une  hélice  tracée 
sur  le  cylindre  di'oît  ayant  pour  base  D,. 

Quand  le  point  M  décrit  la  courbe  plane  donnée,  le  plan 
MM|Mj,  tangent  au  cylindre  le  long  de  iMiMj,  s'enroule  sur  le 
cylindre  et  les  deux  droites  MM,  et  MM^  s'enroulent  sur  les  déve- 
loppées D,  et  Dj.  On  a  ainsi  un  cas  particulier  des  propriétés 
établies  au  \"  263. 

266.  Développantes.  —  On  appelle  thh'eloppan/e  d'une  courbe 
une  autre  courbe  dont  elle  est  la  développée.  Etant  donnée  une 
courbe  C,,  pour  construire  une  de  ses  développantes,  il  suffit  de 
portersur  chaque  tangente  M.M  de  la  courbe  une  longueur  l  telle 
que  ; 

arcO, M, +  ;-=<-■, 


c  désignant  une  constante  (N°  203). 

En  faisant  varier  la  valeur  de  cette  constiuiîe,  on  ol)tient  une 
infinité  de  développantes.  Si  on  elioisit  l'arc 
OjA  égal  à  c,  on  peut  dire  aussi  qu'on  prend 
sur  chaque  tangente  M,M  une  longueur  M|M 
égale  à  l'arc  M,A.  La  développante  consi- 
dérée coupe  la  courbe  au  point  A  {fig-  140).  Fig.  uo. 

Les  diverses  développantes  d'une  même 
courbe  sont  des  courbes  parallèles  :  en  effet,  si  on  considère  une 
deuxième  développante  A'M',  les  tangentes  aux  deux  dévelop- 
pantes, en  M  et  M',  sont  perpendiculaires  ïi  M^MM'  et,  par  suite, 


par; 


allèles.  La  longueur  M^l'  est  constante  et  égale  ii  l'arc  AA'. 
La  détermination  analyti([ue  des  développantes  d'une  courbe 
exige  une  intégration,  car  elle  exige  le  calcul  de  la  longueur  .s^ 
de  l'arc  031.. 


267.  Exemples  de  développantes.  1°  Développanie  de  cercle. 
—  Considérons  la  développante  qui  part  du  point  A,  situé 
sur  Ox;  on  l'obtient  en  portant,  sur  chaque  tangente  M^M,  une 
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longueur  M^M,  égale  à  l'arc  AM,.  Soient  h  l'angle  AOMi,«  lerayo 
du  cercle,  les  coordonnées  du  point  ~Sl^  sont 


L'arc  AM,  étant  égal  ii  an,  on  a  >I,M  =  an.  En  projetant  OM^M 
■■  axes,  on  a  les  coordonnées  ^  et  ^ 
i  point  M 


On  peut,  avec  ces  formules,  construire 
la  courbe.  La  tangente,  en  M,  est  parallèle  au  rayon  OM,. 

La  courbe  AM,  ainsi  trouvée,  a  pour  développée  plane  le  cercle 
donné  ;  elle  a  donc  (JN""  265)  pour  développées  gauches  des  héli- 
ces tracées  sur  le  cylindre  droit  ayant  pour  base  le  cercle. 

2"  Développante  d'une  chaînette.  —  Soit  une  chainettc  ayant 
pour  équation 

.^|-(.-f-H.-i). 

Nous  allons  déterminer  la  développante  partant  du  sommet  B 
de  la  courbe  sur  l'axe  Oij  (Voyez  la  figure  40  du  N"  57). 

Soit  M  un  point  de  la  chaînette.  On  obtient  le  point  corres- 
pondant delà  développante,  en  portant,  sur  la  tangente,  une  lon- 
gueur MC  égate  i»  l'arc  BM.  Or  nous  avons  vu  (X"  57)  que  le 
point  C  s'obtient  en  abaissant  du  pied  P  de  l'ordonnée  de  M  une 
perpendiculaire  PC  sur  la  tangente,  et  que  la  longueur  PC  est 
égale  à  a.  La  tangente,  en  C,  à  la  développante,  étant  perpendicu- 
laire à  CM,  se  confond  avec  CP,  La  développante,  partant  de  B, 
est  donc  une  courbe  telle,  que  la  longueurdeses  tangentes  CP  jus- 
qu'il l'axe  Oa^  soit  coHS(«w(e.  C'est  la  courbe  aux  tangentes  égales 
étudiée  au  N°  155. 

Les  autres  développantes  de  la  chainettc  sont  des  courbes  par;d- 
lèles  à  la  courbe  aux  tangentes  égales. 
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COURBURE   DES  LIGNES  TRACEES  SUR  UNE  SURFACE 
COURBURE    DES    SURFACES 


1  UN  POINT 


268.  Formules  générales.    —   Soil 
,=  «=/'(.r,j). 

Désignons  par  p,  q,  r,  s,  t  les  dérivé 
secondes  de  z  par  rapport  h.  x  ai  y. 

Prenons    sur   cette    surface    un    point    A    et 
courbe  A^I  tracée  par  ce  point  sur  la  surface.  Appelons  s, 
de  cette  courbe,  compté  à  partir   d'uu  point  quelconque 
courbe,  k,  3,  v  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  AB,  t 
ceux   de  la   normale   principale   AN'   à   cette 
courbe,  enfin  R^  le  rayon  de  courbure  de  cette 
courbe,  en  A.  Le  centre  de  courbure,  en  A,  est 
alors  un  point  C,  de  AN',  tel  que  :  \ 


i  partielles  premières  et 


l'arc 
de  la 


AC,: 


=  R,. 


Le  long  de  cette  courbe, on  peut  regarder  les 
coordonnées  d'un  point  .r,//,j  comme  fonctio 
d'après  les  formules  de  Frenet, 
, , ,  dx  dii  -' 


df 
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Miiisj  comme  la  courbe  est  sur  la  surface  tloimêe,  ees  l'onetiuns 
.r,!/,  ;  de  s,  vérifionL  idciiliqnemenl  l'équation 

Différentioiis  les  deux  membres  par  rapport  ii  s,,  nous  aurons 

ds,   "~  ~à7  (/*■,   '^~6f  du,  ' 
ou 

(2)  ■{=l"  +  '/?- 

Cette  relation  a  d'ailleurs  une  signification  géométrique  évi- 
dente; elle  exprime  que  la  tangente  AB  est  située  dans  le  plan 
tangent,  en  Â,  à  la  surface. 

Dans  cette  équation  (2),  y» a,^  sont  fonctions  de  s,,  le  long  de  la 
courbe.  D'ailleurs,  yj  et  t]  sont  des  fonctions  de  x  et  t/  qui  dépen- 
dent également  de  s„  le  long  do  la  courbe.  On  a  donc,  en  déri- 
vant par  rapport  à  s,, 


(3) 
Ov 


d'^  ih.  tl'i  (//)  f    lia 


dp 

V  rf.r  ^  ,1,,  d,i 
d.i     ds^            ùy     ds. 

'l'J 

Oc/  c/.f  ()(-/  dij 
iix     c/«,    ^    >)y      ds, 

il'apris  le. 

:  notations  adoptées  pour 

*_ 

=  ,..j_,,5.      jt-,„^ 

Portant  ces  expressions  dans  la  foinuiJe  (3)  cl  lenant  compte 
des  formules  de  Frenet  (1),  on  a 


et,  en  résolvant  par  rapport  iiR,, 

(4)  H r-P''-'i? 
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Ouns  cette  formule,  les  valeurs  uiimériques  de /^,  ^, /■,«,;  dcpcii- 
Jeut  seulement  des  cordonnécs  x  et  y,  c'est-à-dire  du  choix  du 
point  A  sur  la  surface,  et  non  de  la  courbe  particulière  AM  tracée, 
par  ce  point,  sur  la  surface.  Les  quantités  a,  3,  v  sont  connues, 
quand  on  connaît  la  tangente  i\  la  confite  et  n! ,  ?',"',  quand  ou 
connaît  sa  normale  principale. 


269- Théorème  I,  .S'/,  juir  un  jini'U  iCiiiif  .■iiirfure,  on  I race  iina 
coiirlie  quelco/ujuc,  k  raijoii  de  cuHrliurc  ih-  celle  courbe,  en  ce 
point,  est  égal  à  celui  de  la  section  plane  de  la  surface  par  le  plan 
oscillateur  ii  la  courbe. 

En  effet,  d'après  la  lormulo  (-1),  une  l'ois  le  point  A  choisi, 
R,  ne  dépend  que  de  y.,  ?,  y,  x',  ?',  '/  :  R,  est  donc  le  même  pour 
toutes  les  courbes  passant  par  A,  jjoiir  lesquelles  ces  sis  quanti- 
tés sont  les  mêmes. 

En  particulier,  si  on  considère  la  section  de  la  surface  par  le 
plan  osculateur,  en  A ,  ii  la  courbe  A^l.  cette  section  plane  est  une 
courbe  tracée  sur  la  surface  ayant,  en  A,  même  tangente  et  même 
normale  principale  (|iie  la  cuurlio  AM.  l'Hic  a  donc  même  rayon 
de  courbure  R,, 

Ce  théorème  ramcjie  i'étnde  des  rayons  de  courbure,  eu  A,  des 
courbes  passant  par  A  sur  lu  surface,  a  l'étude  des  rayons  de 
courbure  des  sections  planes. 

Nous  allons  établir  maintenant  un  deuxième  théorème,  appelé 
théorème  de  Meusnicr,  qui  ramène  l'étude  des  rayons  de  cour- 
bure, en  A,  des  sections  planes,  passant  par  A,  it  l'étude  dos 
rayons  de  courbure  dos  sections  iioinialos. 

270.  Théorème  II.  Tlièorema  de  Meiisnier. — Considérons  une 
tangente  AB  à  une  surface,  en  A,  et  une  section  de  la  surface  par 
un  plan  BAN'  passant  par  cette  tangente  iji.g.  143)  :  soit  AN'  la 
normale  principale  it  cette  section,  c'est-ii-dire  la  normale  située 
dans  le  plan  de  la  section  ;  désignons  par  Cj  le  centre  de  courbure 
de  cette  section.  D'autre  partj  menons,  en  A,  la  normale  Ai\  a  la 
surface  et  considérons  le  plan  BAX  ;  ce  plan,  passant  par  la  nor- 
male il  la  surface,  détermine  dans  la  surface  une  section  plane 
qu'on  appelle  une  section  norniale.  Soit  C  îe  centre  de  courbure 


y  Google 


/|i8  COURS   D'APtALrSB 

(!e   la  section  normale,    point  qui  est  situé  sur  la  normale  à  la 
surface.  On  a,  alors,  le  théorème  : 

Théorème  de  Meusuier.  Le  centre  r/c  coin-hnre  C,  d'une  sedion 
oblique  est  la  projection,  sur  le  plan  de  cette  section,  du  centre  de- 
courbure  C  de  la  section  normale  correspondante, 

Pour  démontrer  ce  théorème,  reprenons  les  équations  de  la 
normale,  en  A, 

X  — ,r  _  Y  —  //  _    Z— : 
/j       ~        y       ""■    -  1 

Choisissons  arbitrairement,  sur  cette  normale,  un  sens  positif. 
Pour  fiser  les  idées,  nous  prendrons  comme  sens  positif  hi  demi- 
droite  AN  ayant  pour  cosinus  directeurs 


1---^^  u=  ,:zL. 


1 


le  radical  étant  pris  positivement. 

Appelons  8  Tangle  de  la  direction  A\,  ainsi  doGnie,  avec  la 
normale  principale  AX'  à  la  section  oblique.  L'angle  0  est  aussi 
l'angle  dièdre  des  deux  plans  BAX  et  BAX'  de  la  section  droite 
et  de  la  section  oblique.  11  est  doiiné  par  la  formule 


VI +;'•+?' 


En  remplaçant,  dans  la  formule  (4),  ■■' — p'-i!  —-(j'^'  par  sa  valeur 
tirée  de  la  relation  ci-dessus,  on  a 

{5)  »  /:l+/>^+r/ 

L'angle  Qpeutètre  aigu  ou  obtus,  le  dénominaLcLU'  ra.°-\-2s^'p-\-l'^^- 
peut  être  positif  ou  négatif,  mais,  comme  Rj  est  positif,  cos  6  a  le 
même  signe  que  /■a'  +  2saPH-(,S^ 

1°  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  /■a-+  2«ct^  +  (fi^  >0,  alors  Q 
{fig.  143,  I)  est  aigu.  Quand  on  fait  diminuer  9,  c'est-à-dire 
quand  on  fait  tourner  le  plan  sécant  autour  de  la  tangente  AB,  de 
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façon  à  le   rapprocher 


ES    TRACEES   SUR   UNE  SURFACE     ^19 

la  section  normale,  R,  augmente,  et, 
pour  9^0,  le  riiyon  de  courbure  prend  la  valeur 

Le  centre  de  courbure  de  la  section  normale  s'obtient  en  por- 
tant sur  AN  une  longueur  AC  ^R.  La  comparaison  des  formules 
(5)  et  (6)  donne 

R,  =  Rcosri; 

Cette  relation  démontre  le  tliéorème,  car  elle  montre  que 
AC,  est  la  projection  de  AC  sur  AW. 

2°  Supposons  ;-œ^  +  2sœfi  +  ;p-<0.  Alors  cos  9  est  négatif, 
e  est  obtus  {fig.  143,  11). 

Si  on  fait  tourner  le  plan  de  la  section  olilicjue  BAN'  autour 


de  BA,  en  faisant  croître  6,  on  voit  que,  pour  9=Tt,  le  plan  de 
la  section  oblique  coïncide  avec  celui  de  la  section  normale,  et 
la  normale  principale  AN"  de  la  section  oblique  vient  coïncider 
avec  le  prolongement  de  AN  au  delii  du  point  A.  Le  rayon  R^, 
donné  par  la  formule  (5),  tend  alors  vers 


Vi^P'- 


et  le  centre  de  courbure  C,  de  la  section  oblique  tend  vers  un 
point  C  situé  sur  le  prolongement  de  AN,  à  une  distance  AC^R. 
Dans  cette  hypothèse,  la  formule  (5)  donne 


^Rcos(tî— o; 
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relation    qui    démonlre    le   théorème    de  Mei 
puisque,  dans  le  triangle  CAC,,  l'angle  CAC,  =  7:  — 0. 
La  droite  AC|  est  clone  la  projection  de  AC  sur  AN'. 
En  résumé,  dans  tous  les  cas,  on  obtient  C,  en  projet;int  C, 
sur  le  plan  de  la  section  oblique. 

C'est  là  l'extension,  à  une  surface  quelconque,  d'un  thcorcme 
évident  pour  la  sphère.  Soit  AB  une  tangente  à  la  sphère  en  A  : 
une  section  oblique,  passant  par  AB,  coupe  la 
sphère  suivant  un  petit  cercle  de  centre  C,  ;  la 
section  normale,  passant  par  la  même  tangente, 
est  un  grand  cercle  de  centre  C  ;  il  est  évident 
que  le  centre  de  courbure  C,  du  petit  cercle 
est  la  projection  de  C  sur  le  plan  do  la  section 
i-ig,  ,4i,  ob\iqae{fig.  144}. 

21i.  Convention  pour  le  signe  des  rayons  de  courbure  des 
sections  normales.  —  D'après  le  théorème  précédent,  il  sudit 
de  connaître  les  centres  de  courbure  des  sections  normales,  en  A, 
pour  connaître  les  centres  de  courbure  des  sections  obliques. 

Nous  sommes  donc  ramenés  à  étudier  la  position  des  centres  de 
courbure  des  diverses  sections  normales,  en  A,  c'est-ii-dire  des 
sections  obtenues  en  faisant  tourner  le  plan  BAN  autour  de  la 
normale  AN. 

Nous  avons  vu  que  le  centre  de  courbure  d'une  section  normale 
peut  se  trouver,  soit  sur  la  partie  positive  AN  de  la  normale  à  la 
surface,  soit  sur  le  prolongement  de  AN  {fig.  123,  I  et  II).  Dans 
le  premier  cas,  le  rayon  de  courbure  de  la  section  normale 
est  : 


h2.•a3^ 


Pour 


ne  lonnulo  unique  dans  les  deux  cas,  nous  con- 
viendrons de  donner  un  signe  au  rayon  de  courbure  d'une  section 
normale,  en  regardant  le  rayon  de  courbure  comme  positif,  quand 
le  centre  de  courbure  correspondant  C  est  sur  la  partie  positive 
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AN  de  la  normale,  et,  comme  négatil',  dans  le  cas  contraire.  Avec 
cette  convention,  R  désignera  la  valeur  algébrique  dn  segment  AC 
estimé  positivement  dans  le  sens  AN  choisi  sur  la, normale,  et 
cette  valeur  algébrique  R  est  donnée  par  la  formule  unique 

Dans  cette  formule,  le  numérateur  est  positil";  le  dénominateur 
dépend  de  a,  ^  :  il  varie,  quand  le  plan  de  la  section  normale 
tourne  autour  de  AM,  car  ot,  p,  y  sont  les  cosinus  directeurs  de  AB. 
Le  signe  deR  dépend  donc  uniquement  du  signe  du  dénominateur. 

Si  ri — s'  est  positif  (surface  à  courbure  totale  positive  en  A),  le 
dénominateur  de  R  a  un  signe  constant,  quels  que  soient  a  et  ^  : 
toutes  les  sections  normales  ont  leurs  centres  de  courbure  d'un 
même  côté  de  A.  Ce  fait  peut  être  prévu,  car,  dans  ce  cas,  la  sur- 
face est  tout  entière  d'un  même  côté  du  plan  tangent  en  A,  et 
toutes  les  sections  normales  tournent  leur  concavité  dans  le  même 

Si  rt  —  s'<0  (surface  à  courbure  totale  négative  en  A),  le  tri- 
nôme du  dénominateur  est  tantôt  positif,  tantôt  négatif;  cer- 
taines sections  normales  ont  leurs  centres  de  courbure  d'un  côté 
de  A,  d'autres  de  l'autre  côté.  11  existe  alors  deux  sections  nor- 
males particulières,  pour  lesquelles  R  est  myî/i(:  ce  sont  les  sections 
normales,  passant  par  les  deux  directions  asymptotiques  AD  et  AD', 
précédemment  définies  comme  les  tangentes,  en  A,  à  la  courbe 
d'intersection. de  la  surface  par  le  plan  tangent  (Voyez  fig.  95). 

En  eflet,  pour  que  R  soit  infini,  il  faut  et  11  sullitque  les  cosi- 
nus directeurs  de  la  tangente  AB  vérifient  la  relation 
/■a=-+-2sa3  +  (3^  =  0. 

Or  —  est  le  coefficient  angulaire  de  la  projection  de  la  tan- 
gente AB  sur  le  plan  xOt/.  Si  donc,  on  appelle  -f  l'angle  de  cette 
projection  avec  0,r, 


1  a,  pour  déterminer  o,  l'équation 

(tang^'?+2stango- 
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p.ctte  équation  est  précisément  celle  qui  détermine  les  projections 
des  directions  asympto tiques,  au  point  A  (N"  187). 

Si  rt  —  s*^0  (surface  à  courbure  totale  nulle,  en  A),  i\  esL 
toujours  de  même  signe,  car  le  trinôme  ra^  +  Ssa^  +  i^^  est  un 
carré  parfait.  Mais  R  devient  infini,  pour  une  direction  particulière 
de  la  tangente  AB,  qui  est  la  direction  asymptotique  unique  iSSi, 
existant  actuellement  en  A. 

2T2.  Variation  du  rayon  de  courbure  d'une  section  normale, 
en  un  point  d'une  surface.  Indicatrice.  Directions  princi- 
pales. —  Il  nous  reste  «  étudier  lu  variation  des  rayons  de  cour- 
bure des  sections  normales,  en  un  point  A.  Nous  allons  montrer 
que,  pour  connaître  les  rayons  de  courbure  de  toutes  les  sec- 
tions normales  en  un  point,  il  suffit  de  connaître  les  rayons  de 
courbure  de  deux  sections  déterminées,  rectangulaires,  appe- 
lées sections  principales. 

Pour  simplifier  cette  étude,  prenons  le  point  A  comme  ori- 
gine, comme  plan  des  xi/  le  plan  tangent  en  A,  comme  axe  des  z 
la  normale  en  A.  On  a  alors,  en  appelant  /)„,  i/„,  /■„,  s^,  ?„  les  valeurs 
des  dérivées  p,  q^  r,  s,"  t  a  l'origine 

,,.  =  0,     ,.  =  0. 

car  le  plan  tangent,  en  A,  coïncide  avec  xOy.  L'équation  de  la 
surface  étant 

==/-(».y), 

si  on  développe  ;;  par  la  formule  de  Mac-Laurin,  le  développe- 
ment commence  par  les  termes  du  deuxième  ordre,  car  la  fonc- 
tion z  et  ses  deux  dérivées  premières  p  et  tj  sont  iiulks  à  l'ori- 
gine. On  obtient  donc  le  développement 

Comme  nous  ie  savons,  le  plan  tangent,  en  A,  coupe  la  surfiice 
suivant  une  courbe  ayant,  en  A,  un  point  double  à  tangentes  réelles 
ou  imaginaires,  suivant  la  nature  de  la  surface.  C'est  ce  que  nous 
pouvons  vérifier.  Kn  coupant  la  surface  par  le  plan  z==0,  on  a 
la  courbe 

0  =  -L{r„x'^2,,x>j-]-iy)+  ... 
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Les  termes  de  moindre  degré  dans  cette  équation  étant  du 
deuxième  degré,  l'origine  A  est  un  point  double  de  Fintci-seiv 
tion,  et  les  tangentes,  en  ce  point,  ont  pour  équation 

Kllcs  sont  imaginaires,  réelles  ou  confondues,  suivant  que 
r„;„  —  5^  est  positif,  négatif  ou  nul,  c'est-ii-dire  suivant,  qu'au 
point  A,  la  courbure  totale  est  positive,  négative  ou  nulle.  Ces 
deux  tangentes  AD  et  AD'  donnent  ce  que  nous  avons  appelé  les 
direcdons  nxi/ziipto/ù/ties.  an  point  A. 


Rayon  de  courbure  d'une  section  normale.  — 
section  normale,  faite  par  un  plan  .^  AB  détor 
maie  A;  et  une  droite  AB,  située  dans  ,. 

le  plan  tangent  .vAt/.  Si  on  appelle  -i 
l'angle  de  cette  droite  avec  A.r,  les  cosi- 
nus directeurs  a,  3,y  de  AB  sont 


La  valeur  algébrique  R  du  rayon  de 
courbure,  comptée  positivement  dans  le 
sens  Ar,  est  donnée  par  la  formule  (7), 
où  on  fait  p:=tj  =0,  où  on  remplace 

par  leurs  valeurs  (8).  On  a  ainsi 


(9) 


K 


Si  C  est  le  centre  de  courbure  de  la  section  normale  consi- 
dérée, R  est  le  ;  du  point  C,  de  sorte  que  C  est  au-dessus  du 
plan  des  .vy  quand  R  >  0,   au-dessous   quand  R  <  0.   Kn  fai- 


sant varie 
de  R. 

Nous  examinerons  succei 
est  positif,  négatif  ou  nul. 

Premier  cas.  /■(,/£,  —  s;j  > 
constant,  quel  que  soit  s. 


peut  étudier,  d'une 


■e  simple,  la  variation 
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1 


R 


si  posilir,  tous  les  centres  de  coiir- 


SupjJUSOllS    7'y>0,   illl 

bure  C  des  sections  noi-miiles  sinit  au-dessus  de  A  :  ce  qu'on 
pouvait  prévoir,  car,  dans  ce  cas,  la  surface 
étant,  aux  environs  de  A,  au-dessus  du  plan 
tangent  ^Ai/,  toutes  les  sections  normales 
tournent  leur  concavité  vers  les  :■  positifs. 
Pour  représenter  géométriquement  la  varia- 
tion du  rayon  de  courbure  R,  nous  porte- 
rons {fîg.  146),  sur  la  trace  AB  de  la  section 

normale,  une  longueur 

P  =  AI  =  /R; 

cette  longueur  est  réelle,  quel  que  soit  f,  c 
tif.  Le  lieu  du  point  1,  quand  a  varie,  est  u 
En  effet,  les  co<irdonnécs  du  point  I  sont 


1'  R  est  toujours  posi- 
c  ellipse  de  centre  A. 


(lu;  ? 

et  Féipiation  (9;,  dai 


Y  = 


laquelle 


remplace  H  pav  p^.  doi 


ou,  en  chassant  les  dénominateurs, 

équation  d'une  ellipse  de  centre  A.  Cette  ellipse  étant  tracée, 
pour  avoir  le  rayon  de  courbure  d'une  section  normale  ^AB,  il 
suffit  de  prendre  l'intersection  de  AB  avec  l'ellipse  en  1,  le  rayon 
de  courbure  demandé  est  Al  .  Cette  ellipse  s'appelle  l'indica- 
trice relative  au  point  A.  Les  deux  directions  d'axes  AB'  et  AB" 
de  cette  ellipse  s'appellent  les  directions  principales  au  point  A. 
Comme,  dans  une  ellipse,  les  diamètres  maximum  et  minimum 
sont  le  grand  et  le  petit  axe,  les  sections,  ayant  pour  traces  les 
directions  principales,  sont  celles  qui  ont  le  plus  grand  et  le 
plus  petit  rayon  de  courbure.  Les  rayons  de  courbure  maximum  et 
minimum,  R'  et  R",  correspondant  aux  directions  principales  AB' 
et  An",  s'appellent  les  rayons  de  courbure  principaux  au  jxiinl  A. 
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Les  centres  de  courbure  C  et  C"  des  sections  principales 
^An',  ;An"  s'appellent  les  centres  de  courbure  principsiiis  relatifs 
au  point  A. 

Nous  pouvons  encore  simplifier  les  équations,  en  prenant  pour 
axes  A^  et  A.//  les  axes  de  l'indicatrice  Ail'  et  Ail'.  Alors  l'équa- 
tion de  l'indicatrice  ne  contient  plus  de  rectangle  XY  et  s^  devient 
nul.  On  a  donc,  avec  ce  choix  d'axes  (fi^'.  147), 


-s-""'.'«^?  +  '.''"'^ 


11  =  AT. 


Supposons  le  g 
»^0,  R  atteint  s 


De  même,  pour  'f  ^  -^  i  R  atteint  son  minimum  R  "  et  on  ; 
1 

La  foi'nuilc  donnant  R   s'i'-crll  alois 

-L=^cos^.+  l^-sin^. 


:\\    loi 


-An 


Quand  le  ]dan  de  la  section  jionu 
vers  ^An",  le  centie  de  courbure  de  la 
section  part  de  C,  descend  d'une  ma- 
nière continue,  pour  arriver  en  C", 
quand  AB  coïncide  avec  Ail".  Ce  plan 
continuant  Ji  toiinier,  R  repasse  par  les 
mêmes  valeurs  dans  l'ordre  inverse. 

Il  peut  arriver,  en  particulier,  que  les 
deux  rayons  de  courbure  principaux  en  vig.  i,:. 

un    point   A   soient  égaux  :  R'  =   R". 

L'indicatrice  en  ce  point  est  alors  nu  cercle.  Toutes  les  sections 
principales  en  un  pareil  point  ont  même  rayon  de  courbure.  On 
appelle  un  point  de  cette  uatiire  un  ombilic  de  la  surface. 
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■  Reprenons  la 


ictuel,  lii  snriiice  est  ii  coiirl>iire  totale  négative  aa 


point  A  :  le  trinôme,  qui  donne  l'expri: 
deux  valeurs  de  tang  a 


nnule  pour 


nant  deux  directions  AD  et  AD',  qui  sont  asyniptoliques 

Quand  la  trace  AB  de  la  section  normale  ;AB  passe  par  une 
de  courbure  R  change  de  signe 
en  passant  par  l'infini.  Suppo- 
sons, pour  fixer  les  idées,  que  R 
soit  positif,  lorsque  AB  est  situé 
dans  l'angle  DAD',  appelé  1  sur 
la  figure  148,  et  négatif  dans 
Tangle  adjacent  appelé  2.  Les 
sections  normales,  dont  la  trace 
AB  est  dans  l'angle  1,  ont  leur 
centre  de  courbure  sur  A^;  cel- 
les, dont  la  trace  est  dans  l'an- 
gle 2,  ont  leur  centre  de  cour- 
bure au-dessous  de  A.  Cela  tient  à  ce  que  la  portion  de  surface, 
voisine  de  A,  qui  se  projette  sur  l'angle  1  et  son  opposé  au  som- 
met, est  au-dessus  du  plan  des  .J'y;  celle  qui  se  projette  sur  les 
angles  2,  au-dessous.  La  surface  traverse  le  plan  suivant  une 
courbe  tangente,  en  A,  aux  droites  AD  et  AD'. 

Supposons  d'abord  la  trace  AB  clans  l'angle  1,  alors  R  est  posi- 
tif Pour  étudier  la  variation  de  R,  nous  prendrons  encore,  sur  AB, 
une  longueur  _ 

P=  ai  =  i/r. 

I.e  lieu  du  point  I,  quand  AB  varie  de  AD  a  AD',  est  une  hyper- 
bole ayant  pour  asymptotes  AD  et  AD'.  En  effet,  l'équallon  du  lieu 
du  point  I  est,  comme  dans  le  cas  précédent, 
(I)  1  =  r^X'  +  2.^„XY  +  r„Y'  ; 
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équation  d'une  hyperbole  (/•„?„ — 4"^*^)  ^^  centre  A,  dont  les 
directions  asymptotiques  sont  AD  et  AD'.  Cette  hyperbole  étant 
tracée,  pour  avoir  le  rayon  de  courbure  d'une  section  nor- 
male -AB,  dont  la  trace  rencontre  cette  hyperbole  en  I,  il  suffit 
de  prendre 

R='Ôïl 

Prenons  maintenant  une  section  normale  ;AB',  dont  la  trace  est 
dans  l'angle  2.  Alors  R  est  négatif.  Pour  étudier  la  variation 
de  R,  nous  prendrons,  sur  AB',  un  point  F  situé  à  une  distance 
de  A,  telle  que  :  __, 

p'^Al'^l/— R. 

Cette  longueur  est  réelle,  car  R  est  négatif;  le  point  I',  ayant 
pour  coordonnées   polaires  p'  et  <a,   a  pour  coordonnées  carte- 


L'équation  (9),  dans  laquelle  un  remplace  II  par-—  p'^,  donne, 
pour  le  Heu  du  point  1', 


ou,  en  passant  aux  coordonnées  cartésiennes, 

(F)  ~  1  =  /'^X'^H-  2s„X'Y'  +  /„ï". 

C'est  lii  l'équation  d'une  nouvelle  hyperbole  conjuguée  de  la 
précédente  (I). 

Cette  hyperbole  est  tracée  en  pointillé  sur  la  figure  148. 

Cette  hyperbole  étant  tracée,  pour  avoir  le  rayon  de  courbure 
d'une  section  normale  î:AB',  dont  la  trace  rencontre  cette  hyper- 
bole en  1',  il  suffit  de  prendre 

R  =  _AÏ^^ 

Ainsi,  le  rayon  de  courbure  d'une  section  normale  quelconque 
est  déterminé  en  grandeur  et  en  signe,  dès  qu'on  a  tracé  ces  denx 
hyperboles  conjuguées  asymptotes  aux  directions  asymptotiques 
AD  et  AD',  L'ensemble  de  ces  deux  hyperboles  s'appelle  encore 
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Viiidivutrice  l'eliitive  an  point  A.  Los  directions  des  axes  des  deux 
hyperl>oles,  AO'  et  An",  sont  les  directions  principules  en  A,  les 
rayons  de   courbure  correspondants 
"  R'  et  R"(riin  positif,  l'autre  négatif) 
sont  les  rayons  de   courbure  pn'nci- 
-.  paux  ;  les  centres  de  courbure  cor- 
respondants C  et  C"  (l'un  au-dessus, 
l'autre  au-dessous  de  A)  sont  les  cen- 
tres de  courbure  principaux. 
Fi^.  n(|.  Si     nous     prenons,    comme    axes 

coordonnées  [fig.  149),  les  axes  de 
l'indicatrice.  Ail'  et  Ail'',  la  quantité  s^,  s'annule  et  la  formule, 
donnant  R,  devient 


Bans  la  figure,  nous  supposons  '■|,>0;  alors  /,  est  négatif.  Poi 
to  =  0,  le  rayon  R  a  un  minimum  R'  donné  par 


R'  "' 

le  centre  île  courbure  correspondant  est  en  C.  Quand  »  aug- 
mente à  partir  de  zéro,  le  rayon  R  :^  Al  augmente,  le  centre  de 
courbure  C  de  la  section  ;AB  va  en  montant  sur  A;.  Quand  la 
trace  AB  du  plan  de  la  section  normale  coïncide  avec  la  direc- 
tion asymptotique  AD,  R  devient  infini,  C  s'éloigne  indéfiniment 
sur  A;. 

Si  le  plan  rAB  continue  à  tourner  dans  le  même  sens,  sa  trace 
AB'  rencontre  ensuite  l'hyperbole  conjuguée  V  et  on  a 

R=.— AT''. 


Le  rayon  R  est  d'abord  i 
nue  en  valeur  absolue  et,  po 
tlve  donnée  par  la  formule 


tif  cl  tri 


i  grand,  puis  il  dinii- 
pieud  la  valeur  néga- 


J_    _ 
R"""  ^  '"  ' 

a  section  ;AB,  d'abord  à  l'iiifin 
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SOUS  de  A,  monte  jusqu'à  la  position  C",  correspondant  à  la  sec- 
tion ;AI1",  La  valeur  de  R"  est  doi 
Si  le  plan  normal  continue  à  toui 
valeurs  dans  l'ordre  inverse. 

La  Tormiile  donnant  R  s'écrit  t 


relatif  pour  R. 
,  W  repasse  par  les  mêmes 


l 


1 


Il  peut  arriver,  en  particulier,  que  R"  =  —  R';  uk 
trice  est  formée  de  deux  hyperboles  équilatères  conjuj 


Troisième  cas . 
est  nulle  en  A. 
l'étjuation 


1^  —  xl  =  0.  —  Dans  ce  eus,  la  courbure  totale 
s  deux  directions  asymptotiqucs  définies  par 


ulo  AD.  Si  1 


nous  voyons  que  le  trinôme  du  deuxiè 
parfait,  qui  conserve  un  signe  constant 
quand  C9  varie.  Ce  trinôme  s'annule  pour 
une  seule  valeur  de  tangy,  correspon- 
dant précisément  à  la  direction  asymp- 
totique  unique  AD. 

Supposons, pour  fixer  les  idées,  r^>0. 
Alors  ^  est  toujours  positif;  toutes  les 
sections  normales  ;.\B  ont  leur  centre 

de  courbure  au-dessus  du  plan  tangent  a'Af/.  Pour  étudier  la 
variation  de  R,  portons,  sur  la  trace  AB  du  plan  de  la  section 
normale,  une  longueur  : 

:  =  01  =  \/R, 


et  cil 
que  ( 


■cho 


;  Iiî  li. 


Il  du  point  I.  On  Iroiivi;,  comme  plus  haut, 
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Ce  lieu  est  encore  une  conique,  ayant  son  centi'e  en  A  ;  mais, 
comme  cette  conique  est  du  genre  parabole, 

,;/„_,,/  =  (), 

elle  se  compose  de  deux  droites  parallèles.  C'est  ce  qu'il  est  aisé 
de  vérifier,  en  multipliant  l'équation  par  /■„  et  remplaçant  r^t^ 
par  Soi  l'équation  devient 


7-„X  +  s„Y  = 


tv'^ 


1  désignant  le 


équation  de  deux  droites  parallèles.  Ces  deux  droites  sont,  d'ail- 
leurs, parallèles  à  la  direction  asymptotique  unique  AD  qui  existe 
dans  ce  cas.  On  appelle  ce  système  de  deux  droites  V indicatrice 
relative  au  point  A,  Cette  indicatrice  étant  tracée,  le  rayon  de 
courbure  de  la  section  normale  rAB  s'obtient  eu  prenanl 

point  de  rencontre  de  l'indicatrice  avec  AB.  L'j 
dicatrice  a  encore  deux  axes  de  symétrie 
Tuu  AU'  perpendiculaire  aux  deux  droites, 
Tiiulre  An"  parallèle  aux  deux  droites  et. 
par  suite,  confondu  avec  AD.  Ce  sont  les 
directions  principales  :  les  rayons  de  cour 
bure  et  les  centres  de  courbure  corres- 
Fig.  iji.  pondants  sont  les  rayons  de  courbure  et 

les  centres  de  courbure  principaux. 
Prenons   les    directions    principales    An'  et    Ail"  pour    axes 
{fig.  151).  Alorss,  =  0,  eteomrae 

,■„/„  — .v  =  0. 


produit  ?■„ 

,  est  iml. 

Supposons 

r,  >  0,  alors 

/„  =  0.  On  a  donc, 

1 
R    ~ 

■.  cos>-f ,       R  —  AÎ 
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Pour  0  =  0,  H  passe  par  lin  min 

inuini  R-  donné  par 

1 

i-.-- 

le  centre  de  courbure  correspoiidiiul  est  en  C.  Quand  »  augmente, 
R  augmente,  le  centre  de  courbure  C  de  la  section  sAB  monte 

sur  kz,  et,  pour  »=  -7^ ,  R  est  infini.  Quand  s  croît  de  -^  à  ît, 

R  repasse  par  les  mêmes  valeurs  en  sens  inverse.  Actuellement, 
R  a  donc  un  minimum  R',  qui  est  l'u»  des  rayons  de  courbure 
principaux  et  pas  de  maximum.  On  peut  dire  qu'il  a  un  maxi- 
mum R"^3C  ,  ou  encore,  que  l'autre  ravon  de  courbure  principal 
est  infini. 

I.a  formule,  qui  donne  R,  devient,  dans  ce  cas, 

^-=-^eos-.. 

Rjîst-MÉ.  — -  Kn  résumé,  si  on  prend  pour  axes  les  deux  direc- 
tions principales  AD'  et  An"  et  si  on  appelle  R'  et  R"  les  rayons 
de  courbure  principaux  correspondants,  avec  leur  signe,  le  rayon 
de  courbure  R  d'une  section  normale,  dont  la  trace  AB  sur  le 
plan  tangent    Tait    avec   AU'  un    angle  -j,  est  donné   par   la   for- 


Dans  le  dernier  cas  que  nous  vonon 
formule  devient  alors 

il 

273.  Détermination  des  directions  principales  et  des 
rayons  de  courbure  principaux,  en  un  point.  —  Nous  venons 
de  voir  que,  pour  connaître  le  rayon  de  courbure  d'une  section 
normale  quelconque  passant  par  un  point  A,  il  suffit  de  con- 
naître les  directions  principales  An'  et  ATI",  en  A,  et  les  rayons 
de  courbure  principaux  R'  et  R''  correspondants.  Voici  comment 
on  peut  calculer  ces  éléments. 
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Les  axes  étant  supposés  rectangulaires,  mais  choisis  d'une  ma- 
nière quelconque,  nous  avons  trouvé,  pour  la  valeur  algébrique 
(lu  ravoji  de  ctiurlmic  R  d'une  section  normale,  dont  la  trace  AB 
sur  le  plan  tangent  a  pour  cosinus  di- 
recteurs a,  3, Y  : 


[{  = 


VU 


hrfi^ 


paux).  Ce  priiblème   ï 
recherche    du  niaxim 


()uaiid  on  lait  varier  AB,  R  varie  et 
Il  ^"agit  de  trouver  les  directions  de  AB 
rendant  R  maximum  ou  minimum  [ce 
seront  les  directions  principales)  et  les 
valeurs  maximum  et  minimum  de  R  (ce 
seront  les  rayons  de  courbure  pi'inci- 
raniène  au  problème  élémentaire  de  la 
et  du  minimum  du  quotient  de  deux 
entre  les  trois  cosinus  a,  ^,-',  la  relation 


nous  pouvons  donc 


VL+p'  +  :f 

Mais  011  a 

fN"  2G8; 

""l" 

elutioii  qui 

cs,,ri„,i.  ,|,K.  AB  c. 

donc 

.  le  plan  1 


R 


Le  deuxième  memijic  élaiit  lioiiuigèiie 
et  bas  par  a  el  liiisoiis 


quotient  de  deux  trinômes  du  deoxiiîrae  degrc 
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La  quantité  m  est  le  coefiicient  angulaire  de  la  projection  A|B| 
de  AB  sur  le  plan  horizontal.  Qiiand  le  plan  de  la  section  nor- 
male tourne  autour  de  la  normale  en  A,  sa  trace  AB  sur  le  plan 
tangent  tourne  autour  de  A  et  la  projection  AjB^  de  cette  trace 
tourne  autour  de  A,.  La  quantité  m  varie  de  — oc  à  +  co  .  It  s'agit 
de  trouver  les  valeurs  de  m,  rendant  R  u 
les  valeurs  maximum  ou  minimum  de  R. 


Directions  principales.  —  Les 
iiiint  ou  minimiim,  s'obtiennent 
leuxîènie  membre 


alei 


*   de  I 


rendant  R  i 


rappoi't  a  m  : 
ou,  en  réduisant, 


(10) 


i-[.;i- 


-  '/•)  -/"/']+'«  ['■  {1  +  '/■;  -  '  (1  +/'■;] 
+  /,,,— .(1 +;..;  =  0. 


Cette  équation  eam  a  deux  racines  réelles,  rit'  el  in'\  qui  sont 
les  coefficients  angulaires  des  projections  A^,ti',  et  Aillj'  des  direc- 
tions principales  AD'  et  An"  sur  le  plan  des  xi/. 

On  peut  déterminer  les  directions  principales  par  une  autre 
méthode,  quand  on  connaît  les  directions  asymptotiques  AD  et  AD' 
au  point  A.  Les  directions  principales  sont  alors  les  bissectrices 
des  angles  formés  par  les  directions  asymptotiques. 


Rayons  de  courbure  principal 


.  —  Si  l'oi 


la  quantité  S  est  r 
Or  Oii  a 


(11) 


S- 


s  temps  que  R. 


-!+/-■ 


Im^  -\-2sm  — 


et  il  faut  trouver  le  maximum  et  le  minimum  de  S.  A  une  valeur 
donnée  de  S,  la  relation  (11)  fait  correspondre  deux  valeurs  de  m. 

APPELL.  Annlysc,  .S 
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Pour  qu'une  valeur  JonnéedeS  soit  un  maxiiiuimoa  ini  mitiinuiin, 
il  faut  et  il  suffit  que  les  valeurs  correspond;\incs  de  m  soient 
égales. 

L'équation  en  m  est 

'«n(i+'y')-'S]+2«'[/^'/-*-s]+(i+/j'}-''S==o. 

Tour  qu'elle  iiit  ses  racines  égales,  11  faut  et  il  sulfit  que  l'on  ait 
ou,  en  ordonnant  et  changeant  les  signes, 

(12)        S^(,7— *■')  — S[(l+pV  +  (l  +  y^)'--:^/"/«] 

+  l+/+y'  =  0. 
Celle  équation  en  S  a  deux  racines.  S'  et  S",  qui  sont  le  maxi- 
mum et  le  minimum  de  S,  c'est-à-dire  de    ■  j^^.:zj=— 

Le  maximum  el  le  minimum  de  R  sont  donc 


R'= /!+/  +  / S',     R"  =  t/iH-/H-,5r^S^ 
On  a  ainsi  les  deux  rayons  de  courbure  principaux. 

274.  Courbare   totale.  —   On  appelle  courbure,  totale^  en  un 
point  d'une  surface,  la  quantité 
i 
K'ii"'  ■ 

Cette  quantité  est  égale  à 

1 

c'est-à-dire,  en  remphieant  S'S"  par  le   produit    des   racines  de 
l'équation  (12) 

On  voit  donc  que,  conformément  aux  définitions  déjà  posées, 
la  courbure  totale  est  positive,  négative  ou  nulle,  en  même  temps 
que  /■/  —  s*. 
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COrlIBLlIE   DES   COl-IiliF.S    TRACKES   SUR    CWE   SmFACE      |i) 

Les  surl'aces,  qui  sont  i\  courbure  totale   luillo,  eu  tous  leurs 
points,  sont  telles  qu'en  tous  leurs  points  un  ait 

>'ous  verrons  plus  tai'd  que  ce  sont  les  surfaceis  développahles. 

275.   Courbure  moyenne.  —  Ou    appelle  courbure  moyenne 
diiue  surfaee,  en  un  point,  la  quantité 


acile  à  exprimer  à  l'aide  des  coellicients  de  Téquatiou  donnant  S. 
Les  sui'laces  a  courbure  moije?ine  nulle  : 


W 


IV  +  R"=0, 


sont  les  surfaces  d'étendue  minimum. 

On  les  rencontre  dans  le  problème  de  géométrie  suivant  : 
lilant    donné  un  contour  fermé  dans  l'espace,  trouver,  parmi 
toutes  les  surfaces  continues  passant  par  ce  contour  et  limitées  par 
lui,  celle  quia  l'aire  la  plus  petite  possible . 

On  démontre  que  la  surface  répondant  à  la  question  est  une 
suri'ace  à  courbure  moyenne  nulle,  en  chaque  point.  On  peut  réa- 
liser physiquement  cette  surface,  en  construisant  le  contour  en 
fil  métallique  6n,  et  en  plongeant   ce    contour  dans    un  liquide 


visqueux  comme 


de   l'eau  de  savon;  si  on  retire  ensuite  le  con- 


tour, on  trouve  la  surface  d'itîre  minimum  réalisée  pur  une  lame 
liquide  fermant  le  contour. 

On  peut  remarquer  que,  pour  une  de  ces  surfaces,  l'indica- 
trice, en  chaque  point,  est  formée  de  deux  hyperboles  équîla- 
tères  conjuguées  :  ses  directions  asymptotlques  sont  rectangu- 
laires. 

276.  Exemple.  —  Soit  le  paraboloïdc   hyperbolique  équilalèje 


Cherchons  les  directions  principales  et  les  rayons  de  courbure 
principaux,  en  un  point  A  quelconque  de  la  surface  (fg.  15:!). 
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Acluellcnitnt,  nous  connaissons  les  diroclions  asymptotiqnes 
en  chaque  point  ;  on  cH'et,  le  plan  tangent,  en  un  point  A,  coupe 
la  surface  snivanl  deux  génératrices  rec- 
tilîgnes  AD  et  AD'  passant  par  A.  Cette 
.  intersection  est  une  courbe  îi  point 
double  et  les  tangentes,  en  A,  à  cette 
courbe,  c'est-à-dire  les  droites  AD  et 
AD'  elles-mêmes,  forment  les  direc- 
^  [,■;     ,-3^  tions    asymptotiques.     Les    directions 

principales,    en  A,   sont  donc    les  bis- 
sectrices An'  et  An"  des  angles  formés  par  les  génératrices  recti- 


lignes  passant  par  A.  Nous  avons  ac 

tnellement 

/'=--?.      '/  = 

•r. 

;■  = 

=0,       .9  =  1, 

'  =  0, 

L'équation  donnant 

li 

R 

'■• 

l'i- 
«st  ici 

■2Sj-,  +  1  + 

fl+r  +  j 

Elle  a  pour  racines 

S'  = 

■-xi/-i-V{\--\-^ 

•■•;!i+j';. 

S"  = 

=  1,  — l/(l+. 

c')(i  +  ,,";  . 

Les  deux  rayons  de  , 

coni'ljure  principaux  sont  ; 

dors 

R'  — S'1'14-. 

...+  ;,■,      R". 

'-=s"n+s' 

+  J' 

La  surface  a,  en  tous  s 

es  points,  une 

courbure  totii 

de  ni 

■gativ. 

Elle  a  iine  courbure  moyenne  nulle,  aux   points  appartenant 
lux  deux  axes  0^  et  Ov.  En  effet,  si  .r  ^  0  ou  ?/  =  0,  on  a 
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Ce  Tait  est  aisé  à  vérifier  géométriquement,  car,  en  un  point  A 
de  O.r,  par  exemple,  il  passe  deux  génératrices  du  paraboloïde  ; 
Tune  AD'  coïncide  avec  Occ,  l'autre  AD  est  perpendiculaire  aOj:. 

En  ce  point  A,  les  directions  asyniptotiques  sont  donc  rectan- 
gulaires. L'indicatrice  est  formée  de  deux  hyperboles  ê'/i/ihilères 
et  un  ,1  R'H-R":^0. 


ÉTUDE  GÉOMÉTRIQUE  D'UNE  SURFACE  AUTOUR  D'UN  POINT. 
AUTRE  DÉFINITION  DE   L  INDICATRICE 


277-  Dèiinition  géométrique  de  l'indicatrice.  —  Soit,  comme 

l'équation  d'une  surface  rapportée  à  une  normale  Ar  en  un  point 
quelconque  et  au  plan  tangent  en  ce  point. 

Soit  un  plan  A',  parallèle  au  plan  tangent  .fA*/,  situé  au-dessus 


de   ce    plan   à    une    distance   inllnimcnt  petite  AA'^r.    Ce  plan 
coupe  la  surface  suivant  une  certaine  courbe,  qui  se  projette  en 
vraie  grandeur  sur  le  plan  horizontal  (/î^'-.  154). 
L'équation  de  cette  projection  est 

ob  j  est  une  constante  positive  infiniment  petite.  Soit  M  un  point 
de  cette  courbe  voisin  de  A',  P  sa  projection  sur  le  plan  tangent 
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jAi/  :  construisons  lu  figure  homothctiquc  du  lieu  du  point  I',  eu 
prenant  comme  centre  d'homothétie  A  et  comme  rapport  d'Uo- 

1  1 

mothétie  la  quantité -^===-T=:-  Alors,  sur  chaque  rayouAP, 

il  TiUii  prendre  un  point  I  tel  que  : 

AI'  t/2T  ■"  2; 

Nous   allons  vérifier  que,  ;    étant  înfinimenl.  petit,  le  lieu  du 
point  I  est  une  conique,  ayant  pour  équation 

[])  ;-„X^H-25„XY-H/„Y'=l. 

ILn  effet,  le  point  Payant  pour  coordonnées  .r  et//,  et  le  point  i 
pour  coordonnées  X  et  Y,  ht  relation 


AP^AU''-ir. 

ionne,  imin 

édiaten 

enL, 

.^XV'2^,     u^YVÎT; 

en  portant 
,,ol„t  1>,  0, 

a,  poui 

urs  de  .V  et  tj  dans   l'équ 
lieu  du  point  I, 

-  ;(r,X'+2s„XY  +  r„V^;  +  .  4"  O ..)  ^  *'. 


Il  écrits  couticiineut  ;  — en  l'acteur.  Divi- 
sant cette  équation  par  ;  et  faisant  tendre  ^ 
vers  zéro,  on  obtient,  comme  lieu  du 
point  I,  la  conique  (I). 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  coupé 
la  surface  par  un  plan  parallèle  au  plan 
tangent,  placé  du  côté  des  ;  positifs. 

Prenons  de  même  un  plan  A",  parallèle 


au  plan  tangent  x\t/,  mais  du  côté  des  ;  négatifs  :  ce  plan  coupe 

la  surface  suivant  une  courbe,  dont  la  projection  est  représentée 

par  l'équation  (P),  où  j:  a  une  valeur  constante  négative  {fig.  155). 

Soit  M  un  point  de  cette  courbe,  P  sa  projection  horizontale; 

amplifions  encore  le  rayon  vecteur  AP  dans  le  rapport   ,-■■  ■■     ,,  et 
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nous  aurons,  comme  lieu  du  point  I',  la  conîqiio 
(r)  /■,X'  +  2s„XY  +  /„Y^-=—  1. 

En  ciTct,  on  a  iictuollemoul 

en  portant  diins  Téquation  (P),  divisant  par  r.  et  faisant  teindre  5 
vers  zéro,  on  obtient  l'équation  de  la  conique  {¥).  L'ensemble 
des  deux  coniques  (I)  et  (F)  forme  l'indicatrice  de  la  surface  au 
point  A.  La  partie  (1)  de  l'indicatrice  provient  des  plans  sécants, 
parallèles  au  plan  xKy  du  côté  des  z  positifs,  l'autre  partie  (F) 
provient  des  plans  sécants,  parallèles  au  plan  ocKy  du  côté  des 
z  négatifs. 

On  a  donc  ainsi  un  moyen  simple  de  définir  les  indicalrires  en 
un  point. 

278.  Rayon  de  courbure  d'une  section  normale.  —  Soit  AB 
la  trace  d'une  section  normale  et  supposons  que  cette  section 
soit  une  courbe  AM  tournant  sa  concavité  vers  le  haut  (^fig.  154). 
La  droite  AB  étant  tangente  en  A  à  la  courbe,  et  MP  étant  la  dis- 
tance de  M  au  plan  des  xy,  le  rayon  de  courbure  en  A  est  posi- 
tif, et  a  pour  valeur  {N"  225) 

R  =  Ho,^M!L..-ll,n^. 
2  _M1'  2  :; 

Soit,  sur  AB,  le  point  I  de  rindlcatrice  défini  par  îu  relation 

On  a  alors 

R  =ri'  ; 
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on  retrouve  ainsi  la  représentation  du  rayon  do  courbure,  à  l'aido 
de  l'indicatrice. 

Soit,  de  même,  AB  la  trace  d'une  section  normale  tournant  sa 
concavité  vers  le  bas  {fig.  155),  M  un  point  de  cette  section  voisin 
de  A,  P  sa  projection.  La  valeur  absolue  du  rayon  de  coinliure 
de  cette  section,  en  A,  est 


lir 


AP 


Mais,  d'après  nos  conventions,  ce  rayon  de  courbure  doit  être 
regardé  comme  négatif.  On  a  donc  : 

2  MF 

Comme  la  distance  ilP  est  égale  à  —  r,  z  désignant  l'ordonnée 
de  M  qui  est  négative,  on  a  encore 

Mais,  pour  définir  le  point  I'  de  l'indicatrice,  on  a  pris 

,  ÂI*^ 

AF'  =  rLm     _:,       • 

On  a  donc 

R  =  — Âï". 

279.  Rematiqi.'e.  —  On  peut  présenter  ces  résultats  de  la  laçon 
suivante.  En  coupant  une  surface  par  un  plan  parallèle  au  plan 
tangent,  en  un  point  non  singulier,  à  une  distance  infiniment 
petite  de  ce  plan,  et  regardant  la  courbe  d'intersection,  au  voisi- 
nage du  point  de  contact,  avec  une  loupe  d'un  grossissement 
infini,  on  aperçoit  une  conique,  ayant  le  point  de  contact  comme 
centre.  Cette  conique  est  l'indicatrice  :  c'est  une  ellipse,  une 
hyperbole  ou  un  système  de  deux  droites  parallèles,  suivant  que 
la  courbure  totale  de  la  surface  au  point  considéré  est  positive, 
négative  ou  nulle.  Les  axes  de  cette  conique  donnent  les  direc- 
tions principales  de  la  surface  au  point  considéré;  ses  directions 
asymptoliques  donnent  les  directions  asymptotiques  de  la  surface 
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lui  point  considéré;  elles  coïncident  avec  les  tangentes,  au  point 
de  contact,  à  l'intersection  de  la  surface  par  le  plan  tangent. 

280.  Ca.8  p&rticulier  des  surfaces  du  deuxième  ordre.  —  T^es 
théorèmes  précédents  sont  alors  évidents,  car,  dans  une  surface  du 
deuxième  ordre,  les  sections  faites  par  des  plans  parallèles  sont 
liomothétiques.  Donc,  dans  une  de  ces  surfaces,  pour  obtenir  une 
courbe  homothétique  de  la  section  de  la  surface  par  un  plan 
parallèle  à  un  plan  tangent  et  infiniment  voisin  de  ce  plan,  il 
suffit  de  prendre  la  section  de  la  surface  par  un  plan  parallèle 
au  plan  tangent,  a  une  distance  finie  de  ce  point  convenable- 
ment choisie,  et  de  part  et  d'autre. 

Il  est  évident,  d'après  cela,  que,  pour  un  ellipsoïde,  l'indicatrice 
en  un  point  est  une  ellipse  ;  pour  un  hyperboloïde  à  une  nappe, 
elle  est  formée  de  deux  hyperboles  conjuguées,  ayant  pour  direc- 
tions asyiliptotiques  les  génératrices  du  point  de  contact  ;  jjour 
un  cylindre,  elle  est  formée  de  deux  droites  parallèles  à  la  géné- 
ratrice de  contact. 

281 .  Usage  de  l'indicatrice  pour  la  détermination  des  tan- 
gentes à  l'intersection  de  deux  surfaces  tangentes  en  un 
point.  —  Quand  deux  surfaces  sont  tangentes,  en  un  point  A, 
elles  se  coupent,  en  général,  suivant  une  courbe  ayant  un  point 
double  en  A.  Supposons  qu'on  ait  construit  les  indicatrices  des 
deux  surfaces  en  ce  point,  courbes  qui  sont  situées  dans  le  plan 
tangent  commun  en  A.  On  a  alors  le  théorème  suivant  ; 

Les  ta/ige/i/es  à  l'intersectio/i,  an  point  A,  sont  les  diamè/res 
communs  aux  indicatrices  des  deux  surfaces. 

En  effet,  prenons  le  point  A  comme  origine  et  comme  axe  As 
la  normale    coinnuine  aux  deux  surfaces.    Les    équations   de   es 


surfaces  sont 

(S) 

■-  =  T2-('ï'-*+2.,«J  +  '..'/')- 

(S.) 

:  =  ^j-(.Vi'  +  2  j,xi/  -+t,,j') 

Pour  obtenir  la  projection  de  l'intersecllon  de  ces  deux  sur- 
faces sur  le  plan  des  xy,  il  faut  éliminer  z  entre  ces  deux  équa- 
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e  fait  en  les  retranchant  membre  ii  memln-e.  On  :i 
c  projection  de  l'intersection 

0  =  ('■»—  'O^'  +  2  (s„~s,) .r-/+  V„  -  /J  !/'  + . , . 

Les  termes  de  moindre  degré  étant  du  deuxième  degré,  lu 
courbe  présente  un  point  double  il  l'origine  A.  Le  plan  des  xy 
étant  tangent  aux  surfaces,  en  A,  les  tangentes  il  la  courbe  d'inter- 
section dans  l'espace,  nu  point  A,  se  confondent  avec  les  tangentes 
à  sa  projection  :  ce  sont  donc  les  deux  droites  représentées  par 
l'équation 

Or  CCS  droites  sont  précisément  les  diamètres  communs  aux 
deux  indicatrices 

/■,X^  +  2sjXY  +  /jV^  =  ±l, 

où  les  signes  des  deuxièmes  membres  se  correspondent.  En  ellel, 
pour  avoir  les  diamètres  communs  à  ces  deux  coiiifjnes,  il  sullil 
de  retrancher  leurs  équations  membre  ii  membre,  ce  qui  donne 
l'équatîon  des  tangentes  écrite  plus  haut. 

Si  les  indicatrices  des  deux  surfaces,  en  A,  n'ont  pas  de  points 
réels  communs,  les  deux' tangentes  sont  imaginaires,  le  point  A 
est  un  point  isolé  pour  l'intersection  des  deux  surfaces. 

282-  Paraboloïde  osculateur.  Tore  oscillateur.  —  Une  sur- 
face étant  rapportée  à  un  de  ses  points  A  pris  comme  origine  et 
il  la  normale  en  ce  point  comme  axe  des  z,  on  peut,  en  déve- 
loppant .;  par  la  formule  de  Mac-Laurin,  écrire  l'équation  de  la 
surface  sous  la  forme 

(S)  ==i(,vr'  +  2,v«.?  +  '.;;')  +  -- 

La  loi  de  la  coiirbure  des  sections  normales  faites  autour  du 
point  A,  et,  par  conséquent,  la  loi  de  la  courbure  de  toutes  les 
sections  planes  passant  par  A,  ne  dépend  que  des  coefficients 
''o'®»'  ^n-  Cette  loi  est  donc  la  même  pour  une  deuxième  surface 
tangente  à  la  première  au  point  A  et  pour  laquelle  r^,s„,t.^  ont 
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los  mêmes  valeurs.  C'est  ce  Cjn'on  voit  avisai  par  lii  géométrie, 
eii  remar([oaiit  que  la  variation  du  rayon  de  courbure  des  sec- 
tions normales  est  représentée  à  l'aide  de  l'indicatrice. 

/■„X^  +  2  s„XY  +  /,  Y' = it  1  ; 

cette  indicatrice  ne  dépendant  que  de  r„,  s„,  /„,  deux  surTaces  lau- 
genles,  en  A,  pour  lesquelles  ces  trois  coefficients  ont  les  mêmes 
valeurs,  ont  les  mêmes  indicatrices,  et,  par  suite,  deux  sections 
normales  ou  deux  sections  planes  quelconques,  faites  par  un 
même  plan  dans  les  deux  surfaces,  ont  même  rayon  de  courbure, 
en  A. 

Ainsi,  au  point  de  vue  de  l'étude  de  la  courbure  des  sections 
planes  passant  par  A,  on  peut  substituer  a  une  surface  une 
autre  surface  tangente,  pourvu  que  ;■„,»„,?„  soient  les  mêmes, 
ou  encore,  pour^'u  que  les  directions  principales  et  les  rayons  de 
courbure  principaux,  eu  A,  soient  les  mêmes. 

Voici  deux  façons  simples  de  réaliser  cette  substitution. 

Paraboloïde  osculateur.  —  ("onsidérous  lu  surface 

obtenue  en  supprimant  dans  le  développement  (S)  tous  les  ternies 
suivant  le  groupe  des  termes  du  deuxième  degré.  Cette  équation 
définit  un  paraboloïde  qu'on  nomme  paraboloïde  osculateur  ii  la 
surface  en  A.  Dans  le  voisinage  de  A,  on  peut  substituer  à  la  siir- 
l'ace  un  petit  fragment  de  ce  paraboloïde  ;  la  loi  de  la  courbure 
des  sections  planes  n'est  pas  altérée. 

Si  on  prend  pour  axes  A^  et  A^,  les  directions  principales  Ail' 
et  An"  et  si  on  appelle  R'  et  R"  les  deux  rayons  de  courbure 
principaux,  ou  a 

l'équation  du  paraboloïde  osculateur  est  donc  alors 

(P)  ==W  +  W' 
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Ce  pai'aboloïde  est  elliptique  on  hyperbolifiue,  suivant  que  la 
surface  est  à  courbure  totale  positive  ou  négative.  Dans  le  cas  où 
la  courbure  totale  est  négative,  les  directions  asyinptotîqucs  de 
la  surface  S,  eu  A,  coïncident  avec  les  génératrices  rectilignes  du 
pai-aboloïde  osculateur  P  passant  par  A. 

Si  la  courbure  totale  de  la  surface  S  au  polut  A  est  nulle, 
R'=rTQo  et  le  paraboloïde  osculateur  devient  un  cjlîudre  parabo- 
lique 

tangent  au  plan  des  j'y  suivant  la  droite  unique  avec  laquelle  se 
confondent  alors  les  deux  directions  asymptotiques  de  la  surface 

donnée  S. 


Tore  osculateur. — ■  On  peut  aussi  construire  facilement  un  1 
ayant,    eu   A,  mêmes  directions  principales  et  mêmes  rayons 


de 


n-bure  principaux  que  la  surfac 
Soient  AD'  et  Ail"  les  directions  principales,  C  et  C"  les  centres 
de  courbure  principaux  correspondants.  Dans  le  plan  de  section 


principale  zKW,  traçons  le  cercle  de  centre  C  et  de  rayon 
C'A=R'.  Dans  le  plan  de  section  principale  zKR",  traçons,  de 
même,  le  cercle  de  centre  C"  et  de  rayon  C"A=R".  Supposons 
ensuite  qu'on  fasse  tourner  le  cercle  C"  autour  d'un  axe  C'F, 
mené  par  C  perpendiculairement  au  plan  du  cercle  C,  Nous 
engendrons  ainsi  un  tore,  qui  est  tangent  à  la  surface  donnée 
eu  A.  En  outre  ce  tore  a,  en  A,  les  mêmes  directions  principales 
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An'etAII"  que  la  surface  donnée  :  cela  est  évident,  par  raison  de 
symétrie,  car  la  droite  AD'  est  tangente  à  l'équateur  du  tore 
en  A  et  ATI"  au  méridien.  Enfin  ce  tore  a,  en  A,  les  mêmes  rayons 
de  courbure  principaux  que  la  surface  proposée,  car  les  deux 
sections  principales,  en  A,  étant  l'équateur  et  le  méridien,  leurs 
centres  de  courbure  sont  les  centres  C  et  ÇJ'  de  ces  deux 
cercles . 

Nous  avons  figuré  ce  tore  [fig.  15G,  I  et  II),  en  supposant  suc- 
cessivement que  la  surface  est  a.  courbure  totale  positive  ou  néga- 
tive. 

Si  la  surface  est  il  courbure  totale  nulle,  R'=^x  ,  le  tore  se 
réduit  à  un  cylindre  de  révolution  ayant  pour  base  le  cercle  C", 
tangent  au  plan  des  xij  le  long  de  An'. 

283.  Application.  Rayon  de  courbure  de  la  projection  d'une 
courbe.  —  Soit  une  courbe  g-aucho  AB  que  l'on  projette  orthogo- 
nalement  sur  un  plan  Q  en  ab  :  désignons  par  AÎV'  la  normale 
principale  it  la  courbe  au  point  A,  par  p  le  rayon  de  courbure  de 


la  courbe  en  A  et  par  AT  la  tangente  :  cette  tangente  se  pro- 
jette en  ai;  nous  appellerons  ^  l'angle  de  AT  avec  sa  projec- 
tion at.  Considérons,  d'autre  part,  le  cylindre  projetant  la  courbe 
AB,  et  appelons  AN  la  normale  en  A  à  ce  cylindre,  9  l'angle  NAN'. 
Le  cylindre  constitue  une  surface  S  sur  laquelle  est  tracée  la 
courbe  AB;  et,  d'après  le  théorème  deMeusnier,  le  rayon  de  cour- 
bure p  de  la  courbe  AB  est  égal  au  rayon  de  courbure  R  de  la 
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seclioii  noriiiali?  l'aîte.  cliins  le  cylindre,  par  le  plan  TAN  multiplie 
par  co.  9 

[i)  c  =  Rcose. 

11  s'agit  de  calculer  maintenant  le  rayon  de  courbure  R'  de  lu 
courbe  ab  en  a,  c'est-à-dire  le  rayon  de  courbure  d'une  section 
droite  quelconque  du  cylindre.  Menons  la  section  droite  du 
cylindre  piissant  par  A,  AE  :  soit  KW  la  tangente  à  cette  courbe 
en  A,  An"  la  génératrice  «A  prolongée  :  ces  deux  droites  Ail' 
et  Atl"  sont  les  directions  principales  du  cylindre  en  A,  car  l'indi- 
catrice du  cylindre,  en  A,  est  réduite  ii  deux  droites  parallèles  ii  la 
génératrice.  Les  rayons  de  courbure  principaux  du  cylindre,  au 
point  A,  sont  :  le  rayon  de  courbure  R'  de  la  section  noi-male  AK 
menée  par  AQ'  et  le  rayon  de  courbure  R"  =00  de  lu  section 
normale  menée  par  AU".  La  section  normale  NAT  a,  sur  le  plan 
tangent  au  cylindre  en  A,  une  trace  AT  faisant  avec  An'  l'angle  »  ; 
le  rayon  de  courbure  R  de  cette  section  est  donc  donné  par  la 
formule  (N<*  272) 

__!_  _  J_       ,  1      .   ^ 

"R"  ~  -Jv '■"'"'■?+ Tï^""''-f' 

ou,  comme  R"  =- x  , 

Kllniinant  R  entre  les  deux  relations  (i)  et  (2),  on  a 


Cette  formule  donne  le  rayon  de  courljiue  de  la  projection  au 

Cas  PAUTicLLiKiis.  —  l"  Si  le  plan  de  projection  Q  est  paral- 
lèle à  la  tangeute  AT,  on  a  «=^0,  d'où 
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2"  Si  le.  plan  de  projection   est  perpendiculaire  au  plai 
lateui'  en  A  à  AB  sans  l'être  à  la  tangente  AT,  oii  a  G  =; 

la  projection   présente    alors  une  inflexion  en    a,    ce  qu< 
avons  démontré  déjà  d'une  autre  manière  (N"  170). 
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CHAPITRE   XVI 

LIGNES  PARTICULIÈRES   TRACKKS  SUR  UNE  SURFACE 


ONES   DE  COUBBUSE 


284-  Définition.  —  On  appelle  ligne  de  courbure  d'une  surface 
une  ligne  tracée  sur  lu  surliice  de  telle  façon  que  les  normales  à 
la  surface  le  long  de  cette  ligne  forment  une  surface  décelop- 
pable,  c'est-à-dire  aient  une  encelopjjc.  ^oas  allons  former  l'équa- 
tion différentielle  des  lignes  de  courbure.  Nous  en  conclurons 
que,  par  chaque  point  d'une  surface,  il  passe  deux  lignes  de 
courbure  tangentes  aux  directions  principales  en  ce  point. 

285.     Equation    diiférentieUe    des   lignes  de   courbure.  — 

Soit  une  surface  ayaiU  pour  équa- 
ti(in 

si,  sur  cette  surface,  on  considère 
une  ligne  de  courbure  L',  les  coor- 
données d'un  point  A  de  cette  ligne 
peuvent  être  regardées  comme 
des  fonctions   d'un    même   para- 

X  =  'fQ.),     !/  =  '\>Q-),     z=f[:r,ij). 

Appelons,  comme  précédemment, yi,  q,  )',  s,  t  les  dérivées  par- 
tielles premières  et  secondes  de  z,  par  rapport  à  x  et  y.  Ces 
dérivées  sont  des  fonctions  de  x  et  y,  et,  par  suite,  le  long  de  la 
ligne  de  courbure,  des  fonctions  de  Â  par  l'intermédiaire  de  jr  et  y. 
Quand  ).  croit  de  d\,  le  point  A  subit  un  déplacement  infiniment 
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petil  AA'j  X  et  y  croissant  Jc^/.i'  et  (///,  -.  f  et  ij  croissent  c!e  leurs 
difl'éreiiti elles    : 

,/.=,«/,.■+,,/.(,, 

,l,l-:=.„h  +  „l,j. 
Los  ér[ualioiis  dclanorm^ik  A\  it  lu  surlacp,  au  point  A  [a,  y,  z], 
X  — .1-   _    Y— y    _   ■/.—  -. 

—j,     '^— — -irr- 

OU,  en  égalant  les  deiiK  premiers  rapports  au  troisième, 
(1)  X  =  -/.Z +  ,,■+/;., 

Dans  ces  équations,  .r,  ij,  z,  p  et  y  sont,  le  long  de  la  ligue  de 
coui'bure,  des  i'ouctions  <le  À.  Nous  devons  exprimer  que  la  nor- 
male (1)  engentli'e  une  surl'ace  développable.  Or,  les  équations 
d'une  droite  étant  mises  sous  la  l'orme  : 

X  =  rtZ  +  //,      Y=./.Z  +  X-, 

oii  fl,  h,  h,  k  sont  fonctions  d'un  paramètre  a,  pour  i[ue  cette 
droite  engendre  une  surface  développable,  il  faut  et  il  sullit  que 
les  deux  cqiuitions  dérivées 

,-2)        o=z-4^+4^.  o=z4^+4î-. 

lit.  dl.  (!/.  di. 


eut,  pour  /.,  la 


1^  ^  'IT' 


Comnio,  dans  les  équations  l  ,  ou  a 

»  =  —  /'■      *=  —  '/,  *=.»■+/;;.      k-^y+qz, 
la  condition  ulioi'cln'e  est  : 

''l-f+p-'  _  •'[ij  +  r-] 

dp  -        d., 
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\ia  développant,  ou  n  : 

tLc  -\-  pdz  -\-  zdp         1.1  ij  -\-  (jdz  +  zdq 


'11' 

■H 

Imant  les  doux  loi 

■11,0,  f  ,'mx    "''' 

,lp 

cl,i  +  ,i,h. 

(3) 

Si  l'on  remplace  dz,  dp,  dq  jiui'   leiii's   exprcsslivns  ci-dessns, 
la  condition  (3)  devient 

(1  -^p") dx -\-pqdij  ^     p'idx^[i^q-)d!i 
rdx:  +  sdy  '  sd.i  -\-  idij 

Kn  chassant  les  dénominateurs,  on  voit  qtie  cette  éc[ualion  est 
du  deuxième  degi'é  en  dx  et  dij.  FJle  prend,  en  elïct,  la  forme 

(4)  di,\{V^,f)s -pqi]  +  dxd,j [{i  +  q')  /■  -  ( l  ^-p')  1 1 

+  rf^.^[/>y,— (l+/)«]=0. 

Kn  divisant  par  t/,f',  on  obtient  une  équation  du  deuxième  degrc 
en  -p-  .  Ce  résultat  montre  que,  par  chaque  point  de  la  sui-fuce, 

il  passe  deux  lignes  de  coiirhure.  En  effet,  si  on  projette  le  p<)înt  K 
sur  le  plan  horizontal,  en  A,,  et  la  ligue  de  courbure  en  Li,  la 
tangente  Ail'  à  la  ligne  de  courbure,  en  A,  se  projette  horizon- 
talement, suivant  la  tangente  S.^[  à  la  projection  L|.  Le  rap- 
port ~  est  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente,  en  Aj,  ii  la  pro- 
jection L;  de  la  ligne.  Les  coordonnées  x  et  ij  du  point  A,  étant 
données,  les  quantités  ',p,  q,  i\  s,  I  sont  déterminées,  et  l'équa- 
tion (4)  donne  pour -5— deux  valeurs  :  par  le  point  A,,  passent 
donc  les  projections,  h[  et  L,',  de  deux  ligues  de  courbure,  tan- 
gentes aux  deux  droites  A,n[  et  A,  II",  dont  les  coefficients  angu- 
laires sont  racines  de  l'équation  (4) .  Cette  équation  s'appelle  Vè</fm- 
lion  différentielle  de  la  projection  des  lignes  de  courbure  sur  le 
plan  desxy. 
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286-  Théorème  I.  !,es  deux  lignes  de  courbure,  passant  par 
un  point  S.  d'une  sui-face,  ont  pour  tangentes,  en  ce  point,  les  deux 
directions  principales  Atl'  et  Aïl" . 

Pour  démontrer  ce  théorème,  portons  l'origine  au  point  A 
(Voyez  figure  147  ou  149  ou  151)  en  prenant  comme  axe  des  z  la 
normale  en  A,  comme  axes  des  x  et  des  i/,  les  direclions  princi- 
pales au  point  A.  Alors  (N°  272)  p,  q,  s  deviennent  nuls,  /■  et  t 
prennent  des  valeurs  *■„  et  t^.  L'éqnation  du  deuxième  degré  (4), 
donnant  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  aux  projections 
horizontales  dos  deux  lignes  de  courbure  passant  par  A,  devient 

[l^—r;;)dxd!i  =  0. 


elle  donne  doii^ 


L'une  des  tangentes  aux  lignes  de  courbure,  passant  par  A,  est 
donc  l'axe  Ai/  ou  AQ",  et  l'autre  l'axe,  kx  ou  Ail'. 

Autre  démonsthation.  —  Sans  faire  le  changement  d'axos  ci- 
dessus,  nous  pouvons  démontrer  le  théorème  comme  il  suit.  Si, 

dans  l'équation  dudeuxiéme  dL-gré  (4),  nousremplaçons  -j~  par  m, 

cette  équation  devient 

m'^[{\  +  rj^)s—pqt]-^m.\{ï^f)r~{i+f)t]^ 
pqr~{i-\-p^)s  =  0. 

On  reconnaît  alors  qu'elle  est  identique  a  l'équation  du  X"  27^S, 
donnant  les  coeflicients  angulaires  des  projections  A,n|  et  Ajl!,' 
des  directions  principales  sur  le  plan  des  xy  {fig.  152-158).  Les 
lignes  de  courbure  sont  donc,  en  projection,  tangentes  à  AjUJ 
et  A,n",  et,  sur  lu  surface,  elles  sont  tangentes  aux  directions 
principales  Ad'  et  Ali  ". 

28T.  Théorème  II-  — -Soit  AN  la  normale,  en  A,  a  lu  surface  ;  par 
le  point  A,  passent  deux  lignes  de  courbure  L'  cl  L"  (^fig.  158). 
Si  le  point  A  décrit  la  ligne  L',  hi  normale  à  la  surface  enve- 
loppe une  certaine  courbe  :  soit  C,  le  point  de   contact  de  AN 
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avec  cette  enveloppe.  Si  le  point  A  décrit  la  ligne  L",  la  nomiiilc 
k  la  surface  a,  de  même,  une  enveloppe  :  soit  C",  le  point  de  con- 
tact de  AN  avec  cette  deuxième  enveloppe. 

Les  points  C  et  C"  sont  ïes  deux  centres  de  courbure  p/i/icipauv 
relatifs  au  point  A. 

Quand  une  droite  mobile 

X  =  «Z  +  //,     l  =  l/L-\-k, 

dont  les  coefficients  dépendent  d'un  paramètre  X,  aune  enveloppe, 
les  coordonnées  du  point  de  contact  de  la  droite  avec  son  enve- 
loppe vérifient  les  équations  dérivées  par  rapport  it  / 

Le  Z  du  point  de  contact  est  donc  donné  par  les  deux  équa- 
tions compatibles 

0  =  7.da  +  dh ,      0  =  VAh  +  dk . 
Actuellement,  il  s'agit  de  l'enveloppe  des  normales 
X=— ;;Z  +  .r  +  /j;,     Y^  — ./Z-h^  +  y-^. 

Le  Z  du  point  de  contact  de  la  normale  avec  son  enveloppe  est 
donc  fourni  par  les  équations  compatibles 

0  =  —  Z^/;+(;(.r +/?:),     ()=:  —  7.dq-]-d{'j  +  <i-), 

ou,  en  développant, 

(6)  0  ^  —  Z  {rdd:  -f-  sdi/)  +  dx  -^-pdz  -H  zdp, 
0  =  -^'L{sdx  -^  idy)-\-  dij  -^  (pi  z  -h  zdrj . 

Portons  alors  l'origine  au  point  A  et  prenons,  comme  plus 
haut,  pour  axes  la  normale  AN  et  les  deux  directions  princi- 
pales An'  et  An".  Nous  aurons 

_-^  =  0,     /;  =  0,     (j  =  0,     .v  =  0, 

;'  et  t  prenant  des  valeurs  r^  et  Z^. 

Les  équations  (6),  donnant  le  Z  du  point  de  contact  de  la  nor- 
male AN  avec  son  enveloppe,  deviendront  alors 

(7)  0=~2i;ds-hdx,     0  =  —  7.t„d>j  +  d,j. 
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Si  on  déplace  lu  normale,  le  long  de  la  ligne  de  courbure  U, 
tangente  à  Tiixe  des  jc,  on  a  dy  =  0,  dx  étant  différent  de  zéro. 
La  deuxième  des  équations  (7)  est  identiquement  satisfaite  et 
la  première  donne  pour  le  7,  du  point  de  contact  C 

1 


Z  =  R'., 

R'  étant  le  rayon  de  courbure  principal  correspondant  à  la 
direction  principale  AU'.  Le  point  de  contact  C  est  donc  bien 
le  centre  de  courbure  principal,  relatif  à  la  direction  princi- 
pale AU'. 


De  même,  si 

i  on   déplace  la  normale,  le  Ir 

mg  de  1,1 

>  ligne  L", 

,   première  de 

s  équations  (7)  est  identique, 

la  deux!. 

ème  donne 

'est-k-dire 

Z=R", 

Le  Lhcorèmc 

est  donc  démontré. 

288.  Résumé.  —  En  résumé,  les  lignes  de  courbure  d'une  sur- 
face forment  deux  familles  de  courbes,  L'  et  h",  se  coupant  respec- 
tivement a  angle  droit.  En  chaque  point  A  de  la  surface,  les 
directions  principales,  Alï'  et  Ail",  sont  les  tangentes  aux  deux 
lignes  de  courbure  passant  par  ce  point,  et  les  centres  de  cour- 
bure principaux  de  la  surface,  en  A,  sont  les  points  où  la  normale, 
en  A,  touche  les  deux  courbes  qu'elle  enveloppe,  suivant  qu'on 
déplace  son  pied  sur  la  ligne  L'  ou  la  ligne  L". 

On  voit  que  la  connaissance  des  lignes  de  courbure  d'une  sur- 
face entraîne  la  connaissance  de  tous  les  éléments  nécessaires 
à  l'étude  de  la  courbure  de  la  surface  en  chacun  de  ses  points. 

Remahqïik.  —  11  faut  bien  remarquer  que  C  et  C"  sont  les 
centres  de  courbure  des  sections  normales  de  la  surface  menées 
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par  Ail'  et  Ail"  {Jlg.  158),  et  non  les  centres  de  courbure  des 
deux  lignes  de  courbure.  D'après  le  théorème  de  MeusnJer.pour 
déterminer  le  centre  de  courbure  de  la  ligne  L',  en  A,  il  faudrait 
connaître  le  plan  osculateur  P  à  cette  courbe,  en  A,  et  projeter 
ensuite  le  point  C,  centre  de  courbure  de  la  section  normale,  sur 
le  plan  P. 

Le  lieu  des  points  C  est  une  développée  de  la  ligne  de  cour- 
bure \J,  puisque  ce  lieu  est  l'enveloppe  d'une  suite  de  nor- 
males à  \J .  De  même,  le  lieu  des  points  C"  est  une  développée 
de  L". 

289-  Lignes  de  courbure  d'un  paraboloïde  hyperbolique 
équilatère.  —  Soit  lii  surfiice 


L'équation  différentielle  de  la  projection  des  ligues  de 
luro  sur  le  plan  des  xy  étant,  en  général, 


//x  +  pdz  (II/  -\-  i/dz 

devient  aetucllement 


''Il 


Chassant  le  dénominateur  et  réduisant,  nous  av' 
y  +  .^')d,j'~{a'+,j')dx-=IS. 

équation  du  deuxième  degré  en  -—  .  Ou  en  tire 

dx    -V.-i+F' 


En  intégrant  cette  équation  différentielle,  on  a  l'équation,  en 
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I.ICyES   DE   COURBURE 


l.ermcs  iiiiis,  île  la  projection  des  lignes  de  courbure  sur  le  pliiii 
des  .17/.  l'.n  s6p;ii';mt  les  variables,  on  peut  éprirc 


1  intégriuit, 

iog(.c+i/;^ 


.r^)±log;y  +  l/«^+,/-  =IogK, 


K  désignant  une  constante  arbitraire. 

Suivant  le  signe  choisi,  on  ;»  l'un  ou  l'autre  des  deux  sjsLènies 
de  lignes  de  courbure. 

Le  signe  +  donne,  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres, 


et  le 


:.+^â 


des  deux  iaiiillles  de  ih 


lins!  les  projections  horii 
ourbure. 


290.  Lignes  de  courbure  des  surfaces  de  révolution. 
une  surface  de  révolution,  les  lignes  de  eourlinre  sont  le 
IHes  et  les  méridiens. 

En  effet,  considérons  une  sur- 
i'ace  de  révolution,  d'axe  Ox  et 
de  méridienne  AM,  Les  nor- 
males à  la  surface,  le  long  d'uu 
parallèle  quelconque  AP,  for- 
mentnncônc  dont  le  sommet  (]' 
est  sur  l'axe  de  révolution.  Elles 
engendrent  donc  une  surface 
développable,  dont  l'arête  de 
rebroussement  est  le  point  C 

ifië-  159)-  i-i.'.  '^'0- 

De  même,  les  normales  à  la 
surface,  le  long  d'un  méridien  AM,  sont  dans  le  plan  du  méridien . 
Elles  ont  donc  une  enveloppe,  qui  n'est  autre  chose  que  la  déve- 
loppée plane  de  la  méridienne,  et  le  point  de  contact  C"  d'une 
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normale  AN  avec  celle  ciiveloppc,  est  le  centre  Je  coiirbui'c  de 
la  méridienne,  au  point  A  (N*264;. 

D'après  cela,  en  un  point  A  d'une  surface  de  révolution,  les 
directions  principales  sont  les  tangentes  An'  et  Ail"  au  méri- 
dien et  aw  parallèle  passant  par  A,  et  les  centres  de  courbure 
principaux  correspondanta  sont  :  1"  le  point  C,  oii  la  normale, 
en  A,  coupe  l'axe  de  révolution,  2"  le  point  C",  centre  de  cour- 
bure de  la  méridienne  au  point  A. 

Par  exemple,  si  l'on  considère  la  surface  de  révolution  engon- 
dvée  par  une  chaînette 


tournant  autour  de  l'axe  Ox,  les  centres  de  courbure  principaux, 
en  un  point  A,  sont  :  l'un  sur  l'axe  O.r,  en  C,  l'autre  au  centre 
de  courbure  C"  de  la  cliainette.  Comme  le  rayon  de  courbure 
d'une  chaînette  est  égal  à  la  normale  ÇS"  220),  on  a  AC  =  AC", 
les  deux  rayons  de  courbure  principaux  sont  égaux  et  de  signes 


=  0, 


et  la  surface  a  une  coi. 
a    ainsi    un    exemple 


ire  moyenne  nnlle  en  chaque  point.  On 
nple    de    surface    d'étendue 


développables.  —  Sur  une  surface  dcvclop- 
pable,  les  lignes  de  courbure  sont  consti- 
tuées par  les  génératrices  l'ectilignes  et  les 
trajectoires  orthogonales  de  ces  généra- 
trices, c'est-à-dire  les  développantes  de  l'arête 
de  rebroussement. 

En  effet,  le  plan  tangent  étant  le  même 
tout  le  long  d'une  génératrice  M, M,  les  nor- 
males à  la  surface  le  long  de  la  ligne  M,M 
(fi^.  100)  engendrent  un  plan  :  on  peut  dire 
qu'elles  ont  pour  enveloppe  un  point  C 
une  des  normales.  Xous   connaissons  ainsi 


rejeté  à  l'iuKn 

un  des  systèmes  de  lignes  de  courbure.  I, 'autre  système  est  alors 
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rorinc  des  courbes  tracées  sur  la  surface  et  coupant  les  lignes  du 
premier  système,  c'est-it-dire  les  génératrices  rectilignes,  h  angle 
droit,  Ces  courbes  sont  les  développantes  de  l'iirète  de  rebrous- 
sement  M|D,.  On  peut  les  tracer  eu  déroulant  un  fil  enroulé  sur 
l'arête  de  rebroussement  MjD,  :  un  point  du  fil  décrit  une  ligne 
de  courbure  de  la  deuxième  famille. 

On  voit  que  l'un  des  rayons  de  courbure  principaux,  en  chaque 
point,  est  infini;  la  courbure  totale  ..,  ..■,7  est  donc  nulle,  en  chaque 
point.  Nous  verrons  plus  loin  que,  réciproquement,  une  surface, 
dont  la  courbure  totale  est  nulle,  eu  cbiKjue  point,  est  une  surface 
développable . 

292.  ExEBcicE.  —  Si  deiLc  surfaces  se  coupent  suivant  une 
ligne  L,  qui  est  ligne  de  courbure  sur  chacune  d'elles,  elles  se 
coupent,  le  long  de  cette  ligne,  sous  un  angle  constant. 

Réciproquement,  si  deiLC  surfaces  se  coupent  sous  un  angle 
constant,  tout  le  long  d'une  ligne  h,  et  si  cette  ligne  est  ligne  de 
courbure  pour  une  des  surfaces,  elle  est  aussi  ligne  de  courbure 
pour  Vautre. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  immédiate  du  théorème  relatif 
il  deux  développées  d'une  même  courbe,  d'après  lequel  les  nor- 
males, tangentes  respectivement  aux  deux  développées,  se  cou- 
pent, tout  le  long  de  la  courbe,  sous  un  angle  constant  (1N°  263) . 


293.  Définition, — Les  lignes  de  courbure  possèdent  la  propriété 
d'être  tangentes  en  chacun  de  leurs  points  A  à  l'une  des  direc- 
tions principales  en  ce  point.  On  appelle  lignes  asympiotiques 
d'une  surface  des  lignes  tracées  sur  la  surface  de  telle  façon 
qu'en  chacun  de  leurs  points  A  elles  soient  tangentes  à  l'une  des 
directions  asymptotiques  en  ce  point. 

Comme  les  directions  asymptotiques,  en  un  point  A,  ne  sont 
réelles  que  si,  eu  ce  point,  la  courbure  totale  est  négative  ou 
nulle,  les  lignes  asymptotiques  ne  peuvent  exister  que  sur  les 
portions  de  la  surface  formées  par  les  points  A  où  la  courbure 
totale  est  négative  ou  nulle. 
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294.  Équation  différentielle  des  lignes  asymptotiques  pro- 
jetées sur  le  plan  des  xy.  —  Mous  avons  vu  (N"  187)  qu'en  un 
point  A  d'une  surface,  il  existe  deux  directions  asymptotiques 
AD  et  AD',  réelles  ou  imaginaires,  ajant  pour  projections  hori- 
zontales deux  droites  A,E  et  \,V.',  dont  les  coeflicicnts  angu- 
laires sont  racines  de  l'équation 

(1)  ,/„=_f_2s,H  +  /-  =  0, 

r,  s,  i  désignant  les  valevn's  des  dérivées  secondes  de  r  jiar  lap- 
port  à  j7  et  !/,  au  point  A. 

Sî  donc  on  considère,  sur  la  snrrace,  nne  ligne  asymptotique 
passant  par  A,  cette  ligne  admettra  pour  tangente  AD  ou  AD', 
et  sa  projection  horizontale  admettra  pour  tangente  A|F.  ou  A^E' 

{fie- 152).  ^ 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  une  courbe,  dans  le  plan 
des  a^y,  est  —^  .  Pour  que  ce  soit  la  projection  d'une  ligne  asymp- 
totique,  il  faut  et  il  surtlt  que  ce  coellicient  soit  racine  de  l'équa- 
tion (1),  c'est-;i-dire  que  l'on  ait 


'fê-)--^- 


ou.  en  chassant  les  dénominateurs, 

(3)  rdv'+'ïsd.v'Jn^ulf^O. 

Telle  est  l'équation  différentielle  des  lignes  asymptotiques. 
Elle  est  du  deuxième  degré  en  —p-  :  pour  que  les  valeurs  de—y— 
solent  réelles,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

c'est-ii-d!re  que  la  courbure  totale  soit  négative. 

En  intégrant  cette  équation,  on  trouvera,  sur  la  surface,  deux 
systèmes  delignes  asymptotiques  coriespondant  aux  deux  valeurs 
j     *^.'/ 
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Ui;iiAiiQUE.  —    L'éqiiiilioiî    différentielle    îles  lignes  iisjiiipto- 
tiqiies  petit  s'écrii'fi  sous  la  forme   simple 
(4)  t/iH/.r-+-'hj,h/r=0. 

En  elVet,  on  a 

ilp  ^r(lx-\-Kd!i,      i/'j  ■—  S'Ix  +  ''///, 
en  remplaça  ni,  dans  ^1),  on  retrouve  tiien  l'équiition  (A). 

295.   Lignes  asymptotiques  d'une  surface  réglée  gauche. 

—  Snr  une  surface  réglée  gauche,  une  des  directions  asympto- 
ti  ques  AD ,  en  chaque  point  A ,  est  la  génératrice  AG  passant  par  ce 
point  :  l'autre  direction  asymptotique  AD',  en  A, 
est  alors  nécessairement  réelle.  L'un  des  sys- 
tèmes de  lignes  asymptotiques  est  donc  formé 
par  les  génératrices  rectiligncs,  car,  en  chaque 
point  A  d'une  génératrice  rectilîgne  AG,  la 
tangente  AD  à  la  génératrice  est  une  direction  i-i^.  uii. 

asymptotique  [fif^.   161), 

L'autre  système  est  formé  par  les  courbes,  admettant  pour  tan- 
gentes les  droites  telles  que  AD',  qui  donnent,  en  chaque  point, 
la  deuxième  direction  asymptotique. 

[•EXEMPLE.  —  Soit  la  surface  réglée 

appelée  hélicoïde gauche  à plandirecleiir. Cette  surface  est  engen- 
drée de  la  façon  suivante.  Considérons  un  cylindre  de  révolution 
autour  de  Or  :  sur  ce  cylindre,  une  hélice,  de  pas  h  =  2tt/i, 
partant  du  point  A  de  Ox  {fig.  88);  puis,  prenons  une  droite 
mobile  N'M,  s'appuyant  sur  l'axe  0;,  sur  l'hélice,  et  restant  paral- 
lèle au  plan  des  xy\  cette  droite  décrit  l'hélîcoïde  en  question. 
On  a,  actuellement, 
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coi:rs 

D-AÎVALrSE 

i;c,i,. 

^linn 

dill'é 

icnlioUe 

rd^+1sdxdy-\-ldjj^ 

■=0, 

:,  iig„ 

es  asyiiiptotiques  est 

donc  ici 

'!!''■ 

•■'+(?■  —  ■' 

'],lr,!,,  —  : 

r //(///'  = 

En  la 

résol' 

i-ant 

par  rapporl 

.     <I'J 

trouve 

(Ix           ..; 

i  = 

^T' 

(|iii  clomienl  les  projections  horizontales   des   dei 
lignes  asympto tiques.  La  prei 
équation,  qu'on  peut  écrire  : 

du   _    (/.<- 
>/    ~~     X 

log,,/==log.r  +  log(:, 
(G,  //  =  (:.,-, 

Cette  équation  représente  des  droites  passant  par  l'origine  : 
ce  sont  les  projections  du  premier  système  de  lignes  asympto- 
tiques,  formé  par  les  génératrices  rectilignes  de  la  surface,  N'M. 

La  deuxième  valeur  do  -     ■  conduit  îi  uue  équation  qu'on  peut 


a  désignant  une  constante  arbitiaire. 

Les  lignes  a  synipto  tiques  du  deuxième  système  ont  donc  pour 
projections  horizontales  des  cercles  de  centre  0-  Sur  la  surface^ 
ce  sont  des  hélices,  de  pas  h^^'i.'Kk,  tracées  sur  des  cylindres  de 
révolution  autour  de  0;.  L'une  de  ces  lignes  est  l'hélice  direc- 
trice elle-même. 

On  peut  remarquer  que,  dans  cet  exemple,  les  deux  systèmes 
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c!e  lignes  asyniptotiques  se  coupent  à  angle  droit,  en  chaque  point 
de  la  surface,  au  point  M,  par  exemple.  En  chaque  point,  les  direc- 
tions asymplotiqnes  sont  donc  rectangulaires  ;  l'indicatrice  est 
formée  de  deux  hyperboles  écjuilatferes  conjuguées,  et  la  cour- 
bure moyenne  est  nulle.  La  surface  considérée  est  donc  une 
surface  d'étendue  minimum. 

296.  Lignes  asymptotiqaes  d'une  surface  développabJe.  — 
Comme,  en  tout  point  d'une  surface  développable,;-ï-^s^  est  nui, 
les  deux  directions  asymplotiques  en  tout  point  sont  confbruh'es. 
Les  deux  systèmes  de  lignes  asymptotiques  se  confondent  on  un 
seul  qui  est  formé  paj-  les  génératrices  rectilignes. 

29T-  Théorème.  Pour  qu'une  ligne  xoil  une  ligne  asymploliijiie 
d'une  surface,  i/  faut  et  il  suffi/  qiien  chacun  de  ses  points,  son 
plan  osculafcur  soi/  langent  ù  la  surface. 

En  effet,  imaginons  d'abord  une  ligne  quelconque  tracée  sur 
une  surface.  Le  long  de  cette  ligne,  x,y,  z  sont  des  fonctions  d'un 
paramètre  /.  vérifiant  îdeiitiqueiiioiit  ré([uatliin 

de  la  surface  et  toutes  celles  qu'on  en  déduit  par  différentiation . 
Une  première  dilï'érentiation  donne,  avec  les  notations  précé- 

(5)  ,h^i„U  +  ,i,l,j. 
Une  nouvelle  dilférentiation  donne 

(6)  f/'j  =^p(Pj::  +  qd-f/  -\-  dpdx  -\-  dpdij . 
En  général,  pour  qu'un  plan 

A(X  — .x-)H-B(Y— ;/)  +  C(Z  — 0  =  0, 

soit  osculateur  à  une  courbe,  il  faut  et  il  sulFit  (N^lCi)  que  l'on 
ait  les  deux  conditions 

(7)  Ux  +B,/i/  -+-Grf:  =0, 
i\d\r  +  X!,dh,^ai'z  =  0. 
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Acl.ucllement,  nous  vouions  chercher  ce  que  doit  Cire  hi  couihe 
poui-  que  le  pliiu  liingent  ii  h\  surface 

-,j(X-i)-,{Y-,,)  +  7.-5  =  ll. 

lui  soit  osculateur.  Les  condiLlons  (7)  que  doit  remplir  la  courlic 
cherchée  deviennent  alors 

(Iz—pdj-  —qdt,  =:0, 
^'  cr-z—p(r-x  —  qd'tj=0; 

en  les  rapprochant  des  rehitiona  (5)  et  (6),  qui  ont  lieu  pour  une 
courbe  quelconque,  on  voit  que  h\  courbe  cherchée  doit  vérifier 
la  condition 

dpd:e-i-dqdi/^0. 

C'est  donc  une  ligne  asymptotique. 

Par  exemple,  si  on  considère  la  surface  réglée  S,  engendrée 
par  les  normales  principales  MX'  d'une  courbe  gauche,  cette 
courbe  gauche  est  une  ligne  asymptotiqne  de  la  surface  S,  car 
son  plan  osculateur,  en  un  point  M,  est  évidemment  tangent  i»  la 
surface,  en  ce  point,  comme  contenant  la  tangente  à  la  courbe, 
en  M,  et  la  génératrice  MN'. 


III.   -    LIGNES    DE    MIVEAU    ET    LIGNES    DE    PLUS   GRANDE    PENTE 

298.  Définition,  —  Considérons  une  surlace  quelconque  rap- 
portée il  trois  axes  rectangulaires,  le  plan  des  xy  étant  horizon- 
tal. On  appelle  lignes  de  niveau  de  la  surface  les  sections  de  la 
surface  par  des  plans  horizontaux 


Ces  lignes  se  projettent  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  des  .rt/  ; 
si  lu  surface  a  pour  équation 

F{.r,,j,,)  =  0. 

les  projections  horizontales  des  lignes  de  niveau  ont  ponr  cqna- 

F(.r,,,,C)  =  0. 
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On  appelle  lignes  de  plus  gramle  pente  les  lignes  tracées  sur 
la  surface  et  coupant  a  angle  droit  les  ligues  cle  nive;ui. 

299-  Équation  différentielle  des  lignes  de  plus  grande 
pente.  —  Pour  établir  l'équution  Jifiereiitielle  cle  la  projection 
horizontale  des  lignes  de  plus  grande  pente,  appelons  p  et  tj  les 
dérivées  partielles  du  :■  d'nn  point  de  la  surface,  par  rapport  à 
.r  et  y.  Nous  savons  qu'un  déplacement  infiniment  petit  qnelcojuiue 
d:e,  dy,  d:-  eÛ'ectué  sur  la  surface  vérifie  la  relation 

dz^  pdx  +  qdji . 

Par  un  point  M  cle  la  surface,  passent  une  ligue  de  niveau  MX 
et  une  ligne   de  plus  gnmde  pente  MP  (fig.  :162).  Appelons  alors 


fig. 


d^x,  d^y,  d^z  les  projections  d'un  déplacement  infiniment  petit  MSI, 
effectué  sur  la  ligne  de  niveau,  et  dx,  dij,  d:,  celles  d'un  déplace- 
ment infiniment  petit  JIM',  eflectiié  sur  la  ligne  de  plus  grande 
pente. 


On 


Mais, 
nul  et  o 


d^z=pd^x^qd^ij. 
a  le  long  de  la  ligue  de  niveai 


.;est  constant,  (/,;est: 


9)  f)d^.r-\-i/dji/.=  0. 

D'autre  part,    les  déplaceraenls  MM^  et    MM'  étuzit  rectangu- 
dxd^.r  +  di/dj/  +  dzd^  ;  =  0, 
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c'est-à-tUi'e,  puisque  d^z  est  nul, 

(10)  '/.(Y/,.r+(V/,/y  =  0, 

ÈL  —  ^   ^ 
O'iiprès  la  comlitioii  (0),  on  a 

ii_-  'L 

''I.U  1'  ' 

Jonc 

,1,    "   ,,  ■ 

(11)  ,,<,,-,,/,,■  =,0. 

Cette  équation  est  l'équation  diflerentielle  des  pi'ojeflions  hori- 
zontales des  lignes  de  plus  grande  pente.  Si  l'équation  de  la 
surface  est  résolue  par  rapport  à  :: 

==/-(.<■.?), 

les  quantités  /)  ot  ij  sont  immédiatement  des  i'onctions  eonuues 
de  X  et  //,  et  il  reste  alors  ii  intégrer  l'équation  (H).  Si  l'équa- 
tion de  la  surface  n'est  pas  résolue  et  est  de  la  forme 

l.-(,.,,,  =)=0, 

on  a,  pour  déterminer  p  et  (/,  les  deux  rehvtions    N"  184) 

OF  OF        ,,  ÙF  OF 

La  condition  (ii)  devient  alors 

(12)  iL,,,_j2::,,,,.=,o, 

.   .,  r  ,1  ...  ,  ^V  à¥ 

ou  il  tant  regarder  la  quantité  :,  qui  peut  rester  dans  vr —  et  ^^ — , 

comme  une  fonction  de  X  et  y,  déflnie  par  l'éqnatioii  de  la  sur- 
face. Il  faudra  alors  intégi'er  cette  équation  (12}. 
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Resiaiiqt]!.  —  Les  projec/ions  horizonUiles  des  lignes  de  pins 
grande  pente  coupent  à  angle  droit  les  projections  horizonlales 
des  lignes  de  niveau  :  cela  lient  ii  ce  que,  dnns  l'espace,  l'iiiigle 
droit  iM|MM'  a  un  <le  ses  côtés  MM^  parallèle  au  plan  de  projec- 
tion xQij  :  il  se  projette  donc  suivant  un  angle  droit.  Ce  même 
fait  est  exprimé  par  l'équation  (10)  qui  signifie  que,  dans  le  plan 

des.ry,  les  droites,  ayant  pour  coefficients  angulaires  -y-^et     .'■    , 

sont  rectangulaires. 

300.  Lignes  de  plus  grande  pente  d'un  ellipsoïde. —  Soit  on 
ellipsoïde,  rapporté  à  ses  a.\es, 

Les  lignes  de  niveau  sont  les  ellipses  -==€'',  obtenues  en  cou- 
pant la  surface  par  des  plans  parallèles  au  plan  horizontal. 

Calculons  p  et  t/.  On  a,  en  ditterentiant  par  rapport  ii  ,r  et 
regardant .;  comme  une  fonction  de  .('. 


de  i.iSmi., 

i^  +  '^-»- 

l.'cquiillon  clifférunticllo 

pdff  —  'jd.v  =  (I, 

de  la  projection  horizojitale  des  lignes  de  plus  grande  penlf  est 
donc,  en  icmplaçant /J  et  f/  par  leurs  valeurs, 

("etlii  oquatioji  peut  être  intégrée  immédiatement;  en  eO'ct,  on 
peut  séparer  les  varîaldcs  :c  et  f/,  en  écrivant 
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i  .tloi's,  en  inlégrant  et  désignant 
par  k  une  constante  d'intégration, 

Telle  est,  en  termes  finis,  l'équation  tle  la  projection  horizontale 
tics  lignes  de  plus  grande  pente. 

Comme  vérification,  supposons  l'ellipsoïde  de  révolution  autour 
de  0:.  Mors 

et  lu  projection  horizonlalo  des  lignes  de  phis  grande  pente  est 
donnée  par  l'équation 

5=/,,,-, 

qui  représente  des  droites   issues  dit  point  0. 

C'est  ce  qui  est  évident  à  priori,  car,  dans  ce  cas,  les  lignes  de 
niveau  sont  les  parallèles  de  la  surface  de  révolution  et  les  iignes 
de  plus  gi'ande  pente  les  méridiens. 

IV.   —   LIGNES    GÉ0DËS1QUE3 

301  -  Diii'ixiTioN .  —  On  appelle  ligne  géodésique  d'une  surface  une 
ligne  tracée  sur  la  surface,  de  telle  façon  que  le  plan  osculateuv  en 
cliacun  de  ses  points  soit  normal  a  la  surface.  On  peut  dire  aussi 
que  le  plan  osculateur,  en  chaque  point,  contient  la  normale  ii  la 
surface,  en  ce  point  ;  ou  encore  que  la  normale  principale  si  la 
courbe,  en  chaque  point,  est  normale  ii  la  surface.  On  rencontre 
ces  lignes,  quand  on  cherche  le  chemin  le  plus  court  d'un  point  à 
lin  autre,  sur  une  surface  donnée.  Ce  chemin  est  nécessairement 
formé  d'un  ou  de  plusieurs  arcs  de  ligues  géodésiques. 

Pour  nous  rendre  compte  de  cette  propriété,  nous  emploierons 
des  considérations  tirées  de  lu  mécanique.  Si  on  voulait  prati- 
quement déterminer  le  plus  court  chemin ,  entre  deux  points 
A  et  B,  sur  une  surface  parfaitement  polie  S,  on  tendrait  entre  les 
deux  points,  sur  la  surface,  un  fil  assez  fi»  pour  que  son  poids  soit 
négligeable  par  rapport  à  sa  tension.  Il  est  évident  que  toute  posî- 
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tîon  d'équilibre  stable  de  ce  fil  donaeraît  ur 


467 


:Ha 


_  gne  joignant  ces 
deux  points  et  plus  courte  que  les  lignes  infiniment  voisines. 

Nous  allons  montrer  que  cette  figure  d'équilibre  est  une  ligne 
géodésique,  c'est-à-dire  une  courbe  telle  que  le  plan  osculateur, 
en  chacun  de  ses  points  M,  contienne  la  normale  MN  à  la  surface. 
En  effet,  si  on  considère  un  élément  ds  du  fil,  placé  en  M,  la 
S3ule  force  extérieure,  agissant  sur  cet 
élément,  est  la  réaction  F  de  la  surface, 
réaction  dirigée  suivant  la  normale  MX 
{fig.  163],  car  la  surface  est  supposée 
parfaitement  polie.  Or,  on  démontre, 
en  mécanique  que,  si  un  fil  est  en  équi- 
libre, la  résultante  F  des  forces  exté- 
rieures, appliquées  j»  l'élément  ds,  est 
située  dans  le  plan   osculateur   au  fil. 

Actuellement,  la  force  F  étant  dirigée  suivant  la  normale  MN, 
cette  normale  est  située  dans  le  plan  osculateur,  en  M,  à  la 
courbe  d'équilibre.  C'est  ce  que  nous  voulions  démontrer. 

Les  deux  points  A  et  B  étant  donnés,  il  peut  exister  plusieurs 
positions  d'équilibre  stable  d'un  fil  tendu  sur  la  surface,  entre  les 
deux  points.  Chacune  d'elles  donne  une  ligne  réalisant  un  mini- 
mum, pour  la  distance  curviligne  entre  les  deux  points  sur  la  sur- 
face :  ce  minimum  est  relatif,  c'est-ii-dlre  que  chacune  des  posi- 
tions d'équilibre  stable  donne  une  ligne  plus  courte  que  toutes 
les  lignes  infiniment  voisines  tracées  sur  la  surfac 
points  A  et  B.  Si  l'on  voulait  la  ligne  donnant,  si 
minimum  absolu  de  la  distance  curviligne  des  der 
drait  prendre  la  plus  courte  de  toutes  les  ligt 
donnant  des  minimums  relatifs. 

Ainsi  les  chemins  les  plus  courts,  entre  deux  points,  sur  une 
surface,  sont  formés  par  des  lignes  géodésiques,  joignant  les  deux 
points.  Mais  la  réciproque  n'est  pas  exacte  :  une  ligne  géodé- 
sique, joignant  deux  points  donnés,  n'est  pas  nécessairement  plus 
courte  que  les  courbes  infiniment  voisines,  tracées  sur  la  surface 
entre  ces  deux  mêmes  points. 

Imaginons,  entre  deux  points  A  et  B,  une  ligne  géodésique  de 
cette  nature,  c'est-à-dire  une  ligne  qui  n'est  pas  plus  courte  que 
toutes  les  courbes  infiniment  voisines  tracées  sur  la  surface  entre 


entre  les  deux 
la  surface,  le 
points,  il  fau- 
!s  précédentes 
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les  deux  points  ;  cotte  ligne  est  encore  une  position  J'équillbi^ 
d'un  ûl  tendu  sur  la  surface  entre  les  deux  points,  mais  cest  une 
posiuon  d'équilibre  instable  :  c'est  «ne  position  d'équilibre  qui 
serait  irréalisable  si  la  surface  était  parfaitement  polie  et  qui  ne 
peut  être  réalisée  pliysjquement  que  grâce  au  frottement. 

302.  Lignes  gèodésiques  daplnn.  —  On  peut  dire  que  les 
lignes  géodésiques  du  plan  sont  les  droites  du  plan.  En  effet,  le 
plus  court  cliemin  d'un  point  A  à  un  point  B,  sur  un  plan,  est  la 
droite  AB.  Cette  droite  est  la  position  d'équilibre  d'un  fil  tendu 
sur  le  plan  de  A  en  B. 

303-  Lignes  géodésiques  d'une  sphère.  —  Les  lignes  géodé- 
siques d'une  sphère  sont  les  grands  cercles  de  la  sphère.  En 
effet,  le  plan  osculateur,  en  un  point  quel- 
conque d'un  grand  cercle,  étant  le  plan  de 
ce  grand  cercle,  ce  plan  osculateur  passe 
par  le  centre  de  la  sphère  :  il  contient  donc 
la  normale  à  la  splière. 

Si  l'on  prend,  sur  la  sphère,  deux  points 
A  et  B,  il  existe  deux  lignes  géodésiques 
joignant  ces  deux  points  [fig.  164)  ; 

l"  L'are  de  grand  cercle  AîNlB  plus  petit 
qu'une  demi-cîrconférence  ; 

2"  L'arc  de  grand  cercle  APB   supérieur  n  une  dcmi-circonfc- 

Ces  deux  arcs  réunis  formeul  un  grand  cercle  complet,  t'rc- 
nons-les  l'un  après  l'autre. 

L'arc  AMB  est  le  plus  court  chemin,  de  A  en  B,  sur  la  splu-re  : 
c'est  une  position  d'équilibre  stable,  pour  un  fil  tendu  sur  la 
sphère,  entre  les  deux  points. 

L'arc  APB,  au  contraire,  n'est  pas  un  mininiiim  rolalif  pour  la 
distance  entre  les  deux  points  A  et  B  sur  la  sphère  ,  car  il  est 
possible  de  trouver,  d,;  A  en  B,  un  chemin  infiniment  voisin  et 
plus  court,  comme  celui  qui  est  figuré  en  pointillé.  Cet  are  APB 
serait  encore  une  position  d'équilibre  d'un  fil  tendu  sur  la  splière 
entre  les  deux  poinls  A  et  B  ;  mais  ce  serait  une  position  d'équi- 
libre instable,  car,  pour  peu  qu'on  écarte  le  fil  de  cette  position. 
il  glisse  sur  la  sphère  et  se  détend. 
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304-  Lignes  géodésiquea  d'un  cylindre.  —  Les  lignes  géoJé- 
8K[ucs  d'un  cylindre  sont  les  hélices  tracées  sur  ce  cylindre, 
Nous  avons  vu,  en  effet,  que  le  plan  osculnteur  à  une  hélice  «[uel- 
conque  contient  la  normale  nu  cylindre. 

Nous  pouvons  vérifier  ce  résultat  d'une  autre  façon  : 
Soient  deux  points  A  et  B  sur  la  surface  :  imaginons  une  ligne 
plus  courte  ({ue  les  lignes  infiniment  voisines  tracée  sur  le  cylindre 
de  A  en  B.  Si  l'on  développe  le  cylindre  sur  un  plan,  comme  les 
longueurs  des  courbes  tracées  sur  le  cylindre  ne  changent  pas, 
la  ligne  considérée  deviendra  la  ligne  la  plus  courte  entre  deux 


points  d'un  plan,  c'est-à-dire  une  ligne  droile.  La  ligue  consi- 
dérée sur  le  cylindre  est  donc  un  arc  d'hélice.  Cette  ligne  est 
la  figure  d'équilibre  stable  d'un  fil  tendu  sur  le  cylindre  entre 
les  deux  points. 

Supposons  que  le  cylindre  ait  pour  section  droite  une  courbe 
Fermée,  comme  un  cylindre  de  révolution.  Alors,  par  deux  points 
donnés  A  et  B  de  la  surface,  il  passe  une  infinité  de  lignes  gêodé- 
siques  qui  donnent  chaeune  un  minimum  relatif  pour  la  distance 
curviligne  des  deux  points  sur  la  surface. 

En  eflTet,  représentons-nous  la  surface  du  cylindre  comme  un 
rouleau  de  papier  d'une  longueur  indéfinie,  l'épaisseur  du  papier 
étant  infiniment  petite.  Supposons,  en  outre,  que  les  points  A  etB 
soient  marqués  sur  toutes  les  feuilles  superposées  du  rouleau  ; 
c'est  ce  qu'on  réaliserait,  par  exemple,  en  perçant,  avec  une 
épingle,  tontes  ces  feuilles  supcTposécs  aux  points  A  et  B.  Alors, 
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cil  clcroiiliuit  ce  rouleau  de  papier  sur  un  plan,  on  oblieiulrait 
une  bande  de  papier  portant  des  points  A,,  B,,  Aj,  Bj,...,  A„,  B„, ..., 
{fig.  165),  en  nombre  indéfini,  provenant  tous  des  traces  des  deux 
points  A  et  B  ;  en  enroulant  de  nouveau  le  papier,  tous  les  points 
A,,  Aj, ...,  Agiraient  se  placer  sur  A,  tous  les  points  B,,  Bj,...,  B,; 
sur  B.  La  droite  A|B,  donnera,  après  l'enroulement,  un  arc  d'hé- 
lice joignant  les  deux  points  A  et  B,  et  cet  arc  sera  plus  court 
que  tout  arc  de  courbe  infiniment  voisin  tracé  entre  AetB,  sur  le 
cylindre,  puisqu'il  se  développe  suivant  une  droite.  De  même  les 
droites  A|Bj,  AjBj,...,  B,  Aj,  B|Aj  donnent,  après  l'enroulement, 
des  arcs  d'hélice  joignant  les  deux  points,  chacun  de  ces  arcs 
étant  plus  court  que  toute  courbe  infiniment  voisine  entre  A  et 

On  arriverait  à  ce  même  résultat  avec  des  fils  tendus  sur  le 
cylindre,  entre  les  deux  points.  En  effet,  on  pourrait  tendre  di 
tement  un  fil  sur  le  cylindre  entre  les  deux  points  A  et  B,  suivant 
AMB  ou  APB,  en  le  faisant  tourner  devant  ou  derrière  ;  mais  ot 
pourrait  aussi  tendre  des  fils  entre  A  etB,  après  les  avoir  enrou 
lés  sur  le  cylindre  une,    deux,...,  n  fois,  dans  un  sens  ou  dans 


305-  Lignes  géodésiques  des  surfaces  développables.  — 
Dans  le  développement  d'une  surface  développablc  sur  un  plan, 
les  lignes  les  plus  courtes  de  la  surface  doivent  devenir  les  lignes 
les  plus  courtes  du  plan,  c'est-à-dire  des  droites. 

Ainsi,  les  lignes  géodésiques  d'une  surface  développablc  sont 
les  lignes  de  la  surface  qui,  dans  le  développement,  deviennent 
des  droites. 


306-  Déformation  d'une  surface  :  Iss  lignes  géodésiques  se 
conservent.  —  Soit  une  surface  S  quelconque  :  regardons  cette 
surlace  comme  une  pièce  d'étoffe  parfaitement  flexible,  mais  inex- 
tensible. Si  l'on  déforme  cette  étoffe,  la  surface  change  déforme; 
mais  les  lignes  géodésiques  se  conservent.  Si  on  a  tracé  sur  la 
surface  S  une  ligne  géodésique,  cette  ligne  est  encore  ligne  géo- 
désique  de  toutes  les  surfaces  obtenues  en  déformant  l'étoffe. 
Cela  tient  à  ce  que,  l'étoffe  étant  inextensible,  la  longueur  des 
lignes  qu'on  y  trace  reste  invariable,  et,  par  suite,  les  lignes  les 
plus  courtes  restent  les  plus  courtes. 


y  Google 


LIG.XES   GÈODÉSIQUES  Î71 

iarc[uer  aussi  que,  dans  cette  défonnation,  l'aiiffle 
;oupeiit  deux  lignes  liacces  surla  surface  ne  chuuge 


30T-  Courbure  géodésique  d'une  ligne  quelconque  tracée 
sur  une  surface  S. —  Comme,  sur  une  surface  S,  les  lignes  géo- 
désîques  jouent  le  mt^nie  rôle  que  les  lignes  droites  sur  un  pliiu, 
on  est  conduit,  par  analogie  avec 
l'expression  de  la  courbure  d'une 
courbe  plane  trouvée  au  n°  225,  il  la 
notion  de  courbure  géodésique. 

Considérons  une  ligne  quelconque 
L  tracée  sur  une  surface  S;  menons 
la  ligne  géodésique  M^'  [fig.  166)  tan- 
gente h  cette  ligne  L,  en  un  point  M, 
et,  d'un  point  infiniment  voisin  M', 
pris  sur  L,  abaissons  la  ligne  géodé- 
sique M'P  perpendiculaire  à  M^f.  On  appelle  rayon  de  vourhiii-f 
géodésique  de  la  courbe  au  point  M  la  limite  vers  laquelle  tend 


le  1 


MP^ 


le  rayon  de  courbure  géodésiqi 
a  donc,  par  définition, 


s  M. 

3  de  la  ligne  L, 


En  appelant  H,, 


La  . 


;  géodésique  est 


Le 


I   de  courbm 


désjque,  ainsi  défini,  né  change  pas  quand  on  déforme  la  sur 
comme  une  pièce  d'étoffe  flexible  et  inextensible,  car,  les  Kg 
géodésîques  se  conservant,  les  longueurs  des  arcs  MI*  cl.  " 
restent  invariables,  ainsi  que  l'angle  M'PM. 

308.  Expression  du  rayon  de  courbure  géodésique.  •— 
peut  démontrer  le  théorème  suivant  que  nous  admettrons, 
rai/on  de  courbure  géodésique  d'une  ligne  tracée  sur  une  i 
face  S,  en  un  point  M,  esl  égal  au  rat/on  de  courbure,  en  ce  mi 
point,  de  la  projection  de  cette  ligne  sur  le  plan  langent  à  la  s 
face  en  M. 


goo- 
■face. 
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i'.G  tlicorème  conduit  à  une  expression  simple  du  rayon  df 
courbure  géodésique.  Soit  p  le  rayon  de  courbure,  en  M,  d'une 
ligne  L  tracée  sur  S  ;  MN'  la  normale  principale  à  cette  ligne  et  % 
l'angle  qu'elle  fait  avec  le  plan  tangent  à  S  en  M.  Si  on  projette 
la  ligne  L  sur  ce  plan  tangent,  le  rayon  de  conrSiuro  de  la  pro- 
jection est  (n"  283)  — ' — r-  ■  On  a  donc  : 


R„  = 


F 


Telle  est  l'expression  du  rayon  de  courbure  géodésique.  Quand 
on  déforme  la  surface  regardée  comme  flexible  et  inextensible,  R^ 
ne  change  pas  ;  o  et  9  varient,  mais    ■    ■-;-  est    invariable. 

Application.  —  Soit  une  ligne  1,,  tracée  snv  une  surface  déve- 
loppable.  Appelons  p  son  rayon  de  courbure,  en  un  point  M,  et  0 
l'angle  du  plan  oscillateur  à  la  ligue,  en  ce  point,  avec  le  plan 
tangent  à  la  surface  au  même  point. 

Si  on  développe  la  surface  sur  un  plan,  lu  ligne  L  devient  plane 
et  son  rayon  de  courbure,  en  "Si,  prend  une  valeur  p'.  Le  rayon 
de  courbure  géodésique  n'a  pas  eîiangé.  Avant  le  développement. 


K  ■-=  ? 


car  la  courbe  est  tracée  sur  un  plan. 
On  a  doue 


Points  d'inflexion  du  développement.  — ■  Les  points  d'inflexion 
du  développement  sont  les  points  où  p'  est  infini,  c'est-à-dire  ; 
1"  les  points  oii  le  plan  oscnlateur  de  ia  ligne  L  est  normal  ii  la 

surface  développable  (9  =  -y  I  ;  2"  les  points  où  la  ligne  L  a  un 

rayon  de  courbure  infini  {p  =  co  ). 
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V.  —  DIRECTIONS  CONJUGUÉES    —RÉSEAUX  CONJUOUÉS, 
THÉORÈME    DES   TANGENTES    GONJUGDÉES 

309-  Directions  conjuguées. —  SiiienLunc  surface  quelcoiitnie  S, 
.V  lin  point  suc  cette  siirfiice.  On  dit  qun  deux  droites  AB  et 
AB',  possant  par  A,  sont  des  directions  conjuguées,  quand  elles 
sont  situées  dans  le  plan  tangent,  en  A,  et  forment  un  système  de 
deux  diamètres  conjugués  de  l'indicatrice,  relative  au  point  A. 
l'ar  exemple,  les  directions  principales,  en  un  point  A  d'une  sur- 
face, sont  conjuguées,  car  elles  coïncident  avec  les  axes  de  l'indi- 
catrice. 

310.  Réseaux  conjugués.  —  Imaginons,  sur  une  surface, 
deux  familles  de  courbes  telles  que,  par  chaque  point  A  de  la 
surface,  îl  passe  une  courbe  de  chaque  famille  et  que  les  tan- 
gentes menées  ii  ces  deiix  courbes,  au  point  A,  aient  des  directions 
conjuguées.  On  dit  que  ces  deux  familles  de  courbes  forment  un 
rjseau conjugué .  Par  exemple,  \ff.  lignes  de  courbure  forment  un 
réseau  conjugué, 

3H.  Théorème  des  tangentes  conjuguées. —  Soit  une  courbe 
quelconque  (C),  tracée  s 
tangent  P  à  la  surface,  en  un 
point  quelconque  A  de  cette 
courbe  (C);  quand  le  point  A 
décrit  la  courbe  (C),  le  plan 
tangent  P  enveloppe  une  sur- 
face développable,  qu'on  ap- 
pelle \a  dèveloppablc  circonx- 
crite  à  la  surface  le  long  de  {CJ . 
Le  plan  P  touche  cette  déve- 
loppable suivant  une  génératrice  rectiligne  AG  passant  par  le 
point  A  {fig.  167)  :  cette  génératrice,  qui  est  la  caractéristique 
duplanmobile,est  l'intersection  du  plan  tangent  àlasurface,  en  A, 
et  du  plan  tangent  au  point  A'  de  (C),  infiniment  voisin  de  A, 
On  peut  alors  énoncer  le  théorème  suivant,  qui  est  constamment 
employé  dans  la  théorie  des  lignes  d'ombre. 
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La  direction  AG  de  la  génératrice  de  contact  est  conjuguée  de 
la  direction  AT  de  la  tangente  à  la  courbe  (C). 

Pour  le  démontrer  remarquons  que,  le  long  de  (C),  les  coordon- 
i/,z  d'un  point  A  sont  des  fonctions  d'un  paramètre  >.,  qui 
vciiin;iil  itlentiqucmcnt  l'équation  de  la  surface  tlonnée 

=  «/■(.'■,  3). 

Le  plan  tangent  P,  à  la  snrl'acc,  au  point  A  [x,  y,  :),  a   pour 
équation 
(P)  Z-^-,.(X-,r)-,(Y-;,)_0, 

OÙ  jt>  et  y  sont  lonctions  de  )i,  par  l'intermédiaire  de  :c  et  tf.  L'équa- 
lîon  du  plan  P  dépend  donc  d'un  paramètre  ),  :  ce  plan  enveloppe, 
quand  X  varie,  c'est-à-dire  quand  le  point  Adécrit  (C),  une  surface 
développable  (n°  209).  Pour  avoir  la  droite  AG,  suivant  laquelle 
ce  plan  touche  son  enveloppe,  c'est-à-dire  la  caractéristique  du 
plan  P,  il  suffit  d'associer  à  l'équation  (P)  celle  qu'on  en  déduit 
en  la  diiTérentiant  par  rapport  à  î.. 

On  a  ainsi,  puisque  x,  y,  ',  p,  q  dépendent  de  X  : 

Or,  z,p  et  q  dépendent  de  X,  par  rintcrmédialre  de  j:  et  y  ;  on  a 
donc,  comme  plus  haut  (n"  285)  : 


in:  =  i'iix^''-7!:- 

dp              d.e             dy 

dq              dx              dy 

^entalors,  en  réduisant  et 

multipliant  pa 

r  d'i. 

(R)-  Çf.—x)[rdx-\-sdy)^^~y){sdx  +  ldij)^(i, 

équation  d'un  plan  passant  par  le  point  A  [x,  y,  s).  La  caracté- 
ristique du  plan  P,  définie  par  les  équations  (P)  et  (R),  est  donc 
une  droite  AG,  passant  par  A.  11  reste  à  montrer  que  cette 
droite  AG  est  conjuguée  de  AT. 
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Les  cosinus  ilirecLours  de  lu  tangente  AT  u  la  courbe  (C),  lieu 
(lu  point  :c,  y,  j,  sont  proportionnels  ii  dx,  dy,dz.  Prenons  le 
point  A  pour  origine,  pour  axe  des  z  la  normale,  pour  axes  des  j: 
et  des  y  les  directions  principales,  en  A.  Alors  x,  y,  -■,  p,  q,  s 
s'annulent;  r  el  (  prennent  des  valeurs  /■„  et  ^„.  L'équation  du 
plan  tangent  P  devient 

(F)  Z  =  U; 

celle  du  plan  U  devient 

Lii  droite  AG  est  alors  définie  par  celte  dernière  équation, 
puisqu'elle  est  dans  le  plan  des  xy,  Z=  0,  La  tangente  AT  est 
également  dans  le  plan  des  xy  et  a  pour  coellicient  angulaire 

ll.V    ' 

L'équation  de  la  droite  AG  peut  tlouo  s'éerive 


C'est  bicu 

le  dian 

lètre  coujuguc  de  AT,  par 

rapport  II  1' 

trice 

.■.X'  +  /,y  =  ±l. 

Ou  sait,  ei 

1  effet, 

que  le  diaiuètre  eoujugué 
Y  =  »iX, 

de  la  droite 

par  rapport  ; 
est 

unique 

=  {X,Y)=0, 
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CHAPITRE    XVII 

DIFFÉRENTIATIO^'    SOUS    r,K    SIGNE     (", 

INTÉGRATION    DIÎS   DIFF]i:R]::TVTIlïLLi;S   TOTALES. 

INTÉGRALES  PRISES  LE  LONG  D'UNE  COURBE 


I.  —  DIFFÉREMTIATIOÏT  SOUS  LE   SIGNE   / 

312.  Règle.  —  Considérons  une  intégrale  définie 

dans  laquelle  la  fonction,  soumise  à  l'intégration,  dépend  d'un 
paramètre  X,  indépendant  de  :r,  les  limites  a  et  b  étant  des  <[uan- 
tités  indépendantes  de  t..  Cette  intégi-ale  définie  I  est  alors  une 
fonction  de  1  et,  dans  certains  cas,  on  peut  avoir  à  calculer  la 
dérivée  de  I  par  rapport  à  À. 

On  peut,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  obtenir  cette  dérivée 
par  l'application  de  la  règle  suivante  ; 

La  dérivée  de  l'intégrale  I,  par  rapport  à  î-,  est  égale  à  l'inté- 
grale de  la  dérivée  de  f{x,  ).)  par  rapport  à  /. 


dl    _/»" 


dr{.-v,l 


■dx. 


pourvu  que  lu  nouvelle  intégrale,  ainsi  défini 
lin  effet,  par  hypothèse,  on  a 


I=/V(x,).),( 
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Donnons  li  ),  un  accroissement  A/,;  I  prend  un  accroissement 
AI  et  les  limites  ne  changent  pas,  car  elles  sont  supposées  iiulé- 
pendantes  de  )..  On  a  donc 


\-^\\=J"f[x,X'^^-K]dx, 


il=/    [/■{.r,>,  +  i/.;.-/V,"'-)]'^x. 


Divisant  par  A/,,  on  a 

^_  /-/'(■■■  >.+A>.)~ /■(...).) 

Si  nous  iKhiieltoas  que  l'intégrale 

un  sens,  nous  voyons  que,  A),  tendant  vers  zéro,  l'expression 
■e  — ^  tend  vers  I    ■  '    '.,'  —  dx .  On  a  donc,  d'après  la  définî- 


On  peut  dire  que  l'on  obtient  la  dérivée  de  I,  par  lapport  îi  A, 
eu  dérivant  par  rapporL  à  /.  sous  le  signe  I  . 

Kn  appliipiaiil:  de  nouveau  la  même  règle,  on  a  ensuite 

ifi.'  ~J,     nv       ' 

pourvu  ([ue  cetle  nouvelle  intégrale  ait  un  sens.  Et  ainsi  de  suite. 

313.  Kxi;ml>le  1.  —  Cette  règle  permet  de  déduire  d'une  inté- 
grale connue  d'uutres  intégrales.  Ainsi,  considérons  l'intégrale 


-X'"-- 
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CeUe   intégrale  est  aisée  à  calculer,   car  l'iiitograle  indéfinie 


!,.„,.- 


Calculons  les  déi 
règle  précédente,  i 

-X' 

D'autre  pari,  coi 
RiQle  (2),  on  peut  < 
les  formules 

- 

~i"" 

- 

/Ve 

de  l'intégrale  (Ij,  d'apri 
d'I 


di.-  J„ 

:   connue  explicitement 
rectement  ces  dérivées, 


e  I   est  connue  explicitement  par   la  foi'- 
uler  directement  ces  dérivées.   On  a  ainsi 


Ces  formules  peuvent,  d'ailleurs,  être  aisément  vérifiées,  car 
les  intégrales  des  premiers  memlires  peuvent  être  obtenues  par 
l'intégration  par  parties. 

314-  Exemple  II.  •—  On  peut,  dans  certains  cas,  par  l'applica- 
tion de  cette  règle,  déterminer  des  intégrales  définies,  qu'il  serait 
difficile  de  trouver  directement.  Soit,  par  exemple,  l'intégrale 


(3)  '-X'^ 


-ds , 


qui  a  un  sens,  tant  que  ).  est  positif.  Pour  calculer  cette  intégrale, 

remarquons  qu'elle  est  une  fonction  du  paramètre  )>  et  calculons 

^    A-  ■    -      "^ï 

la  dérivée — ;=— :  nous  aurons 
dk 

car  la  nouvelle  intégrale  a  un  sens.  Cette  nouvelle  intégrale  est. 
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iiu  signe  près,  celle  que  nous  avons  calculée  au  u"  ;i5  et  que 
avons  désignée  par  A.  Xous  avons  trouvé,  dans  ce  nuoiéro, 

r  -■     ■        ,  1 


isaiit  la  dérivée  de  I  par  rapport  à  A,  nous  aurons  1  en 
prenant    les    fonctions    primitives  des    deux    membres  regardés 
3  fonctions  de  ")., 


(4)  I  =  —  arc  tung  ).  +  C , 

C  désignant  une  constante  indépendante  de  "/.. 

Il  reste  à  déterminer  cette  constante.  Pour  cela,  remarquons 
que  l'intégrale  I,  définie  par  la  relation  (3),  s'annule  quand  A 
augmente  indéfiniment,  car  le  facteur  e^""^  tend  vers  zéro.  La 
nouvelle  expression  (4)  de  cette  même  intégrale  doit  également 

s'annuler,  pour  ).=^»  .  Comme  arc  tang.-»  ^-;t-,  on  doit  donc  avoir 
ce  qui  donne,  définitivement, 


L'intégrale  i  est  ainsi  calculée,  en  fonction  de  \. 

Cas  partic^er.  —  Faisons  tendre  1  vers  0.  Le  facteur  e-""  tend 
vers  1,  arc  tang.  7.  tend  vers  0,  on  a  donc 

Nous  avons  étudié  cette  intégrale  définie  dans  le  n°  141,  pour 
montrer  qu'elle  a  un  sens  ;  mais  jusqu'ici  nous  n'avions  pas  donné 
sa  valeur  numérique. 
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315.   Exemple  d'un  cas  où  la  régie  ne  peut  pas  s'appli- 
quer. —  ('-uniiiH;  lU'iis  l'iivotis  dit,  la  règle  exige  que  l'iiitégialo 

ait  un  aens.  Si  cette  liitégviile  n'a  pas  rie  sens,  ecla  ne  \eiit  |ms 
(lire  i[iie  l'intégrale 

n'a  pas  tle  tlérivée,  mais  seulement  (juc  cette   dérivée  n'est  plus 
fournie  par  la  règle  simple  que  nous  avons  donnée. 
Prenons,  par  exemple,  l'intégrale 


Kn  prenant  la  dérivée  jiar  rapport  à 
:ondiiit  II  l'intégrale 


']id  n'a  pa.t    de  xcn^ .   (]'esl  ee   qu'on    ■ 
courbe  sinnsol'dale 


ijui  se  compose  d'ondes  toutes  égales  entre  elles,  et  en  reiiiai-- 
quant  que  l'aire  de  cette  courbe,  de  0  à  X  ,  n'a  pas  de  valeur  déter- 
minée. (Voyez  n"  141  pour  un  l'ait  du  même  genre.) 

On  ne  peut  donc  pas,  actuellement,  calculer  la  dérivée  —pr~  pai'  la 
règle  de  la  différentiation  sous  le  signe  (  .  Mais  cela  ne  veut  pas 
dire  cjue  cette  dérivée  n'existe  pas.  ^'ous  allons  voii',  en  eflet,  que 
cette  dérivée  est  nulle. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  ).>0,  et  faisons,  dans  ,1,  le  cliau- 
genient  de  variable 

les  nouvelles  liantes,  pouj'  ii,  sont  encore  U  et  +-X'  ;  d'allieui's 
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on  a  cloue  : 


j-^r^inidi,, 


expression  indépendante  de  }..  Donc,  quand/,  varie  dniie 
continue  par  valeurs  positives,  J  reste  cousliiiit  et  on  ii 


On  arrive  h  un  résultat  analogue  pour  >,<0.  On  Icru  alors 

Quand  ,r  varie  de  0  il  +3C  ,  ii  varie  aussi  de  0  a  +  x  el    on    a 

expression  indépendante  de  '/.. 

Il  se  présente  ici  une  circonstance  curieuse,  sur  laquelle  il  est 
bon  d'attirer  l'attention.  L'intégrale 


r^"-'  ""X"-^''"' 


est,  d'yprès  le  numéro  précédent,  égale  à-^.  L'intégrale 

dépend  de  À  de  telle  sorte  que  : 

).  ayant  une  \'ù\<im-  posilife  queleonque,  J  =  —  ; 

).  ayant  une  valeur  négative  quelconque,  J  = ^  ; 

X  ayant  une  valeur  nulle,  J=^0. 

Ce  dernier  point  est  évident,  car,  pour  À-^^O,  tous  les  éléments 
de  l'intégrale  sont  nuls. 
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nnparamètre  qui  iîgure  sous  le  signe  j  et  dans  les  limites.  - 
Considérons  une  intégrale  (léfiuie 


={f[..'.)J., 


où  }.  esL  un  jjiii'iiiHétre  indépendant  de  x\  \ous  avons  snjiposc, 
dans  ce  r[ui  précède,  que  les  limites  a  et  b  étaient  indépendantes 
de  ),.  Supposons  maintenant  que  n  et  i  soient  des  fonctions  de  ), 
et  proposons-nous  de  calculer  la  dérivée  de  I  par  rapport  à  ).. 

Appelons  <^{x,'i-)  nue  fonction  primitive  de  /'(.r,  X)  par  rapport 
à  œ,  c'est-à-dire  une  fonction  telle  que 


(5) 


=  fu: 


Par  définition,  l'intégrale  définie  I  a  pour  valeur 
(6)  I  =  -j(4,-Al-=,(<,,5.)! 

on  voil  qu'elle  dépend  de  ),  directement  et  par  l'intermédiaire 
de  a  et  l>,  qui  sont  supposés  fonctions  de  X.  On  a  donc,  d'après 
la  règle  de  dérivation  des  fonctions  composées, 

dï  (i\     da  01     M M_ 


Calculo: 


.  La  déi 


vee  pai 


de  1,   par  rapport  a  «, -rr — ,  est  égale  a -,  ■  -    ,c  est-a-dire. 

d'après  l'identité  (5),   à  — /'(fl>X)  ;  la  dérivée  partielle  de  I,  pai- 


rapport  à  b,- 


db 


,  c'est-à-dire,  d'après  l'identité   (5), 


f{b,  X)  ;  enfin,  la  dérivée  partielle  de  I,  par  rapport  à  la  lettre  X, 


figure   explicitement  dans  l'expression  (6), 


c'est  la  déri- 


est  donnée  par  la 


vée  de  l'intégrale  I,  par  rapport  a  X,  quand  on  regarde  les  limites 
aetb  comme  des  constantes  :  cette  déi 
règle  de  dérivation  sons  le  signe  j 

ir^i      ÔX     ' 


'-dx. 
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En  clcfiiiitive,  on  a  la  formule  suivante 


II.   —  INTÉGRATION   DES    DIFFÉRENTIELLES    TOTALES 

3n.  Différentielles  totales  à  deux  variables.  —  SoH 

une  fonction  de  deux  variables  indépendantes  x  et  ï/  :  nous  avons 
appelé  dilïerentielle  totale  de  h  l'expression 


Daiis  cette  expresaii 
tr  et  j/;  ce  sont   les  dérivées  partielles  de 


(7)  /■(.r,j),;x+-f;i,j,)<;,,,, 

on  peut  se  demander  s'il  existe  une  fonction  ;/.,  de  a;  et  î/j  admet- 
tant cette  expression  pour  différentielle  totale,  c'est-à-dire  s'il 
existe  une  fonction  it  telle  que  l'on  ait  identiquement 

du  =f{x,  y)  !l:r-{^o{x,  y)  dy. 
Cette  question   peut    aussi  être    posée  sous  une  autre  forme  : 


du, 

O.f 

./.+  ^<ij, 

!a  qdostioii  11 

B  vient 

Ide 

mande: 

[■  s'il  existe  nne 

fonction  „ 

;  ili 

et  II,  telle  c[U( 
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Lorsque  la  fonction  «  existe,  on  dit  que  l'expression  (7)  est  une 
différentielle  totale  exacte.  La  fonction  u  est  l'intégrale  de  cette 
différentielle  totale. 

Kous  allons  montrer  que,  les  fonctions /et  »  étant  quelconques, 
l'expression  (7)  n'est  pas  en  général  une  dilTérentielle  totale 
exacte  :  pour  qu'elle  en  soit  une,  il  faut  et  il  suffit  que  les  fonc- 
tions /^et»  l'emplissent  une  condition  donnée  par  le  théorème 


Théorème. —  /'()((;■  que  l'expression 

f{x,y)dx-\--s{x,y)d!f, 

soit  une  différentielle  totale  exacte,  il  faut  et  il  siifffi,  que  l'on  ail 
'dentiqjiement 

df  _    &f 
1i~    ù.r  ■ 


(s; 


.1"  La  condilion   est   nécessaire.  —    Kn    effet,    supposons  qu'il 
xiste  une  ionctîoH  '',  de  ,r  et  y,   toile  que 

d,,=f{.,-,„)J.,+-^[x,,j)i,j. 

■  u,  ce  qui  revient  au  même,  telle  que 

ù((  ,        .in  ,        , 

'liT-rt-'.!').   isr  =■?('■.;/;■ 

V.n  dérivant  la  première    de   ces    relations  par  l'apport  à  .r,  la 
lenxlènie  par  l'apport  à  y,  on  a 

dxiiy  ùy  d;/ù.i'  è.i- 


2"  La  condilion  est  suffisante.  —  Soient  deux  fonctions /'(j^,  _!/) 
et 'f(x,(/),  vérifiant  cette  condition  (8);  nous  allons  montrer  qu'il 
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existe  une  fonction  ii,  admettant  f{:r, y) (lx-\-'-s[j^,!/)di/  pour  diR'é- 
l'eiitiellc  totale,   c'est-à-dire  vérifiant  les  deux  relations 

(9)         ^ =«-.!/).  !;--?(-.*). 

et  déterminer  cette  l'onction. 

Pour  cela,  cherchons  d'abord  la  l'onclion  ii,  de  .i  et  //,  lu  plus 
f^éiiérale,  vériPLaut  seulement  la  première  des  conditions  {!)) 

Comme,  dans  la  dérivation  par  rapport  i»  .r,  1/  est  traité  comme 
une  constante,  la  l'onction  la  plus  générale  /(,  vérifiant  cette  der- 
nière condition,  est  une  l'onction  primitive  de  f{x,y),  par  rapport 
à  ,f,  augmentée  d'une  constante  arbitraire  indépendante  de  .r.  On 
a  donc 
(10)  „=j'r,r,s)<tj:+i;lji]. 

OÙ  la  constante  arbitraire  indépendante  de  x  est  une  l'onction 
quelconque  de  y  que  nous  désignons  par  g{ii).  Ija  limite  infé- 
rieure j:„  de  l'intégrale  est  un  nombre  quelconque  que,  dans 
chaque  cas  particulier,  on  choisira  de  façon  a.  simplifier  les  calculs. 
La  fonction  u,  ainsi  calculée,  est  la  l'onction  la  plus  générale 
vérifiant  la  relation 


■rt'.,'/)- 


Xous  allons  maintenant  déterminer  ,^'(^i,  de  façon  que  cette 
fonction  /(  vérifie  aussi  la  relation 

in  .        . 

l*ou]'  calcider  la  dérivée  de  la  fonction  (iO)  par  rappoi'l  à  //, 
remarquons  que,  sous  le  signe  j  la  lettre  y  figure  comme  un  para- 
mètre Indépendant  de  s:  et  que  les  limites  j;^  et  .2:  sont  indépen- 
dantes de  y  ;  on  peut  donc  appliquer  la  règle  de  ladérlvatîon  sous  le 
signe  I  et  on  a 

dy        J,„         'hj  dy 
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On  doit  doue  ;noir 


Remplaçons-^ pur  hi  quantité  ideutîque,  par  hyputhùso,  -^. 
La  relation  devient 

Mais  riutégrale  indéfinie  de      ■  if  '"'^  dx  est  ■f(.r,?/);  l'intégrale 
dclinie,  entre  les  limites  x^  et  x,  est  donc 

?(«."/;-?(«..  J). 

et  réf[uation  à  vérifier  devient  ; 
on,  eu  réduisant, 

T^  =  'f '•■'•'»'■ 

]'',u  inîégritut  par  rapport  à  y,  nous  anroLis  gi^ij)  : 

oti  C  est  une  [constante,  ne  dépendant  plus  ni  de  x  ni  de  // ;  la 
limite  inférieure  y„  est  un  nombre  quelconque.  Remplaçant  g[i/) 
par  cette  détermination  dans  l'expression  (iO),  on  a  enfin 

(11)  „=fj(x,,j)J^^j'y^„„)d:,  +  c. 

Dans  cette  formule,  la  première  intégration  est  faite,  en  regar 
dant  1/  comme  constant. 

Le  problème  est  ainsi  résolu  :  en  supposant  remplie  la  condi- 

()/■  __   ils 

17 -TT' 
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nous  Tenons  de  trouvei'  l'expression  générale  des  fonctions  ii, 
ayant  pour  différeiitieHe  totale  f'd.i-\--fd^  ;  cette  expi'easion  con- 
tient une  constante  arbitraire  C. 

318-  Exemples.  —  1°  Prenons  d'abord  un  exemple  tout  ii  fait 
élémentaire  en  considérant  l'expression 

!/dx-\-:x:d!/. 

Actuellement 


f{x,!))=>j,      ■^[x,y)'-=.e. 


0.,ad„„c|/:=l, 


est  remplie.    L'expression  proposée  est  une  différentielle  exacte 
et  son  intégi'ale  u  est  donnée  par  la  formule 


=£;/dx+j^aYl>j+C. 


Effectuons  les  intégrations,  nous  avons 

a  =  XII  —  .(■„  y  +  r„  y  —  ar^,  y^  -+-  C 
ou,  après  réductions, 

„=xf/-\-K, 

K  désignant  nue  constiuite.   Lii  vérificalion  esl  immcdiate  :  on 
évidemment 

du  ^  ydx  +  xdy. 

Dans  ces  calcnSs,  le  choix  de  x,,  et  y^  est  arbitraire.  On  poui 
rait,  par  exemple,  faire  ^„=0,  y„=0.  Alors  la  formule  donne 

>'=^£ydx  +  C=^xy^C. 

'!"  Considérons  l'expression 

i2x^  +  2xy-Y^f)dx^[x'  +  2xy+-iy^)dy. 
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Cette   expression  est    nue    ditFéreiitielle   totale  exacte,    car  la 
lérivpc  du  eoerfieient  de  tl.v,  par  rapport  ;\  y, 


est  égale  à  la  dérivée  dn  coefficient  de  dy,  par  rapport  à  x.  L'in- 
tégi'ale  de  cette  difféi'eiitîelle  totale  est  alors 

H  =£  (2  x^  +  2  x,i  +  y^)  d.e  +  Ç  {.r.i  +  2  ,r„,y  -+-  3  ?/]  dy  +  C 

La  première  intégrale,  dans  laquelle  y  est  traité  comme  nue 
constante,  est 


Remplaçant  et  simpliPiaiiî,  oi 


oii  K  est  une  constante.  On  vérifiera,  sans  peine,  qne  l'e^pic 
proposée  est  égale  à  ihi. 


ni.  -  INTÉGRATION  LE  LON&  D'UNE  CÛUBBE  PLANE 

319.  Di;i.-i^rno>-.  ~  Soit,  dans  nn  plan  xQy,  nne  courbe  C 
[fig.  168)  ;  prenons,  sur  cette  courbe,  deux  points  JI„  et  M,  de 
coordonnées  x^,  y^  et  x-,y.  Considérons,  d'autre  part,  une  expres- 
sion de  la  forme 

f{x,y)dx-\--s{x,y)dy, 

où  /"et  s  sont  deux  fonctions  données  de  x  et  y.  IXoiis  allons  défi- 
nir ce  qu'il  faut  entendre  par  intégrale  de  f{x,y)  ds-\~-f{x,y)  dy 
prise  le  long  de  la  courbe  C  de  ]M„  en  M. 

Divisons  l'arc  M„M  en  «  parties  par  des  points  intermédiaires 
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Mi,Mj, , . .,  M,i_,,  ayant  pour  cordonnées  respectives  (.r^y,) ,  {^i,!/i}-- 
(-^■ji-i  '  .'/(.-i)  '  et  considérons  la  somme  ; 

H-Z'Ky.X*.  -■«,)+?(»,.?■) (s.—!/,) 
+/'(^,.y,)(«.  -■«.)+?(»'..»,) (y.-»,) 


+  /'(»-.,S.-.)(i'-i',-,)- 
Si  l'on  fait  croître  7(  iiiilôfiuiii 


-l'(^n-l,^„-i)(,'/7-//.-.   l)- 

int,,  dételle  fanon  que  toutes  !( 


(listunces  i\IyM^,!\t,M^,...,  ^l„_iM  tendent,  vers  zéro,  cette  s< 
tend  vers  une  limite  qui  est,  par  définition,  Yintégrale  de 

f{x,y)dx+-^{:r,y)d!j, 

prise,  de  M^  en  M,  le  long  de  la  courbe  C. 
On  désigne  cette  intégrale  par  la  notation 


(1) 


XI") 


-¥.^-,!Î)'hi- 


320.  ExpreBsion  par  une  intégrale  simple  ordinaire. —  11  est 

facile  de  ramener  le  calcul  d'une  intégrale  de  ce  genre  à  celui 
d'une  intégrale  simple  ordinaire.  Les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  la  courbe  C  pevivent  s'exprimer,  en  lonction  d'un 
paramètre  ( 

(2)  ,r=),(0,      >,=  r(0, 

de  telle  façon  que,  l  variant  d'une  manière  continue  de  r„  à  /^,  le 
point  [j-,'j)  décrive  l'arc  M„M,  de  M„  en  M.  En  faisant,  dans  Tinté- 
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grale  (il ,  le  changemeiih  Je  variiible  défini  par  les  formules  (2) , 

dj- -^i').' \i)  iU,      (hj=^  [j'[l)  dl, 
et  riiitégrtile  ilevieiit 

X_''[/r'-;').  .<')! '■'(') +?['.»,  1^(01  \'\i)\  if. 

ou  est  donc  vnmené  à  iti te  Intégrale  simple  ordinaire, 

321-  Quelques  exemples  d'Intégrales  prises  Je  long  d'une 
courbe  pîa.ne.  —  Nous  avons  déjà  rencontré  plusieurs  exemples 
d'intégrales  de  la  nature  de  celles  que  nous  venons  de  définir. 

Ainsi,  l'aire  d'un  segment  de  courbe  limité  par  un  arc  de 
courbe  M„M,,  par  l'axe  Ox  %%  par  les  deux  ordonnées  extrêmes 
est  égale  à  l'intégrale 

prise  le  long  de  l'arc  M^M,,  En  parllculiei',  l'aire  d'une  courbe 
l'ermée  (JX"  38)  est  donnée  par  l'intégrale 


j,,,u, 


bIc 


j  de  la  courbe.  Dans  cet  exemple  on  a 

a'.'j)='j.  î(»;,î/)=o. 

L'aii'c  d'un  secteur  de  courbe,  limité  par  un  arc  M„M  et  deux 
rayons  vecteurs  OM^,  et  OM    (N°  40) ,  est  donnée  par  l'intégrale 

-jy  j  [xdji  —  udx) , 

prise  le  long  de  l'arc  JI,,M,"et,  eu  particulier,  l'aire  d'une  courbe 
fermée  est  donnée  par  cette  même  intégrale  prise  le  long  de  la 
courbe  fermée  (X"  42).  Dans  ce  deuxième  exemple  : 


Enfin,  er 
de  0;,  noi 


cherchant  le  volume  d'un  solide  de 


on  autoui- 
était  donné  par  l'inté- 


^    x'dx-, 
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prise   le  long    de   l'arc   i\> 
plan  des  xz. 

C'est  encore  là  une  intégrale,  prise  le  long  d'i 
dans  le  plan  des  r./',  z  jouant  le  rôle  de  ij . 


éî'idienne   (X"  50,  p.g.  35i,   dans  le 
«illIjo  plmic, 


322-    Condition  pour  qu'une  intégrale 


dépende  seulement  du  point  de  départ  M„  et  du  point  d'arri- 
vée 'M,  et  non  du  cliemin  suivi.  —  V.n  général,  une  intégrale 


l=£f(r,y)d.  +  .(.,!,).l,,. 


prise  de  M„  en  M,  ie  long  d'une  courbe  C,  ctiange  de  vitloiu' 
quand,  laissant  fixes  les  points  de  départ  et  d'arrivée,  on  l'ait 
varier  la  courbe  C,  c'est-à-dire  le  chemin  d'intégration.  Ainsi 
rîntéffrale 

prise  le  long  d'une  courbe  C  représente  l'aire  du  secteur  OM,,  CM 
{fig.  169)-  Si  on  prend  la  même  intégrale,  le  long  d'une  autre 
courbe  C,  joignant  les  deux  points,  elle  prend  une  autre  valeur, 
égale  à  l'aire  du  secteur  OM„C'M, 

Mais  il  peut  arriver  qu'une  intégrale 
telle  que  (3)  dépende  seulement  du  point 
de  départ  M^  et  du  point  d'arrivée  M, 
sans  dépendre  du  chemin  suivi  C.  Pre- 
nons, par  exemple,  l'intégrale 


Xi.  (^''^'j+i''^-'''} 


prise  le  long  d'une  courbe  C  joignant 

les  deux  points  M^  et  M.  Comme  la  quantité  sous  le 

tégration   est  la  différentielle  totale  de  ,r//,  on  peut  é 

intégrale 


£''''(.■'■!/)■ 
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L'iiitogvale  iailpriiiie  est  donc  .rij  et  l'intégride  tléfiiiic,  diffé- 
l'eiice  des  valeurs  i[ue  prend  ,17/  lui^  deux  points  M  et  M^,,  est 

On  voit  f[ue  cette  intégrale  ne  dépend  que  des  coordonnées 
des  points  Mj  et  M,  et  non  du  choix  de  la  courbe  C  :  elle  con- 
serve la  même  valeur,  ([iiand  on  change  la  Corme  de  C  entre  les 
deux  points. 

Nous  allons  généraliser  ce  fait  en  démontrant  la  proposition 
suivante  : 

Théorème.  —  J'oiir  qu'une,  intégrale 

prise,  de  il„  en  M,  le  long  d'une  courhe  C,  dépende  uniquement  du 
point  de  départ  M^  et  du  point  d'arrivée  il,  et  non  du  chemin  suivi, 
il  faut  et  il  suffit  que  l'expression 

f{s.,y)d.x  +  -f[.v,!/)d;/. 

soit  une  difjérentielle  totale  exacte;  cexl-à-dirc  que  l'on  ait 


1°  La  condition 


:/      f{x-,y)dx^-={^,y]d,j, 

■'(Mû) 


prise  le  long  d'une  courbe  C,  joignant  les  deux  points  M,  et  M, 
de  coordonnées  ^,  j/ et  ,r„,y„.  Supposons  que  cette  intégrale  ne 
dépende  pas  du  choix  de  la  courbe  C,  mais  seulement  du  point 
de  départ  M^  et  du  point  d'arrivée  M.  Alors  cette  intégrale  est 
une  fonction  de  x,  y,  .r,,  y^  :  en  effet,  la  valeur  de  l'intégrale  est 
déterminée,  dès  qu'on  connaît  les  coordonnées  3:,ij  et  x^,  y^  des 
deux  points  M  et  il^.  On  peut  donc  écrire 


i"i 
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Laissons  fixe  le  point  M„  et  déplaçons  infiiiiiiieut  peu  le  point  M 
[fig.  170)  en  lui  l'aisaiit  subir  un  déplacement  arbitraire  MM',  de 
projections  rf^et<:;(/.  Alors, le  premier 
membre  de  l'équation  (4)  croit  de  la 
i|nantité 

(5)       f{x,,j)dj+,{T,,j)d,i, 


r  l'intégrale  pri 


upose 


:  de  M„ 

l'intégrale    i 


i  W 


de 


M„  en  M,  plus  l'élément  d'intégrale  j-     ^.^ 

provenant  du  déplacement  MM',  élé- 
ment qui  est  précisément  l'expression  (5).  En   même  temps,  le 
deuxième  membre  ¥{x,y,  ^^,'j„)  croit  de  sa  différentielle 


ÛF 


Ces  deuxaccroissemewts  sont  égaux:  ou  a  donc,  idfMiticjiicmcnt, 
quels  que  soient-c/.f  et  t?^, 


/■(.î,y)<t+«(.r,j)rf,,= 


d.v 


ay 


.r''!f. 


ce  qui  montre  que /"^/.ï +5  rf;/ est  une  différentielle  totale  exacte 
d'une  certaine  fonction  F  de  a:  et  y. 

2"  La  condition  est   suffisante.  —    En    eflet,    supposons    que 
f d.v -\- v dy    soit    une    dlfférenLielle     exacte,     c'est-à-dire    que 

«Il        àx 

f{x,  y)di  +  ,(x,,j)d,j^  dU  [x,  „) , 


\)[x,y)  désignant  une  certai 


!  fonction  de  .r  et  ij.   L'intégrale  1 


-C  "■''"* '''''^  •'■'''"■"'■' "X. 


(«J. 


L'intégrale  indéfinie  est  U,  ou,  en  mettant  tes  coordonnées  en 
évidence  U  {x,y)  et  l'intégrale  définie,  différence  des  valeurs 
de  U,  aux  deux  point»  SI  et  5I„ 

I=U(,.,î)-b'(,r„j.). 
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L'intégrale  a  donc  alors  une  valeur  indépeiKlaiilo  du  chemin  et 
dépendant  seulement  dn  choix  des  points  M,,  et  M,  Le  théorème 
est  démontré. 

323.  Exemple  tiré  de  is  théorie  mécanique  de  la.  chaleur. — 
Considérons  un  corps  déterminé,  par  exemple  une  masse  d'air, 
on  d'ea»,  ou  de  fer...  La  densité  de  ce  corps  dépend  de  sa 
température  l  et  de  sa  pression  p  ;  par  suite,  le  volume  c  occupé 
par  l'unité  de  masse  du  corps  (quantité  qu'on  appelle  volume 
spécifiqtiè)  dépend  aussi  de  ces  deux  quantités. 

Il  existe  donc,  pour  chaque  sorte  de  corps,  une  relation  déter- 
minée entre yj,c,;  : 

(6)  F(yj,^,0=O, 

qui  est  la  relalion  fondamentale  du  corps. 

Par  exemple,  pour  les  gaz  parlatls  obéissant  aux  lois  rie  Mariette 
et  de  Cay-Lussae,  la  relalion  l'ondanientale  est 

;'"     _     ;'.". 

1+«I  1+a,.  ' 


/"' 


a  désignant  le  cocifieient  de  dilatation  des  gaz, 
_      1 

Nous  pouvons  toujours  imaginer  qu'on  ait  résolu  l'équation 
fondamentale  d'un  corps  (6)  par  rapport  à  I,  de  façon  il  la  mettre 
sous  la  forme  : 

(7)  "='K?.-)- 

D'après  cela,  l'état  d'un  corps  déterminé  dépend  de  deux  varia- 
bles indépendantes,  la  pression  p  et  le  volume  spécifique  c  ;  ï  est 
une  fonction  déterminée  deyj  et  v. 

On  peut  alors  représenter  graphiquement  l'état  du  corps  par 
un  point  M  d'un  plan,  ayant  pour  coordonnées  {fig.  171) 
OA  =  f,  AM  =  p, 
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par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires  Oc  et  Op.  A  chaque  état 

du  corps,   répond  un  point  M  dans  le  plan,  et,  inversement,  à 

chaque  point  M,  répond  un  état  du  corps.  Ce  point  M  est  le  point 

représentatif  A^  l'état  du  corps.  Quand  le  corps  change  d'état, 

sa  pression  et  son   volume  spécifique 

varient  d'une  manière  continue,  le  point 

i-eprésentatif  M  se  déplace  dans  le  plan, 

en  décrivant  une  certaine  courbe  M|,M. 

Supposons  que  le  corps  soit  dans   un 

certain  état,  représenté  par  un  point  M, 

de  coordonnées  v  elp  ;  proposons-nous 

d'amener  le  corps,  de  cet  état,   à  un 

état  infiniment  voisin,  représenté  par  un 

point  M',  de  cordonnées  v  -\-  dv  etp  +  dp.  Il  faut,  pour  cela,  lui 

communiquer  une  certaine  quantité  de  chaleur  inSniment  petite 

3Q  dont  l'expression  est  de  la  forme  : 


oii  les  coefficients  À  et  k  i 
pour  chaque  corps 


5Q  =  À,/,H-/vV- 
)nt  des  fouclion 


ï  <!o  1'  et  p  détcrn 


'fi'.i'),  I'- 


',!')■ 


rs'ous  no  nous  occuperons  pas  ici  de  la  signification  physique  de 
■ces  coefficients,  mais  voici  maintenant  le  point  capital  dans  la 
théorie  de  la  chaleur,  où  se  rencontre  une  application  de  la  théo- 
rie précédente.  Considérons  deux  états  déterminés  du  corps 
représentés  par  les  points  M,,  et  M  de  coordonnées  f„,p„  et  c,y>. 
Supposons  qu'on  veuille  faire  passer  le  coi-ps  de  l'état  M^  à 
l'état  M,  par  une  suite  d'états  intermédiaires  représentés,  succes- 
sivement, par  les  divers  points  d'une  courbe  continue  C,  joignant 
les  points  M^  et  il  (fig,  171).  Cherchons  la  quantité  totale  de 
chaleur  Q  (positive  ou  négative) ,  qu'il  faut  communiquer  au  corps 
pour  réaliser  cette  transformation. 

Pour  cela,  divisons  l'arc  M^M  par  des  points  M,, M,,,..,  M„_i, 
infiniment  rapprochés  et  en  nombre  infiniment  grand.  La  quantité 
de  chaleur  cherchée  Q  est  la  somme  des  quantités  de  chaleur 
infiniment  petites  qu'il  faut  communiquer  au  corps  pour  l'a 
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ement  de  l'étrtt  Mj  à  i'étatM,,  puis  de  l'étiit  M,  à  l'état 
iM.,,...  et  ainsi  de  suite  jusqu'en  M,  On  a  clone  ; 

l'intégration  élant  faite  le  long  de  la  courbe  G.  (Actuellement, 
c  &t  p  jouent  le  rôle  de  :c  et  »/  dans  la  théorie  analytique  précé- 
dente.) 

On  croyait,  au  siècle  dernier,  que  cette  quantité  de  chaleur  Q 
dépend  uniquement  de  l'état  initial  M„  et  de  l'état  final  M,  et 
non  de  la  suite  C  des  états  intermédiaires  :  cela  revenait  u 
admettre  que  la  quantité  sous  le  signe  d'intégration  est  une 
différentielle  exacte.  Mais  on  a  reconnu  que  cette  inanière  de 
voir  était  inexacte.  L'expression 

n'est  pas  une  différentielle  totale  cxnolo  ;  la  dérivée  partielle 
-Y"-  n'est  pas  égale  à  -=— .  Des  lors,  la  quantité  Q  ne  dépend  pas 

seulement  des  états  initial  et  final  M^  et  M,  mais  de  la  suite  des 
états  intermédiaires,  La  quantité  de  chaleur,  nécessaire  pour 
l'aire  passer  un  coi'ps  d'un  état  ii  un  autre ,  n'est  pas  déter- 
minée par  la  seule  connaissance  de  ces  deux  états  ;  elle  ne  l'est 
que  si  on  donne  la  suite  des  états  intermédiaires,  c'est-à-dire  la 
courbe  C.  Il  se  passe,  pour  cette  quantité  de  chaleur,  quelque 
chose  d'analogue  Èi  ce  qui  se  passe  pour  l'aire  d'un  secteur  M|,OM 
[fi{^.  169)  :  cette  aire  n'est  pas  déterminée,  quand  on  connaît  seu- 
lement le  point  de  départ  M^  et  le  point  d'arrivée  M  de  l'arc 
M„M  :  elle  ne  l'est  que  si  on  donne  l'arc  de  courbe  C  joignant 
les  deux  points,  et  elle  change  avec  le  choix  de  cette  courbe. 

La  théorie  mécanique  de  la  chaleur  va  maintenant  nous  four- 
nir un  exemple  de  difFérentielle  totale  exacte.  On  appelle  tem- 
pérature absolue  d'un  corps,  à  t  degrés  centigrades,  la  quan- 
ti lé 

T  =  ;-f  J-=.;  +  273. 

Cette   quantité  est,  pour  un  corps  donné,  une  fonction  déler- 
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minée  de  c  et  p,  car  f  est  une   fonction  connue  de  c  et  p.  Ceci 
posé,  on  démontre  en  physique  que  l'expression  : 

~^=^d^-h~dp. 

c-il  une  di(l'ércndeUe  totale  exacte,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

il)  <i) 

dp  d<' 

On  peut  alors  poser 

-^(/uH-  -^dp  =  d^{v,(}), 

S  étant  une  certaine  fonction  de  c  etyj.  Cette  fonction  S  s'appelle 
Venlropie  du  corps.  Si  Von  considère  l'intégrale 


prise,  de  M„  en  .M,  le  long  d'une  courbe  quelconque,  celte  inté 
grrtle  est  égale  à 

£''Vs-^-s(.,,/i-s(,..,,..). 

Elle  est  donc  indépendante  des  transformations  suliies  par  h 
corps,  pour  passer  du  premier  état  au  deuxième. 


IV.  CIFPËBENTIELLES  TOTALES  A  TROIS  VARIABLES  INDÉPENDANTES 
INTÉGRALES  FRISES   LE  LONG    D'UNE    COURBE   DANS  L'ESPACE 

324 .  Conditions  pour  qu  'une  expression  différentielle  à  trois 
variables  indépendantes  soit  une  diffërentielle  totale  exacte. 
—  Il  est  aisé  d'étendre,  a  des  expressions  différentielles  à  trois 
variables,  la  théorie  du  paragraphe  précédent,  relative  à  des 
expressions  k  deux  variables. 

Considérons  une  expressslon  de  la  forme 

(i;  fl»,  ,j, ,)  <iT+-f  (,,.-,  ,j,  =)  rfj +.1  (,«,  y.  -<)  <(,=, 
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où  fix,y,z),  o(^,y,E)  et  ^]^{.T,)j,z]  sont  des  fonctions  données 
de  x,y,z.  On  peut  se  demander  sous  quelles  conditions  cette 
expression  est  la  différentielle  totale  d'une  fonction  \]{x,y,z), 
c'cst-;\-dîre  peut  être  identifiée  avec  l'expression 

I.a  réponse  à  cette  question  est  donnée  pur  le  théorème  sui- 


Théorème.  —  Pour  que  l'expression  (1)  soit  une  différentielle 
totale,  il  faut  et  il  suffit  que  les  fonctions  f,-^,\  vérifient  les  trois 
idcntité.-i  : 

if  _  _Û2_    _â?_  _  _^    _^  _   <y 

d>j  âa;  iiz  dy  dx  i).: 


(3) 


1"  Ces  conditions  sont  nécessaires. —  En  effet,  si  l'expression  (i) 
peut  être  identifiée  avec  nne  dilTérentielle  totale  telle  que  (2),  on 
a,  identiquement, 


(4)      /■(».»,=)  = 


ix  ' 


On 


L-s,  immédiatement,  que  ^r^  est  égal  il  -^, car  ces 
les  deux 


deux  expressions  sont  éo-ales  il  — — —  ;  on  vérifie,  de 

^  ^  àxày 

autres  conditions. 

2"  Les  conditions  (3)  sont  suffisantes.  —  Nous  allons  montrer 
que,  si  ces  conditions  sont  satisfaites,  il  existe  ime  fonction  U,  de 
x,y,z,  vérifiant  les  trois  relations  (4),  et  déterminer  cette  fonc- 
tion. 

Pour  cela,  regardons  d'abord  z  comme  constant  et  commençons 
par  chercher  la  fonction  la  plus  générale 


vérifiant  seulement  les  deuxpreniières  relations  (4) 

(5)  •~-=f(s,y,,],    -~~  =  -^[x,ij,z). 


yGoosle 


D!FFÉRE?y-TIF-!.LES    TOTALES  A   TROIS   VARIABLES 


Comme  .:  est,  provisoirement,  regardé  comme  constant,  TJ  est 
une  fonction  des  deux  variables  indépendantes  x  t,t  y  ;  d'après 
la  théorie  du  paragraphe  précédent,  il  existe  une  fonction  U  de 
x  et  y  vérifiant  les  relations  (5),  car  on  a 

(if  _    h-s 
et  cette  ronctloii  est  doniicc  pnr  la  formule 

(6)         u^jf/-;!,  5,  s)  fc+JV  ;»..;/.=)'','/+ c„), 

C(.,  étant  une  constante  par  rapport  ii  j:  et  y.  On  pourra  donc 
prendre,  ponr  C,„,  une  fonction  quelconque  de  .:  :  quelle  que  soit 
cette  fonction,  la  fonction  U,  de  x,ij,z,  définie  par  (6),  vérifie  les 
deux  premières  relations  (4).  Il  reste  maintenant  à  déterminer  C, 
en  fonction  de  ;,  de  telle  façon  que  l'on  ait 


OU 


=  ^^^,J'.^J- 


En  calculant—^ — par  la  règle  de  (lifférenLlolion  sous  le  signe  I  , 
et  tenant  compte  de  ce  que  C  est  fonction  de  ;,  nous  aurons  à  véri- 
fier l'équation 

Mais,  d'après  les  conditions  (3)  supposées  remplies  identique- 
ment, on  a  : 

^f{x,y,z)    _   d-)f{x,,i..)  _ 

C-  iiflx,  >/,  t)    ,  /""  O'I'  (x,  >/,  .v)     ,         .  ,  ,        .  ,  ^ 

ir^r^'''=y,         J        rf,,  =  J.t,,y.,)-i(x.,y,=,; 

de  même, 

jl         '^  ^.■"    '   '^'J^X^^^f dy^-lx„y,z)  —  '[{x„,y„z). 
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V.a  remphiçaiit  les  intégrales  pav  ces  valcui's  et  rédliusmit. 
VDitfjiieli»  relation  (7)  devient 


cl'oii 


£Ku^y.,^) 


dz- 


K  étant  une  constante  indépendante  de  x,ij,z. 

Finalement  lu  fonction  TJ,  admettant  pour  dLll'éi'entielle  lutalo 
l'expression  (li,  est  donnée  pav  la  formule 

^=£f{-''^'j,  =)  ''■'■+£'-?  G'v^,=)'/y+  [  ^  ;.'■., ,'/..  -■  dz+K. 

325.  Intégrale  prise  le  long  d'une  courbe  dans  Vespa-ce.  — 
Imaginons,  tltins  l'espace,  une  courjje  C   \fi<^.  172: .  juignunt  deux 


points  My  et  M,  de  coordonnées  :r^,ij^^.z^  et  ,'■,'/,  : 
comme  dans  le  plan,  l'intégrale 


^D'^' 


-  -f[->'''J'-:<'!/'\ 


■■'.  <!-■ 


prise  le  long  de  C,de  IM^enM.  Pour  cela, onprend,  sur  la  coiirbeC, 
des  points  intermédiaires  M^, M,,.,,,  M„ ,  infiniment  rapprochés 
et  en  nombre  infiniment  grand.  L'intégrale  est,  par  définition, 
la  limite  de  la  somme 


+/(»■,.  >/.,-.)(-«-aj4 


■'''..J.,=.,)  (.?—!/„) ++{»„, S-, 
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OÙ  H  iiugmente  indéfiniraeiil ,  toutes  les  différences  .Cj — :i\, 
,f^ — j:,,...,  y, —  */û,  i/j — l/if-,  ^1 — "qi  ^a —  'n---  tendant  vers  zéro. 
L'intégrale  I,  ainsi  définie,  peut  facilement  être  ramenée  à  ime 
intégrale  sinnple  ordinaire.  Kn  effet,  le  long  de  la  courbe  C,  on 
peut  exprimer  les  coordonnées  x,y,z  d'un  poinf,  en  i'onction  d'im 
paramètre  / 

.«  =  '.{').   !i  =  f('),    =  =  v;i;, 

qui  vacie  de  /„  à  /,,  quand  le  point  {■>',//,;)  décrit  la  courbe,  de  M, 
en  M.  On    a  alors,  d'après  la    règle  du  changement  de  variable 


I  ~£'UV;  ,".•')  ■'.'  +  s  (À,  ;J,  v)  ?'  +4  0;  ?,  v,'  ■/]  ,1,, 

OÙ  nous  écrivons  pour  abréger  X,;j.,v, /.',;;;', -/an  iieii  de  X('/),;j;(/),vf/j, 
et  des  dérivées  ).'(/),  i^.'{i), •/'(/). 

326-  Conditions  pour  qu'une  intégrale,  prise  le  long  d'une 
courbe  dans  l'espace,  ne  dépende  que  des  points  de  départ  et 
d'arrivée  et  non  du  chemin  suivi. 

Considéi'DES  Tintégrale 


=jf"'/V.j'.  =)*'■  +  ?>.?,=;>';/ H 


prise,  de  .\1„  eu  M,  le  long  d'une  courbe  C  Kn  général,  les  deux 
points  ily  et  M  étant  donnés,  la  valeur  de  l'intégrale  change  avec 
la  courbe  C,  le  long  de  laquelle  on  intègre.  Pour  que  l'intégrale  I 
soit  indépendante  de  la  courbe  C  et  dépende  uniquement  des 
points  de  départ  et  d'arrivée,  il  l'aut  et  il  suffit  que  la  quantité 
sous  le  signe  /  soit  une  différentielle  totale  exacte,  c'est-à-dire 
que  l'on  ait 

ùf  __    .V;  .Vi    __    *).{;  i)i     _     û/" 

T^""^'      ~^~"'^!/~'       "i\ï""~"ÔT' 

La  démonstration  de  cette  proposition  est  identique  à  celle  que 
nous  avons  donnée  (N"  322) ,  pour  le  cas  des  intégrales  prises  le 
long  d'une  courbe  plane, 

327.  Exemple  tiré  de  la  mécanique.  Travail.  —  Considérons 
un  point  matériel  M  de  coordonnées  .i',!/,3,  sollicité  par  une  force 
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F  iiviKit  pour  projections  X,Y,Z.  Si  le  point  M  subit  un  dépltice- 
meiit  infiniment  petit  Mil'  de  projections  dx,  dij,  dz,  on  sait  qnc 
le  travail  élémentaire  correspondant  de  la  force  F  est  donné  par 
l'espiession 

(10)  XdxA-^dy  +  'Ldz. 

Supposons  quo  la  l'orce  dépende  seulement  de  la  posiliou  du 
point  ;  dans  ce  cas  X,V,Z  sont  des  l'onctions  de  x,y,z 

le  travail  élémentaire  est  alors  une  expression  dillcrciîticllc  coiume 
celles  que  nous  venons  d'étudier. 

Imaginons  que  le  point  matériel  passe  d'une  position  M,,  à  une 
position  M,  en  suivant  une  courbe  C  {fig.  172)  :  on  définit  alors 
le  travail  total  ^  delà  forceF,  correspondant  à  ce  déplacement,  de 
la  façon  suivante  :  on  divise  l'arc  iI„!M  en  une  infinité  de  parties 
infiniment  petitespar  des  points  intermédiaires  M|,M^,...,  M^et  on 
dit  que  le  ti'avail  total  %  est  la  somme  des  travaux  élémentaires 
de  la  force,  pour  les  déplacements  successifs  M„M,,  M, il,....,  M„il. 
On  a  ainsi 


"6=  Ç'y.dx^\d>j-\-'Uh., 


l'intégrale  étant  prise  le  long  de  la  courbe  C. 

En  général,  ce  travail  total  ^  dépend,  non  seulement  du  point 
de  départ  M,,  et  du  point  d'arrivée  M,  mais  aussi  du  chemin  C 
suivi  par  le  mobile.  Pour  que  '3S  soit  indépendant  du  chemin 
suivi,  il  faut  et  il  suffit  que  l'expression  ^dx-\^dy^'Ldz  soit 
une  différentielle  totale  exacte,  c'est-à-dire  qu'il  existe  une  fonc- 
tion l!(,r,j/,;},  telle  que 

X.Y.r  +  Yf///  +  /.rfr  =  (A](.f,  //,  r). 

ou,  encore, 

_^       Y—  3'         7—  ^ 
0,r  '  .1//''  ^z   ' 

Quand  cette  fonction  U  existe,  on  l'appelle  fonction  des  forces, 
et  on  dît  que  les  forces  dérivent  d'une  fonction  des  forces.  Dans 
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e    cas    particulier,    le    travail   total   est    donné    par   la  Ibrmiile 
Ainsi,  pre 


1  point  M  attiré   par  un  centre  fixe  0,  pris 
■e  dn  carré  de  la  distance  [fif^.  173) , 


Si   on  appelle  r  la  distance    OM,  la  force  F   a  pour  intensité 


s  constante,  l-es  pnijecltons  de  ectte  force  sur  les 


car  les  cosinus  directeurs  de  OM  sont  — 
le  travail  élémentaire  a  ponr  expression 


1  — .  Actuellement, 


Xdx  +  Yrf//  H-  7.dz  = ':r{-vdx  +  yd;i  +  zdz) . 

Jais,  comme  on  a 

>n  en  déduit,  en  dilférenciant, 

xd:c  -\-  ijdif  -\-  zdz  =  rdr 
l'on 

Xd:i-  +  \dy^7Alz^—-^dr=d{-^- 

Cette  expression  est  donc  la  différentielle  exacte  de  la  fonction 

u  (i,  j, .)  =  i-=  ,     * 
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Il  sei'Jiît  crailleurs  facile  de  vérifier  que  les  projections  X,^,  Z 
(le  la  force  sont  égales  aux  dérivées  partielles  de  cette  fonction  U, 
par  rapport  à  x,y,z  respectivement. 

Quand,  dans  cet  exemple,  le  point  matériel  pusse  d'une  posi- 
tion M^  à  une  mitre  M,  le  travail  total  de  la  force  attractive  F 
est 

,„        {•'■>'':  ,(  ti\        k  k 


r  et  i\  désignant  les  distances  OM  et  0M„.  Ce  travail  est  indépen- 
dant du  chemin  suivi  d'un  poJut  li  l'autre. 
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li\TI-X;HAI,f;S    DOUBLES   ET   TlilPLEÎS.  ~  APPLICATIONS. 


I.   —    INTÉGRALES    DOUBLES 

DÉFINITION.  Évaluation  d'un  volume.  —  .Vous  sommus 
i  à  la  notion  d'intégrale  simple,  en  évaluant  l'aire  d'un  seg- 
ment de  courbe  plane  et  en  démontrant  que  cette  aire  est  la 
limite  de  la  somme  des  rectangles  infiniment  petits  inscrits.  Nous 
avons  vu  d'ailleurs  que,  réciproquement,  toute  intégrale  simple 
peut  être  graphiquement  représentée  par  l'aire  d'un  segment 
de  courbe  plane. 

Nous  arriverons,  de  même,  à  la  notion  d'intégrale  double,  en 
cherchant  à  évaluer  un  volume  défini  comme  il  suit  :  considérons, 
dans  le  plan  des  xi/,  une  courbe  fermée  G,  servant  de  directrice  à 
une  surface  cylindrique,  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à 
Os,  et  proposons-nous  de  calculer  le  volume  V  limité,  latérale- 
ment, par  cette  surface  cylindrique,  inl'érieurement,  par  le  plan 
des  xtf  et,  supérieurement,  par  une  portion  de  surface  courho 
continue  S  ayant  pour  équation 

;=/■(,,■,,). 

Nous  supposerons  d'abord  que  cette  portion  de  surluce  S 
est  tout  entière  au-dessus  du  plan  des  xr/. 

Divisons  l'aire  de  la  base  C  en  un  nombre  très  grand  d'élé- 
ments superficiels  très  petits  Ato  [fig.  174).  Pour  effectuer  cette 
division,  il  suffira  d'imaginer  qu'on  ait  tracé  sur  la  base  C  deux 
systèmes  de  courbes  telles  que  les  courbes  d'un  même  système 
soient  très   rapprochées   et  soient  coupées  par  les   conrbes  de 
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l'autre  ;  on  obtient  ainsi  une  sorte  de  quadrillage  divisant  l'aire  V, 
en  éléments  iw.  Soient 

les  éléments  superficiels  de  l'aire  C,  obtenus  de  cette  façon.  Cons- 
truisons ensuite  des  surfaces  cylindriques  verticales  ayant,  res- 
pectivement, pour  bases,  les  éléments  superficiels  A(i),,A(!)^, ...  et 
considérons  les  volumes  c,,fi,,...,c„  limités,  latéralement,  par  ces 
surfaces   cylindriques,   inférieurement,   par  les  éléments   plans 


iii),,Aù)j,...,  Ab>„  et,  supérieurement,  par  ta  surface  courbe  don- 
née S.  Il  est  évident  que  le  volume  cherché  V  est  la  somme  des 
diverses  parties  de  même  nature  c„f„. ..,(•„.  dans  lesquelles  on. 
l'a  ainsi  divisé  ; 

(1)  V=:.,  +  .,  +  ...  +  <v 

On  peut  écrire  aussi  ; 

V  =  lim(<.,  +  ..,-|-...  +  ^„), 

car  la  somme  du  deuxième  membre  est  constante,  quel  que  soit 
n  et  égale  h  V.  Cela  posé,  nous  allons  remplacer  chacun  des 
volumes  élémentaires  c,,fj,...,  c„  par  un  cylindre  élémentaire  ins- 
crit de  la  façon  suivante  {fig.  175).  Le  volume  c,  est  limité  infé- 
rieurement, par  l'élément  Aw,  et  supérieurement,  par  la  portion 
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ABDT  de  la  surface  S  qui  se  projette  sur  iw^  ;  appelons  Z,  et  ;,, 
la  pins  grande  et  la  plus  petite  valeur  que  prend  l'ordonnée  s  aux 
divers  points  de  la  poi-tion  ABDR  de  surface  S  ; 
sur  la  figure  175,  Z,  serait  l'ordonnée  du 
point  D  el  z^  celle  dn  point  A.  Menons,  par  les 
points  D  et  A,  d'ordonnées  Z,  et  ;,,  des  plans 
horizontaux  DE'A'B'  et  AB"D"E''  :  nous  formons 
ainsi,  deux  cylindres  ayant  pour  base  commune 
i'J,,  et,  pour  hauteurs  :  l'un  Zj  ;  l'autre,  ;,;  le 
premier  de  ces  cylindres  a  un  volume  Zjiiu, 
supérieur  à  »-,,  on  peut  l'appeler  cylindre  cir- 
conscrit ;  le  deuxième  a  un  volume  '•^^<à^  infé- 
rieur à  f,;  on  peut  l'appeler  cylindre  inscrit. 
De  même,  nous  comprendrons  le  volume  c^  entre 
deux  cylindres  de  hase  ioi^,  l'un  circonscrit, 
ayant  pour  hauteur  Z^.  l'autre  inscrit,  ayant  pour 
hauteur  z^  ;  et  ainsi  de  suite. 

Nous  allons  démontrer  que  le  volume  V  est 
la  limite  de  la  somme  des  cylindres  inscrits 
quand  le  nombre  des  di^âsions  A(ij,,Aw^. 

mente  indéfiniment,  chacune  de  ces  aires  élémentaires  se  rédi 
sant  à  lin  />oin>, 

(2)  V  =lim  (=,it..,  +  ^.A«,  +  . . .  +  ..,A.„J . 


,^1^ 


.,  de  la  base,  aug- 


En  effet,  let 


.^,ico,  +  r,i«. 


.;„iw„ 


sont  composées  d'un  même  nombre  de  termes,  lous  de  même 
signe  ;  pour  démontrer  qu'elles  ont  même  limite,  il  suffit  de 
démontrer  que  le  rapport  d'un  terme  d'une  des  sommes  au  terme 
correspondant  de  l'autre  tend  vers  1,  quand  n  augmente  indéfini- 
ment, dans  les  conditions  indiquées.  Or  on  a 


.,<.'  <Z,ii.,  ■ 


d'où,  en  divisant  par  "liw,, 
1<  - 
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Quand  l'i'lémcul  Ao)^  se  n'^dnil  h  un  point  1'^  l'ordonnée  niu\iinnni 
Z,  de  la  sni'lyce  S  dans  Aw.,  et  l'ordonnée  minimum  r  tendent, 


l'une  et  l'autre,  vers  l'ordonnée  du  point  P,,P,M,,  et  le  rapport 
— U  tend  vers  1.  Le  rapport— 7* — ,  comprisentre  I  et  un  rapport 
tendant  vers  1,  tend  lui-même  vers  1.  On  ferait  la  mÈme  démons- 
tration    pour    les     rapports——^ — , —~ — .     On     ])eut    doue 

V  =  lim  {..,A,.,,  +  -4-.+  -.  -  +  ^-.A'o,:), 

ce  ([iii.  démontre  bien  ([ue  le  vokime  est  la  limite  vers  laquelle 
tend  la  somme  des  cylindres  inscrits.  On  voit  que  nons  sommes 
ainsi  arrivés,  par  une  voie  analogue  h  celle  que  nous  avons  suivie 
pour  évaluer  l'aîre  d'un  segment  de  courbe  plane  (N"  5),  à  un 
théorème  analogue  ii  celui  qui  consiste  i»  dire  que  l'aire  d'un  seg- 
ment est  la  limite  de  la  somme  des  rectangles  inscrits, 

Nùlalion.  Pour  expj'iinei'  (|iie  V  fM  1a  liinile  de  lu  sioiiinifi 


en  mettant  deux  signes  [  .  On  répète  deux  fois  le  signe  d'intégra 
tion,  parce  que,  comme  nous  le  verrons  plus  loin,  quand  onveu 
calculer  numériquement  un  volume  par  cette  méthode,   on  es 
conduit  à  calculer,  successivement,  deux  intégrales  simples. 
On  appelle  l'expression 


// 


Zd-M 


une  intégrale  doiil/le  et,  pour  exprimer  qu'il  laut  laire  la  somme  des 
produits  zdiù  correspondant  a  tous  les  éléments  siiperficlels  de 
l'aire  de  la  courbe  (',  on  dit  que  f'inlcgrnle  double  est  étendue  à 
l'aire  de  la  courhe  C. 

Remauque.  —  On  démontrerait,  de  même,  que  le  volume  V  est 
la  limite  de  la  somme  des  cylindres  circonscrits  ZjAwp/.^Aw^,... 
On  en  conclut  qu'il  est  aussi  la  limite  delà  somme  des  cylindres 
ayant  pour  bases  Am,,  Aw^,..,,  Aw„et,  pour  hauteurs  respectives,  le 
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lyriiGRA-I.KS    D  OVULE  s  joi, 

e  (le  la  surfuce  S,  ayant  son  pied 
e  quelconque  de  la  surl'ace  S, 


e  ordonnée  qnelconqm 
dans  A",,  le  deuxième,  une  ordon 

ayant  son  pied  dans  it",,...  etc..  Rn  effet,  la  nouvelle  somme,  ainsi 
formée,  est  comprise 


r,Aw,+  -> 


ment  entre  les  deu 


/,i(.),  +  /^A(.).  H-  . . .  +  '/..M" 


qui  tendent,  rune  et  l'autre,  vers  V.  KUe  tend  doue  aussi  vcis  \'. 
Toutes  ces  pioiiositlons  s<)nt  résumées  par  l'équation  unique 


=;/="' 


qui  exprime  (|ui 
clément  de  basi 
dante  ^   de  la 
obtenus. 


lonr  avilir  le  volinne,  il  laiiL  mtillipliei' chaque 
nliniment  petit  ih>  par  l'ordonnée  correapon- 
rfacc,    et    l'aire    la    somma    des  produits  ainsi 


329.  Positions  diverses  de  Ja  surface  S.  —  ]Nous  avons  sup- 
posé S,  nu-dessus  du  plan  vOi/,  dans  l'étendue  considérée.  Si  S 
était  tout  entière  au-dessous ,  tous  les  ;  seraient  négatifs,  et 
comme  les  éléments  superficiels  rfw  sont  essentiellement  positifs, 
la  somme 


ff-' 


représenterait  Se  volume  changé  de  signe. 

Si  la  surfaces  était  partiellenieul  au-des^Hus,  partiellem 
dessous  du  plan  xOy,  la 


//- 


;s  correspon- 
:   du  plan  des 


représenterait  la  diil'érencc  entre  les  deux 
daut  aux  portions  de  la  surface,  situées  ai 
XI/,  ei   aux    portions  de   cette  surface,  situées  au-dessous   de  ce 

pi"- 

Ces  considérations  sont  entièrement  analogues  à  celles  que 
nous  avons  développées,  quand  nous  avons  déflni  la  valeur  algé- 
brique de  l'aire  d'un  segment  de  courbe  plane  (N"  7l. 
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II.  —  CALCUL   D'UNE  INTÉORALE   DOUBLE  EN   COORDONNÉES 
RECTANGULAIRES 

330.  Méthode  générale.  —  Pour   évaluer  le  volume  V  limité 
par  la  surl'ace 

==/■(.'.;/). 

et  la  surface  cylindrique  de  base  C,   nous  avons   été  conduils  ii 
l'intéffrale  double 

étendue  ii    l'iiire  C.   Quand  on  emploie  des  coordonnées  rectan- 
gulaires dans  le  plan  des  xt/,  on  divise  l'aire  C  en  rectangles  inli- 


Fig.  i:0. 

niment  petits  par  des  parallèles  aux  axes  de  coordonnées,  comme 
le  montre  la  ligure  176. 

Si  on  appelle  Aj:  et  ly  les  dimensions  d'un  de  ces  rectangles 
parallèles  aux  axes  0^  et  0^,  l'aire  iw  de  ce  rectangle  est 

le  volume  V,  qui  est,  en  général,  la  limite  de  la  somme  des  pro- 
duits ;iWj  est  alors  la  limite  de  la  somme  des  produits  ;ia,'iy. 
On  écrit  dans  ce  cas 
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OU,  en  remplaçant  z  par  siiviileui', 
tlréR  de  ré([u!amii  de  la  suilace  S, 


V  =  /'/y(.r,!,),farf,, 


l'intégration  étiiiil  otendue  à  l'aire  de  C. 

Voici  comment  on  conduira  le  calcul  pour  évaluer  cette  double 
somme.  Le  problème  est  de  calculer  la  somme  des  volumes  des 
cylindres  '(hvdy,  en  prenant  successivement  pour  base,  rf^ffi/,  de  ces 
cylindres,  tous  les  rectangles  infiniment  petits,  dans  lesquels  on  a 


divisé  la  base  C.  Commençons  {fig.  177)  par  évaluer  la  somme  T 
de  ceux  de  ces  cylindres,  qui  ont  pour  bases  les  éléments  super- 
ficiels dxdy,  compris  entre  les  deux  parallèles  PA  et  P,Ap  à  l'axe 
O^,  ces  parallèles  étant  supposées  infiniment  rapprochées  et  si- 
tuées à  une  distance  dij  l'une  de  l'autre, 

La  somme  T  de  ces  cylindres  forme  une  tranche  du  volume  V, 
comprise  entre  les  deux  plans  verticaux,  ayant  pour  traces  PA 
et  P,Aj.  L'un  quelconque  des  cylindres  de  cette  tranche  a  pour 
volume  zdxdy,  ou 

f{s,ij}dj:dy. 
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y  ul  dy  sont  les  iiiènies,  pour  tous  ces  cylindres;  un  peut  doue, 
dans  leur  somme,  mettre  dy  en  facteur  et  regarder  y  comme 
constant  ;  ce  qui  donne,  pour  le  volume  de  la  tranche  T, 

T^=di/.  somme  des  produits  f{jx:,y)d.i. 

Celle  somme  est  une  intégrale  simple  prise  par  rapport  \\  ,c, 
d,.nc 

'V=dyff{.v,!,)d.v. 

11  reslo  il  voir  entre  ([uelles  limites  doit  être  prise  cette  inté- 
grale simple  par  rapport  à  x.  La  droite  AP,  située  à  une  distance 
0P=^(/,  entre  dans  l'aire  C  par  un  point  M,,  d'abscisse  x^,  et  en 
sort  par  un  point  M^,  d'abscisse  3.\  :  ces  deux  abscisses  sont  con- 
nues, en  fonction  de  y,  puisque  la  courbe  C  est  donnée.  Pour 
obtenii'  tous  les  cj'lindres  contenus  dans  la  tranche  T,  il  faut  faii'e 
la  somme  des  produits  f  [x ,y)  dy drc ,  en  laissant  dy  et  y  constants 
et  faisant  variei'  x  de  :i\  ax^:  OTi  a  donc 

T  =  <;;/r"A.r.»:,^r. 


la  [laïK'lic-  T 

s'ubticiii  par 

huit  siippo.ci. 

laite,  riiilég, 

.r/u... 

car  !i  ligure  sous  le  signe  I  et  les  1 
!  de  //,  On   peut  donc  poser,  poi 


/"/■vo?:*— 4,i/:. 


I.u  tranche  considérée  T,  comprise   entre    les  plans  verticaux 
ayant  poui'  fraces  l'A  et  P|A,,  est  donc 
■ï:=']^[y)dy. 

Pour  avoir  le  volume  total,  il  reste  maintenant  à  l'aire  la  somme 
de  ces  tPaiiVlies  :  cette  somme  est  nue  intégrale  simple 

Voyons  entre   quelles  liantes  elle  doîl  ùlre  prise.  Pour  oblenir 
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toutes  les  tïiuiclies  T,  i!  iiiiit  tlonner,  successi veinent,  ii  la  droite 
PA,  toutes  les  positions  possibles  traversant  l'aire  C.  Si  donc, 
nous  menons  les  deux  tangentes  a  la  courbe  C  parallèles  à  0.( , 

soient  P„Ay,  et  P'A'^  et  si  nous  appelons  )/„  et  //'  les  ordonnées 
de  ces  droites 

il  faut  faire  varier  OP  =  /y  entre  ces  deux  limites.  On  a  donc,  liuii- 
lement,  pour  V,  somme  de  tontes  les  tranches  T, 

tiii  i/iji)  a  la  signification  siiis'ante  : 


V  =  /"'<!/ ]'"/■(.«■,-/)''.<', 


foimule  qu'il  faut  comprendre  comme  il  suit  :  on  calcule  d'abord 
/  l'\i\ij'(lf  ;  cette  intégrale  est  une  fonction  de  ^  ;  on  multi- 
plie cette  fonction  de  y  par  dij  et  on  intègre  de  y„  à  y'. 

Qnaud  on  évalue  ainsi  le  volume,  en  rangeant  les  cylindres 
élémentaires  sdxdy,  par  files  parallèles  au  plan  des  xz,  on  dit 
qu'on  intègre  d'abord  par  rapport  »  .<■ .  parce  que  la  première 
intégrale  ii  calculer 

f'f\,-.!,]dx. 

est  une  intégrale  piir  riippoi't  il  .i.  l.a  dfiixliMiie  intégration  se 
fait  par  rapport  ii  y. 

Il  est  évident  qu'on  pouiialf  opérer  dans  un  ordre  inverse,  en 
intégrant  d'abord  par  rapport  à  ij,  c'est-à-dire  en  calculant  d'abord 
une  tranche  du  solide  comprise  entre  deux  plans  parallèles  au 
plan  yOz,  d'abscisses  x  et  ,f  +  (/,r,  puis  en  faisant  la  somme  de 
ces  tranches. 
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331.  PiiEMiKLi  i:xEMin.E.  —  Cousidévoiis  liisurfiic 


Pi'ciions  comme  courbe  C,diuis  le  plun  des  .ry,  un  demi-ccrt 


DEF,  ayant  son  centre  II  sur  O.r,  ii  une  distance  011  rr^  2  et  pour 
rayon  1  [fi^.  178).  I.e  demi-cercle  a  pour  éfiiuition 

(C,  {,r—2f-^y'--=-.i. 

J.c  voluuie  clierclié  Y  est  limité,  latérale  nient,  par  la  suri'ace 
cylindrique  ayant  ce  demi-cercle  pour  directrice,  on  jjas  par  le 
plan  des  ,ry,  en  haut  par  la  eurCace 


On  a 


V  =  /J=,Wi,  =//,■,*.</,, 


l'intégrale  étant  étendue  an  demi-cercle  C.  I*i'cunns  d'abord  la 
somme  T  des  cylindres  élémentaires 

dont  les  bases  d.idij  sont  comprises  entre  les  deux  parallMes  à  O.r, 
I*jV  cl  1*|A,,  d'ordonnées  ij,  et  >j-\-c/i/.  Xoiis  anrons  ainsi,  une 
tranche  du  solide 

dans  cette  tranche  ^  et  di/  sont  constants  ;  j:  varie  depuis  x^, 
abscisse  du  point  d'entrée  M,  de  la  droite  PA,  jusqu'il  x^,  abscisse 

du  point  de  sortie.  Donc   : 

'ï=^dyj    xydx. 
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Les  limiles  x^  et  x^  sont  des  fonctions  de  ij,  fournies  par  l'équa- 
tion du  demi-cercle  C, 

dans  laqnelle  y  n  la  valeur  OP.  On  a  donc 

x,  =  2  —  \/i  —  y\     -r,  =  2  +  1/ 1  —  7/-, 

L'intégrale  indéfinie  /  xydx  est     ,      et  l'intégrale  définie 

Remplaçanl  x^  el  .j',  par  leurs  valeurs,  on  a 

C'esl  làla  l'onction  J/{i/)   du  cas  général.  La  tranche  T  est  donc 

Pour  avoir  le  volume,  il  faut  maintenant  faire  la  somme  de  ces 
tranches. 

V=  r4_|/V'l  — ,'/V//, 

On  remarque  que,  poui'  obtenir  tontes  les  tranches,  il  huit 
déplacer  PA  entre  l'axe  Ox  et  la  tangente  au  cercle  PW,  parallèle 
ij  Ox;  il  faut  donc  faire  varier  y  de  0  à  1,  et  on  a 

\^   f  f^ySlV—y'-dii. 

L'intégrale  indéfinie  s'obtient  immédiatement,  car  ^ydy  est,  ii 
un  facteur  numérique  près,  In  différentielle  de  1 — i/*,  de  soiie 
qu'on  peut  écrire 

l'intégrale  indéfinie  est  donc 
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et  riiiUJgralc  définie  entre  les  limites  !/=;Oeli/  =  l,  nsf 
4 

332-  Deuxième  exemple.  —  Prenons  comme  base  d'une  sur- 
face cylindrique  le  triangle  OEF,  limité  par  les  axes  O.vOi/,  et 
par  la  droite  EF  (fig.  179)  ayant  pour  équation 

.,+2,-1=0; 

puis,  considérons  le  volume  limité  par  cette  surlace  t:ylindri(jue, 
le  plan  des  .ti/  et  la  surface 


1.0    volume  V  est  donné  par  la 
brmule 

■■"  l'intégrale  étant  étendue  à  l'aire 
du  triangle  OEF.  Évaluons  d'abord 
lu  somme  des  cylindres  élémen- 
taires (2x^+7/=  +  !)  dj;  dy,  com- 
pris entre  les  deux  droites  PA 
et  PjA,,  parallèles  à  O.f,  ayant  pour  ordonnées  i/  et  ij-\-dy.  Cette 
somme  est  une  tranche  T  du  volume  donnée  par 


<'./;^.' 


-i),i. 


les  limites  de  cette  intégrale  sont  les  aliscisses  .>\  et . 
P  et  Mj  où  la  droite  PA,  d'ordonnée  y,  coupe  le  eou 
de  base  OEF  ;  on  a  donc  : 


,  des  points 
Mir  de  l'aire 


■ésultc  de  l'équation  de  la  droite  V.V .  Ain 
'intégrale  indéfinie  est 
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et  riiitégralc  définie,  entre  les  limites  0  el  1 — y. 
Donc 

T  =  '?^|^-^(i  — .yî'  +  r  — /  +  -1  ~yV 

Pour  avoir  le  volume  tout  entier,  il  faut  l'aire  la  somme  de  toutes 
les  tranches  analogues,  en  déplaçant  P  de  0  en  F,  c'est-à-dire 
faisant  varier  y  de  0  à  \  : 


=jf'*[4<' 


l/intégrale  indéfinie  est 

— g-(i  — y)  +  -3-?/'  — —//'+.'/  — -^-.'V' 

et  l'intégrale  définie,  entre  les  limites  0  et  1, 

1         J_  j_       _î_„Jî_ 

333.  Interprétation  géométrique  da  calcul. —  Si  nous  repre- 
nons le  cas  général,  nous  pouvons  vérifier  ((ne  la  méthode  actuelle , 
pour  le  calcul  des  volumes,  revient  au  fond  à  celle  qui  a  été  expo- 
sée au  N"  44  et  qui  consiste  ii  regarder  un  volume  comme  la 
somme  des  tranches  infiniment  minces,  obtenues  en  le  coupant 
par  des  plans  parallèles  il  un  plan  fixe. 

En  effet,  l'intégrale 


r 


fii,y)d.r.^ 


représente  l'aire  de  la  section  M^RjR^M,,  faite  dans  le  volume  V, 
par  le  plan  vertical,  de  trace  PA  [fig.  VJl).  Cette  aire  est  une 
fonction  i/ii/)  de  l'ordonnée  0P=^^.  La  tranche  comprise  entre 
les  deux  plans  verticaux  de  traces  AP  et  A,Pj  peut  être  assimilée  à 
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un    nylindre    nyanL    pour    base  la    seetiou  ^(y)    et  pour  hauteu: 
|'P,=:if//;  son  volume  est  donc 

'i=''A.!l)dy. 

T,e  voUime  V  est  alors  la  somme  de  ces  tranches 


^'  ""i     ^^^J^'^y- 


334.  Remaikjle.— Nous  avons  supposé,  pour  siinplififir,  f[Ti'iinfi 
parallèle  PA  à  Ox  coupe  le  contour  de  l'aire,  à  luf|uello  est  éten- 


due l'intégrale  double,  en  deux  points  seulement,  M,  et  M^-  Si  la 
courbe  C  a  une  forme  plus  compliquée,  il  peut  arriver  que  la 
parallèle  PA  àOj:  la  coupe  en  un  nombre  quelconque  de  points, 
nécessairement  pair. 

Mais  alors  on  peut  toujours,  par  des  lignes  transversales, 
décomposer  l'aire  C  en  d'autres  CjjC^,.,.,  C„  limitées  par  des  con- 
tours, qui  sont  rencontrés  chacun  en  deux  points  seulement  par 
des  parallèles  à  &r.  On  calculera  les  valeurs  I, ,  I^, . . .,  I,,  de  l'inté- 
grale double,  pour  chacune  de  ces  aires  partielles,  et  il  ne  restera 
plus  qu'à  faire  la  somme  des  résultats,  I,+ I^-j-. ..+!„■ 

Supposons,  par  exemple,  que  la  courbe  C  ait  la  forme  de  la 
figure  180.  Menons  à  cette  courbe  des  tangentes  P„A„,  P'A',  P''A", 
P"'A"',  parallèles  à  0^  :  elles  partagent  l'aire  en  quatre  parties 
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1,2,3,4,  (£ui  sont  :  1,  la  partie  EA„B  ;  2,  la  partie  FIIK;  3,1a  par- 
tie KEBL;  4,  la  partie  FKLM. 

Le  contour  de  chacune  de  ces  parties  n'est  rencontré  qu'en 
deux  points  par  les  parallèles  à  Ox.  On  calculera  les  valeurs 
I|,I^,lj,I(  de  l'intégrale  double  étendue  successivement  it  ces 
quatre  parties.  L'intégrale  étendue  à  l'aire  entière  sera 


I  -4-1  4-1 


■1.- 


in.  -  CALCUL  D'UNE  INTÉGRALE  DOUBLE  EN  COORDONNÉES 


335.  Méthode.  —  Appelons  r  et  'i  le  rayon  vecteur  OM  et 
l'angle  polaire  xOM  d'un  point  M  du  plan  des  .rij.  Pour  évaluer, 
en  coordonnées  polaires,  l'intégrale  double 

pliine  (lu  plan  des  .rij.  limitée  p;ir  une  eomlieC!, 


on  décompose  cette  aire  en  éléments  superficiels  înfiniir 
tits  du  par  les  deux  familles  de  courbes  [fig.  181) 


r  ^  C", 


=  C'" 


Le 


irbes  i--=C''  sont  des  cercles  de  centre  0  ;  les  coni'bos 
6:=C''  sont  des  droites  issues  de  l'origine.  Un  élément  super- 
ficiel dm  ainsi  obtenu,  est  un  rectangle  curviligne  ABCD  (fig.  182) 
limité  par  deux  droites  OAB  et  ODC,  faisant  entre  elles  l'angle 
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liiliiiiinciit  petit  d%  et  pur  deux  arcs  de  cercle  BC  et  AD,  Jiyaiit 
pour  centre  0  et  pour  rayons  respectil's  r-\-dy  et  /■.  Cet  élément 
infiniment  petit  peut  être  iissimilé  il  un  rectangle  ABCD,    dont 
!es  ciMés  AB  ^  rfr  et  AD  =  »■(/&;  su  siirfiiec  est  donc 
dt.i  —  rdMr. 
Cuiiime,  d'iiiîleurs,  ■^-'-'— ''^ 

.r  =  reose,      ^/-^/'sinB, 
riuli'grale  douille  s'éeril 

/•//■{^■, r  II"' -/'/■/■l'co, 9, ,.si„ Oj  ,d<uh. 

expression  de  lu  forme 

»(r,Ô)  désignant  une  fonction  de  r  cA  B. 

Remabque. —  En  écrivunt  que  l'aire  ABCD  est  égale  AB.AD,  on 
néglige  des  infiniment  petits  d'ordre  supérieur,  qui  n'ont  pas 
d'influence  sur  la  valeur  de  la  somme.  Si  l'on  veut  présenter  le 
raisonnement  rigoureusement,  on  remarquera  que,  en  désignant 

par  iO  l'angle  AOD  et  par  A/-  le  coté  AB,  on  a 
1 

lOBCel  OAD.  K,i 


uîre  ABCD  ■- 

=  iw=-^[(V  +  A/')^- 

■ur  l'uire  4w  est  la  dlfi; 
■éduîsant 

M'ence  des  deux  secteur 

\<.; 

=(^,.A,.  +  J_i,.=  )if,. 

L'inlégralo 

j;f.^.,e,^A,. 

est  alors  la  Ilmile  de  1, 

>(r,b)  ^rV+-^i/-^\i6. 

Celle  limite  est  la  n 

lème  qne  celle  de  la  soi 

,  pl„. 


^, 
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car    le    rapport    de    deux    termes    corresponduiils    de    ces    deux 
sommes 


-=i- 


2      r    '' 

tend  vers  1,  quand  i;-  et  i9  tendent  vers  /.éro.  [.r;  volu 
donné  pai'  la  limite  de  la  somme 


est  doi 


1  disant  qu'il  est  donné  par  l'intégrale  double 


,/y,  (,..., 


■drM. 


calculer,  eflectivenient,  l'inlégi 


Calcul  de  l'intégrale,—  l*ou 
c'est-it-dire  pour  l'aire  la 
somme  des  cylindres  élémen- 
taires »(/■,&)  rdh  dr,  relatifs 
à  toutes  les  aires  élémen- 
taires dtA  dans  lesquelles  on  a 
décomposé  l'aire  limitée  par 
la  courbe  C,  faisons  d'abord 
la  somme  des  prismes  com- 
pris, entre  deux  rayons  OP 
et  OP',  faisant,  avec  O.r,  les 
angles  polaires  .rOP  ^=  0, 
,.rOP'=^()+</e,  où  d%  esl  in- 
finiment petit  (fig.  183) . 

Nous  obtiendrons  ainsi  une 
tranche  T  du  volume,  tranche  comprise  entre  les  deux  plans  ;0P 
et  ;0P'.  Cette  tranche  est  une  somme  de  termes  de  la  forme 

i   même  pour  tons  les  termes  ainsi  que  ft. 


dans  laquelle  rffl  est  li 
On  peut  donc  écrire 


y  Google 


Supposons  l'origine  0  extérieure  a  lu  base  C.  Si  on  appelle 
M,  et  M^les  points  où  le  rayon  OP  coupe  la  courbe  limite  C,/-,  et  r^ 
les  rayons  vecteurs  OMj  et  OMj  de  ces  deux  points,  il  faudra, 
dans  la  somme 


re  varier 

,■  de  , 

■,  i.  r. 

;  cette  somi 

ne  )    c 

iple  p.!. 

,e,  par  i 

rappo 

Lt  à  r,  de  ;■, 

à  ''o,  et 

r,  9)  ,*• 

Les   limites    r^   et   r,^    sont   des   l'onctions  de  9,  définies   pav 
forme  de  hi  courbe  limite.  L'intégrale 


£■,;,,,)„,,, 


est  donc  une  fonction  '^(O)  et  on  a  finalement 

Après  avoir  évalué  ainsi  la  Irunche  ï,  il  taut  (aire  lu  somme  de 
toutes  les  tranches  analogues,  obtenues  en  fuîsaiitvarier  5.  Si  l'on 
mène,  de  l'origine,  les  tangentes  i»  la  courbe  C,  OA,  etOA',  faisant 
avec  Ox  des  angles  9^  et  8',  il  faudra  faire  varier  9  de  \  à  fl'.  La 
somme  des  tranches  T,  c'est-ii-dire  le  volume  V,  est  alors 


v_yx^jj%(0} 


a. 


Le  volume  s'ojjticnt  donc  par  deux  (juadratures  successives. 
En  reiiipluçanl  '!(&)  par  sa  valeur, 

jy '■■":'■'•'■■ 

'R  peut  éciii'e 

>ù  il  faut  commencer  par  calcider  l'intégrale  de    droite   ;  cette 
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1  la  multiplie  par  i/Q  et  on  intègre  pyr 


intégrale  étant  calculée, 
rapport  a  9,  de  6„  à  S'. 

Quand  on  opève  ainsi,  ou  dit  qu'on  iutcgrc  d"al)o 
port  à  ;-,  puis  par  rapport  à  Û. 

336.  Exemple.  —  Soit  une 
sphère,  dont  le  centre  est  à 
l'origine  et  dont  le  rayon  y 
nne  longueur  a.  La  figure  184 
représente  le  huitième  de 
cette  sphère.  Dans  le  plan 
des  xy,  sur  le  rayon  OA  (di- 
rigé suivant  O^)  comme  dia- 
mètre ,  décrivons  un  demi- 
cercle  C.  Nous  allons  calculer 
le  volume  du  cylindre  qui  a 
pour  base  ce  demi-cercle  et 
qui  est  limité  supêriei 
surface  étant 


nt  par  la  sphùrc.  I, 'équation  ( 


s  dans  le  plan  des 


Le  volinne  V  est  alors 

V  =//=,;.„ =/Jv/?=7î  ,*,/., 

l'intégrale  étant  étendue  à  l'aire  du  demi-cercle  de  base.  Soient 
OP  et  OP'  deux  rayons  infiniment  voisins  faisant,  avec  Os,  les 
angles  9  et  6  +  (?9.  La  tranche  T  du  solide,  comprise  entre  les 
plans  ;0P  et  rOP,,  est 

T  =  d<iJ'Wa-—r'rdr, 

Tj  et  r^  étant  les  rayons  vecteurs  des  deux  points  M^  et  M,  où  OP 
rencontre  la  demi-circonférence  limite.  Le  point  M^  est  évidem- 
ment en  0,  i\^0. 
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QuaiH.  au  layuit  vcctoiir  ^2=  OM^,  le  triiingle  rectangle  AOM^ 
lonnc  immr'diaioineiit 

é.juallon  polaire  de  la  demi-circonférence  de  l.ase).  On  a  dc.i.c 
L'iiitégi'ale  indéfinie  étant 


iilégrale  définii 

3es- 

t 

1     , 
3  "   * 

..+4».. 

l'li)d^. 


Le  volume  est  lu  somme  des  tranches  T:  pour  les  obtenir  toutes 
il  faut  faire  tourner  le  rayon  OP  de  0,t  jusqu'il  0(/,  c'est-ù-dire  ■ 

faire  varier  &  do  0  a  ^ .  Donc  : 


^s-^-i-.r 


,i"9=;) 

[  — cos- 

S)  .in  8. 

01 

1  volt  que  1 

"lut 

égrale 

indéfi. 

!+co,l 

ile  est 

•„,'  D 

et 

rintégriile 

iv 

finie 

i- 

-('-■ 

x)- 

-r-- 

2 
3  ■ 

Done,  eiiCi 

"■ 

V 

1 

-"3" 

"■(!■ 

-4)" 
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lia   différence  entre 
figure  184,  et  co  volui 


le  huitième  de  la  sphè 


t>  9 

337-  Remaiique. —  Si  un  rayon  vecteur,  Îsbu  de  0,  coiipiiit  la 
courbe  C  en  plus  de  deux  points,  il  la  couperait  en  un  nombre 
pair  de  points  :  i!  entrerait  dans  C  en  M,,  sortirait  en  Mj,  rentre- 
rait en  5Ij,  resortirait  en  Mj, . . 
II  faudrait  alors  intégrer  par 
rapport   à  /*  do  r^  à  i\,  puis  de 

338.  M^odifications  à  appor- 
teraa  calcul  précédent,  quand 
l'origine  est   dans  le  champ 
d'intégration.   —  Mous   avons 
supposé    0    en    dehors     de     la 
base  C  ;   quand  O  est  dans  la 
base,   il  faut  modifier  évidem- 
ment les  valeurs  des  limites  des 
deux  intégrations.  Tout  d'abord 
{fig.  185)  pouravoir  une  tranche 
du  volume  comprise  entre  deux  rayons  vectei 
sant  entre  eux  l'angle  db,   il   faut  faire  1: 
•f(*',6)  r  dH  dr,  en  faisant  varier  r  de  0  {poini 
où  OP  sort  de  l'aire  C). 

est  une  fonction  de  6,  doi 


s  cette  intégrale  / 
c  la  courbe  C.  Oi 


donc,  en  supposant  l'intégralion 

Il  faut  ensuite  faire  la  somme  de  toutes  les  tranches  analo- 
gues. Il  est  évident  que,  pour  les  obtenir  toutes,  i!  faut  mainte- 
nant faire  varier  9  de  0  à  2t:.  On  a  donc  finalement 


=  Ç\\  (Q)  rfO  =Ç'  d^ri  {r,  H)  rdr, 
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faut  calciilev  d'abord  l'intégrale  de  droite,  prise  par  rapport 


339.  Autre  façon  de  calculer  une  intégrale  double  en  coor- 
données polaires.  —  Au  lieu  de  commencer  par  faire  la  somme 
des  éléments,  compris  entre  deux  rayons  faisant  entre  eux  un  angle 
infiniment  petit  d^,  on  peut  commencer  par  faire  la  somme  des 
éléments  de  l'intégrale,  compris  entre  deux  cercles  de  centre  0  et 
de  rayons  /■  el  /-+-'''■  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  O  exté- 


rieur à  la  base.  (Considérons  {fig.  18G)  un  ecrcle  de  rayon  /',  coupant 
la  courbe  limite  C,  aux  deux  points  M,  et  M^,  et  appelons  6,  et  6^  les 
angles  polaires  correspondants  arOM^  et  j:OM^.  Considérons  en- 
suite le  cercle  infiniment  voisin  de  rayon  r-\-dr.  Ces  deux  cercles 
découpent,  dans  la  courbe  de  base,  une  tranche  ayant  la  forme 
d'une  couronne,  nous  allons  calculer  d'abord  la  somme  des  élé- 
ments de  l'intégrale 

o  (r,  ^)?-d^dr, 

situés  dans  cette  tranche.  11  faudra  faire  une  sonimo  de  termes 
tels  cjue 


T^^.ir,<>)r. 


mais,  pour  tous  ces  termes,  /■  et  dr  onl  la  n 
écrire  la  somme  ï 


v2.(.e 
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l'angle  polaire  fi  varie  seul  d'im  ûlijuienl  à  l'antre  de  la  trunche  T, 
el  il  varie  de  6    ii  6,.  Ou  w  donc 


..;(%(-, 


Les  angles  0,  et  6^  sont  des 
l'intégrale 


.A(". 


!  fonction  de  ;■,  '\[i')-,  et  on  a 


On  a,  ainsi,  la  parue  T  de  la  somme,  corrcspondanl  ;i  la  couronne 
considérée  ;  il  faut  ensuite  faire  la  somme  de  toutes  les  couronnes 
ainsi  obtenues,  en  faisant  varier  r  de  façon  à  balayer  tonte  l'aire 
de  la  courbe  C.  Si  l'on  fait  décroître  ;■,  on  voit  que  la  pins 
petite  valeur  de  r  est  le  rayon  r^  d'un  cercle  tangent,  en  A,  il  la 
courbe  du  côté  de  G  ;  si,  au  contraire,  on  fait  croître  /■,  on  voit 
que  la  plus  grande  valeur  de  r  est  le  rayon  >•'  d'un  cercle  tangent 
en  A'  à  la  courbe  du  côté  opposé  à  0.  On  aura  donc  toutes  les 
tranches  auxiliaires  telles  que  T,  en  faisant  varier  v  de  i\  'a  /,  et 
de  tontes  ces  tranches  sera 


En  remplaçant  i(r)  par  sa  valeur,  on  peut  éci'ire  aussi 

où  il  faut  commencer  par  calculer  l'intégrale  de  droite. 

Quand  on  opère  ainsi,  on  dit   qu'on   intègre  d'abord  par  rap- 
port à  6,  puis  par  rapport  à  r 


ivons  suppose  I 


pôle  0  hors  de  la  courbe  C.  S'il  était 


dans  l'intérieur,  il  y  aurait  deux  sortes  de   couronnes  suivant  les 
valeurs  attribuées  i»  r. 

1"  Pour  /■  pris  au-dessous  d'une  certaine  limite  ;■„,  on  aurait 
des  couronnes  fermées  situées  tout  entières  dans  l'aire.  Pour  éva- 


y  Google 


kier  la  tranche 
il  9  de  0  à  2ti 


■sipoiidaiife  T,  il  l\uidra  iutcgrt 


iia  ensuite  lii  somme  des  Iranclics  u 
■e  sorte,  en  l'iiismit  varier  r  de  0  ii  /■ 


/""''■(%('■.«)'''■• 


;  T  de  cette  pre 


2"  Si  on  [jiend  ensuite  /■  plus  grand  (jne  '■„,on  olitient  des  cei'cles, 
coupant  la  courbe  en  denx  points  M,  et  M^,  et  la  partie  correspon- 
dante du  volume  s'évalue  comme  dans  le  cas  précédent. 


340.  Aire  d'une  surface  courbe.—  L'évaluation  de  l'aire  d'une 
portion  quelconque  de  surface  coui'be  conduit  au  calcul  d'une 
intégrale  doulde  étendue  ii  une 
aire  plane.  Considérons  une  por- 
tion de  surface  courbe,  limitée 
par  un  contour  ahcd  :  pour  éva- 
luer l'aire  de  cette  surface,  ins- 
crivons dans  la  surface  une  sur- 
face polyédrale  îi  facettes  planes 
[fig.  187).  L'aire  de  la  surCacc 
courbe  est  la  limite  vers  laquelle 
lend  la  surface  du  polyèdre  ins- 
crit quand,  le  nombre  des  laces 
augmentant  indéfiniment,  cha- 
cune d'elles  tend  vers  zéro  en 
se  réduisant  à  un  point  M,  de 
vers  le  plan  tangent,  en  M,  à  la 


telle  façon  que 
surface  courbe. 

Soit  io- l'aire  d' 
l'ace  courbe  est 


e  des  facettes  du  polyèdre,  l'aire  S  de 


»!-. 
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le  signe  N  incliquanl  qu'il  fuvU  luire  la  somme  de  toutes  les  facettes 
du  polyèdre.  On  écrit,  pour  abréger 

da  désignant  une  facette  infiniment  petite. 

Si  l'on  projette  la  surface  courbe  sur  le  plan  des  xij,  le  con- 
tour ahcd  se  projette  suivant  une  courbe  C.  Nous  supposerons, 
poui'  simplifier,  que  la  surface  courbe  se  projette  tout  entière 
dans  l'intérieur  de  C  et  que  toute  parallèle  it  0;,  ayant  son  pied  h 
l'intérieur  de  C,  coupe  la  surface  courbe  en  un  seul  point.  Si 
ces  conditions  n'étaient  pas  remplies,  on  pourrait  toujours  décou- 
per la  surface  courbe,  en  morceaux  remplissant  séparément  ces 
conditions. 

Les  faces  du  polyèdre  inscrit  se  projettent  suivant  des  éléments 
d'aire  du  contour  fermée  C.  La  face  An,  par  exemple,  se  projette 
sur  le  plan  des  xij  suivant  une  aire  plane  Au,  et  on  a 

^"' 

Aw=:^-iT  COS  C,    Xi  -  ■■  ■ 

a    désignant   l'angle   aigu  du   plan    de    la    fact!   ic    avec    le    plan 
des  xii  ;  on  a  alors 


S-- 


""Zj    ""         '     Zj  cosi 


Quand  la  face  Ao  se  réduit  îi  un  point  M  de  la  surface  courbe 
et  que  le  plan  de  Ao  tend  vers  le  plan  tangent  en  M,  a  tend  vers 
l'angle  ).  que  fait  le  plan  tangent  en  ftl  avec  le  plan  des  xy.  On 
en  conclut  que  l'on  a  aussi 


-"«s-^. 


somme   étant   étendue   à  tous   les  éléments  superficiels    de  la 
irLe  plane  C.  Ln  efi'ct,  dans  ces  deux  s 


^     COS  -J. 


Lu   cosX 
pondants  est 
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ijuand  les  éléments  Aw  tendent  vers  zéro,  en  se  réiUnsiuit  ii    îles 
points,  car  a  tend  vers  A.  On  a  donc 


-If^ 


l'intégrale  étant  étendue  à  l'aire  de  la  courbe  fermée  C. 

Le    facteur r-  est  aisé  à  évaluer.  En  effet,  l'équation  du  plan 

tangent,  en  nn  point  delà  surface  courbe,  étant 

?—■-=/'?— 'J  +  îP-s). 

lo  cosinus  de  l'ungle  nigu  }.  que  ce  plan  lait  avee   le  plan  des  ,11/ 
est 

1 


l'l+/j'+î'' 
on  a  donc 

(^omnie  z  est  une  fonction  donnée  de  ,f  et  y, 

p  et  <j  sont  des  l'onctions  connues  de  .i  et  //  et  l'o 


F{j:,!/)  étant  une  fonction  connue.  I.'aire  coiii'l>u  est  alors  une 
intégrale  de  la  forme 

S=//F{,c.,)^a.. 

étendue  à  l'aire  plane  C.  On  évaluera  cette  intégrale  comme  nous 
l'avons  fait  plus  haut,  en  prenant  aoit  des  coordonnées  rectangu- 
laires, soit  des  coordonnées  polaires. 

341.  Exemple.  Aire  d'une  portion  àe  surface  sphériqiie.  — 
Prenons  une  sphère  de  centre  G  et  de  rayon  a 

et,  sur  cette  sphère,  un  contour  fermé  E,  se  projetant  sur  le  plan 
des  xy,  suivant  la  courbe  fermée  C.  Evaluons  l'aire  S  située  dans 
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130  coiitoui'E.  Actuelle  nie  lit,  en  difFérentiaiit  le  premier  i 
de  l'équiitioii  de  lii  sphère  par  rapport  à  jr,  on  a 

<:t,  en  dilierentianl  par  rapport  ;i  j/, 

S  +  î=  =  0. 
D.>nr 


VI +/)'  +  </' 


■-\/i^±f±i=^. 


en  supposant,  connue  dans  la  figure  184,  z  positif  pour  les  ])oints 
de  l'aire  E.  Alors 

rintégralc  étant  éLcndiic  à  Taire  plane  C. 

Il  est  d'ailleurs  évident  géométriquement  que  cos  î,=^ — ,  car, 
en  joignant  le  point  0  à  un  point  M  de  la  surface  sphérique,  on 
((Ijtient  ia  normale,  en  M,  faisant  avec  Os  un  angle  égal  à  ),.  Kcri- 
vaiil  que  la  projection  de  OM  sur  0:  est  ::,  on  a 

donc 

Supposons,  par  exemple,  que  la  courbe  C  soit  la  demi-circon- 
lérence  décnte,  dans  le  plan  des  xy,  sur  OA  comme  diamètre 
îfig.  184).  Pour  évaluer  l'aire  sphérique  qui  se  projette  dans  cette 
demi- circonférence  C,  nous  calculerons  l'intégrale  double  précé- 
dente, en  prenant  des  coordonnées  polaires  ;■  et  9  dans  le  plan 
des  :i\'/.  JVoiis  aurons 

/•  f    vdMr 
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Intégrons  d'abord,  par  rapport  à  r,  en  évaluant  la  partie  T  de  la 
somme  correspondant  anx  éléments  situés  entre  deux  rayons  OP 
et  OPj  faisant  avec  Ox  les  angles  9  et  6  +  d^.  Pour  tous  ces  élé- 
ments, 6  et  rfS  sont  les  mêmes  et  r  varie  de  0  à  0M^=  a  cos  0, 
Mj  étant  le  point  où  OP  rencontre  la  demi-circonférence  ;  la 
somme  des  éléments  considérés  est  donc 


\la 

=_H 

étani  — 

\Ut'  - 

^\  on 

=  ad^  {- 

-«sii 

^^'^+a 

Reste  il  faire  la  somme  des  tranches  d'éléments  telles  ([uc  I  en 
faisant  varier  le  rayon  OP  depuis  la  position  Çix  jusqu'il  Oy,  de 
façon  \  balayer  toute  l'aire  du  demi-cercle.  Il  faut,  pour  cela,  faire 

varier  9  de  0  à  -^.  On  a  donc  enfin 

S=.YT  =  «^J'{l-sine)<ffl. 
L'intégrale  indéfinie  est  6  +  cos  6  ol  Vinté^friile  définie 


-'■(!-)- 


Théorème  deViviani. —  La  courbe  K,  limitant  sur  Li  sphère 
l'aire  S,  divise  le  huitième  de  la  sphère  représenté  sur  la  figure  i84 
en  deux  parties  :  la  partie,  intérieure  à  E,  a  pour  surface  S  ;  la 
partie  extérieure  a  pour  surface  le  huitième  de  la  surface  sphé- 
rique  totale,  moins  S, 


Cette  partie  extérieure  est  doue  équivalente  au  carré  de  côlé  a. 
C'est  là  le  théorème  de  Yiviani. 
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342.  Antre  exemple  général  d'intégrale  double.  —  Soit  Qiie 
portion  cle  surface  courbe,  limitée  par  mi  contour  ahcd  (fig.  187) 
qui  se  projette  horizontale  ment  en  C.  Soit,  d'initre  part,  ^  une  fonc- 
tion continue,  ayant  une  valeur  déterminée,  en  chac[ue  point  de  la 
suriace.  Divisons  la  surface  en  éléments  superficiels  infiniment 
petits  (h  et  considérons  la  somme  des  produits  obtenus,  en  multi- 
pliant l'étendue  d<^  de  cliaque  élément  par  la  valeur  de  'i  sur  cel: 
élément.  Cette  somme  est  une  intégrale  double 


//'^"- 


On  peut  la  ratneiier  à  une  intégrale  double  étendue,  à  la  pro- 
jection de  la  surface  sur  le  plan  des  j:>j,  projection  limitée  pai' 
1.1  courbe  C. 

V.u  effet,  en  appelant  d<'i  la  projection  de  th  sur  le  plan  des  xij 
et  >.  l'angle  aigu  du  plan  tangent  à  la  surlace  au  point  limite 
de  lia  avec  !e  plan  des  xij,  on  a 

rfc^r/.cosX, 
d'où 

(lomme  plus  haut, 


est  une  fonction  de  j:  et  y;  la  fonction  à,  étant  connue  en  cliaque 
point  M  de  la  surface,  est  une  fonction  des  coordonnées  x  et  //  de 


3  point.  Donc  : 


sî." 


1  calcule) 


// 


tegn 


étendue  à  l'aire  plane  limitée  par  la  courbe  C.  On  la  calculera, 
comme  précédemment,  en  employant  des  coordonnées  rectangu- 
laires ou  des  coordonnées  polaires. 
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V,     -  APPLICATION,  -    INTÉGRALES   EULÉRIENNES 

343-  Intégrale  eulérienne  de  première  espèce.  —  Soient  a 
et  b,  deux  constantes  positives  ;  on  appelle  intégrale  eulérlenne  de 
première  espèce  l'intégrale 


B(«,»)=X'"'-'(1- 


Cette  intégrale  a  un  sens  tant  que  a  et  b  sont  positifs  ;  elle 

devient  infinie,  si  un  des  nombres  «  et  i  est  nul  ou  jiégatif{^°VZO). 

La  valeur  de  l'intégrale  ne  change  pas,    quand  on  permute 

'(  et  h.  En  effet,  si  on  change  de  variable  en  faisant 


les  limites  deviennent  1  el  0  ;  en  iuteivertissant  t 
changeant  le  signe,  on  a  l'intégrale 


B  (•,'')=/' "'-'(1- 


c'est-ii-dire,  puisque  la  valeur  d'une  intégrale  défini 
pus  de  la  variable  d'intégration, 

Faisons  encore  le  cliangemeiit  de  variable 
[.es  limites  deviennent  0  et  -^  et  on  a 


Par  exemple,  en  faisant 


"(4'4^-^i"«-=- 


.  limites    el 
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On  ramène  le  calcul  de  ces  iiilcgriiies  au  calcul  d'intégrales 
dépendant  que  d'un  paramètre  de  la  façon  suivante. 

344.  Intégrale  ealérienne  de  deuxième  espèce . —  Soit  a  v 
constante  positive;  on  appelle  iutégralo  eulérienne  de  deuxîè 
espèce,  l'intégrale  définie 


(»)=/""- 


Cette   intégrale  devient    infink' .    tjnund  a  est    nnl   ou  nég.'itii 
(N*  131).  En  faisant  : 


|-H=2p-'e-,lf. 


Voie!  (jnclqncs  théorèmes  sue  ces  intégrales, 
l"  On  a 

r(»i  =  (»-i;r(»-l). 

Kl)  effet,  supposons  [a  —  1)  positif,  écrivons 
\'{a].=^—{     n^-'ite.--", 
et  intégrons  par  parties  ;  nons  aurons 

r  («)  =  _  L-  "  u"  -  '  I  "  +  [a  —  1)  fu'-'e-  "du. 

La  partie  intégrée  est  nulle  aux  limites,  car  k""'  s'annule  poui' 
H=0  et  e""  pour  u=cc  .  D'ailleurs  l'intégrale  /  ii"~"e~"dn  est 
égale  à  r{a  —  1).  Le  théorème  est  donc  démontré. 

Par  l'application  répétée  de  ce  théorème,  on  ramène  le  calcul 
d'une  intégrale  eulérienne  T  («)  au  calculd'une  intégrale  analogue, 
dans  laquelle  a  est  compris  entre  1  et  2.  En  effet,  a  étant  com- 
pris entre  4  et  5,  par  exemple,  on  écrira  : 

r{a)  =  {a-l)r{a~i),    r(„- 1)  =  (»- 2)r(«-2), 
i-;»--2)  =  (»-3)r(»~3). 
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t  on  sera  riimené    à  une  îiitégiale,  oii   le    pitramètrc  (( — 3  i 
ompris  entre  1  et  2. 
2"  Si  a  est  un  eutiev  positif,  on  a 

r{<.)  =  i.2.3...(«_l). 

En  effet,  d'après  la  propriété  précédente,  on  a 

!■(«)  =  («-!)  r(«-i), 

r{<._i)  =  (<.-2)r(„~2), 


r(2)  =  i.r(i). 

Donc,  quand  n  nst  entier  positif, 

r(»)  =  i.2,..(<7  — 2)!»  — f)!-;!). 

Reste  il  ealeuler 

l'intégrale    indéfinie   est  —  e~"'  et    l'intégrale    définie    l.    Donc 
r(l)^l,  ce  qui  démontre  la  forniiile. 

On  peut  remarquer  que  r(0)  est  inlini  :  en  eil'el 

cette  intégrale  est  infinie,  car  l'élément  différentiel  devient  infini 
pour  la  limite  inférieure  ii  =  0,  comme—  (N"  131). 
Ainsi,  on  a 

r(0).^x,    r(i)  =  i, 

r{2)  =  l,      r(3;  =  l.2,     f(4)  =  1.2.3,  etc. 

Zi^-  Réduction  des  fonctions  B{û,/j)  aux  fonctions  V. —  Soient 
a  et  b  deux  nombres  positifs,  eonsidérons  la  surface  ayant  pour 
équation 

(4)  s:=^a.'^"-  '  e~"  i/-'"'  'e""' . 

Proposons-nous  d'évaluer  le  volume  limité, latériilenient,  par  les 
plans  ^0^  et  yOz;  infcrieuremenl,  par  la  partie  indéfinie  du  )>laM 
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cks  xt/  située  duns  l'iiiigle  positif -cOj/  et,  supérieure inenl..  pai'  hi 
surface  l/i).  Ce  volimie  est 

y  =//=<;„, 

l'intégration  étant  étendue  ii  l'angle  indéfini  a.-Oi/.  Nous  olitien- 
drons  la  formule  que  nous  avons 
en  vue,  eu  employant,  successive- 
ment, pour  évaluer  ce  volnuie,  les 
coordonnées  cartésiennes  et  les 
coordonnées  polaires  dans  le  plan 
des  j:y. 

En    coordonnées    cartésiennes,        ,-  5^////// 
on  a  / 


./> 


'e  '"(/-'- 


•1'  dxihj. 


Si  nous  intégrons  d'abord  par  rapport  à  ,f,  en  donnant  à  t/  une 
valeur  constante  OP  et  i»  dy  nne  valeur  constante  PP,  {fig.  188), 
nous  avons  h  faire  la  somme 

T  =  //-''  ~  '  e  ~  "'  di/  I  j.'-"  ~  '  e"  "  ■"  (/,(■ , 

,f  variant  de  0  à  ai  ,  car  l'aire  qui  sert   de  base  au  volume  est 
l'angle  indéfini  de  .,0//.  Comme  on  a 

la  tranche  1'  est  donnée  par 

T  =  , f -■,'-'-. Il,  1-r  a). 

11  faut  maintenant  faire  îa  somme  de  ces  tranches  en  faisant  varier 


V=^-j-r{»)j/y"-'<î- »■<«;,, 
ijtégvale  étant  -^  ^"C')'  ""  "  ""''"  • 

v-4-i'{«)r('')- 
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Prenons  iiiitiulenant  des  coordonnées  polaires,  dans  le  plan 
des  j^!/.  L'élément  superficiel  <Ai)  doit,  alors,  être  pris  égal  à  rd^dr. 
L'équation  de  la  surl'ace  devient  en  faisant 


et  le  volume  V  est  donné  par 

Y=ffzd>^  =ff'-^"  ^  -"  -  V-  '-oos'"  -  '  8  siji^"  --  '  9</0  dr. 

Il  faut  étendre  cette  intégrale  à  l'angle  indéfini  .vOi/.  Prenons 
d'abord  la  somme  des  éléments  compris  entre  un  rajon  vec- 
teur OA,  faisant  avec  Ox  l'angle  9,  et  le  rayon  infiniment  voi- 
sin OA',  faisant  avec  Ox  l'angle  ô  +  d^.  Dans  la  tranche  T,  ainsi 
définie,  6  et  d^  sont  constants,  /■  varie  de  0  ii  co  .  On  a  donc 


»/" 


Cette  dernière  intégrale  est -^y- F  ^d -)-/'),  comme  on  le  voil,  en 
changeant  dans  l'expression 

a  cnci+lj.  Donc 

T=  i-  cos"-  -  •  9  siii" -  '  6 M.  r  ;»  +  4). 

Le  volume  entier  est  la  somme  de  ces  Iranelies,  éleinlne  à  tout 
l'angle  .cO^,  e'est-ù-dirc  obtenue,  eu  faisant  varier  0  de  0  à  -^ . 

1 


dernièie  intégrale  est 

V=ir(<.  +  S)B(«,S), 
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Égiiiant  ces   dotix  vuleiu's  du  vciliime  V,  ou  a  hi  locmiile  cher- 
dice  : 

("cunme  appliciition  de  coltc  l'ommle,  faisons 


Mais  ril)  =  l,  B^-i,  ^)=-^  comme  nom  l'avons  v»  phnhanli 
il  il  l'itiil  prendro  la  valeur  positive,  eav  l'(-^)esL  positii'.  Cotumu 
n  l'iiisitnl  rt  =  -— ,  on  nlnient  l;i  lornuile 


346.  Tables  numériques.  —  On  trouvera  à  la  page  GO  des 
tables  de  UouGl,  déjà  citées,  une  table  donnant  les  valeurs  de 
log  r(l+j")  pour  les  valews  de  x  comprises  entre  0  et  1.  Cette 
tiible  permet  de  calculer  la  valeur  de  r(«),  pour  a  quelconque,  car, 
à  l'aide  de  la  relation 

r(„):=.[«  — i)r(«  — 1), 


on  peut  toujours  ramener  l'argument  il  être  compris  entre  i  et  2. 

La  même  table  permet   de   calculer  les  intégrales  B,  car  ces 

intégrales  sont  exprimées  par  des  fonctions  T  par  lu  Tormiile  (5). 
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INTÉGRALES  TRIPLES 


347.  Définition.  —  Considérons  une  surface  fermée  S  et  une 
fonction  ■:i[x,y,z),  ayant  une  valeur  délermînée,  eu  chaque  point 
du  volume  V,  limité  par  cette  surface.  l!)ivisons  le  volume  intérieui' 
en  éléments  de  volume  infiniment  petits,  dv,  tendant  vers  zéro 
en  se  réduisant  ii  des  points  {(Ig.  .189). 
Imaginons  qu'on  multiplie  chaque  élé- 
ment de  volume  dv  par  la  valeur  de  la 
fonction  s  [,(■,//,;),  au  point  auquel  se  réduit 
eet  élément,  et  qu'on  fasse  la  somme  des 
produits  ainsi  obtenus,  on  aura  une  somme 
(|u'on  désigne  par 


./;/:/>(' 


//,    z)dA', 


et  qui  est  le  type  des  intégrales  triples. 

On  dit  que  l'intégrale  triple  est  étendue  au  volume  V  limité 
par  la  surface  S. 

L'expression  de  dv  est  différente,  suivant  le  système  de  coor- 
données qu'on  emploie,  pour  décomposer  le  volume  en  éléments 
infiniment  petits. 

348.  Coordonnées  rectangulaires. —  Décomposons  le  volume 
en  parallélépipèdes  infiniment  petits,  par  des  plans  parallèles 
aux  trois  plans  coordonnés,  infiniment  rapprochés  les  uns  des 
autres.  Un  de  ces  parallélépipèdes  a  pour  dimensions,  parallèles 


aux  axes,  des  longue 
volume  di'  est  donc 


nfiniment    petites   chr,  dy  et  dx-.  Sot 


et  l'intégrale  triple  devient 


I=/J7,  {,,■,,,=;,,. ,.,/,*. 


Pour  calculer  effective  ment  cette  intégrale,  il  faudra  faire  trois 
intégrations  successives,  par  rapport  aux  variahles  -r,  y  et  ;.  Voici 
de  quelle  façon  : 
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Il  s'iigil  de  faire  la  somme  des  cléments 

pour  tous    les    paritllélépipèdes    élémeiifitii'es,  dans  lesquels    on 
décompose  le  volume  V  considéré. 

Soit  C  le  contour  apparent  de  la  surl'ace  S  sur  le  pluo  des  xy. 


Dans  ce  contour  apparent,  prenons  un  rectangle  élémentaire  dont 
un  sommet  A  a  pour  coordonnées  cv,t/,  les  trois  autres  ayant  pour 
coordonnées  x-\-d.r,t/-f  x^y-^dy;  x-'rd.x,  y-\~dy  {/tg.  190). 
L'aire  de  ce  rectangle  est  dx  dy  ;  considérons  le  prisme ,  ayant  ce 
rectangle  pour  base  et  ses  arêtes  parallèles  ii  0.^.  L'arête  AA'  de 
ce  prisme  entre  dans  le  volume  V  par  un  point  M,  d'ordonnée  s,, 
et  en  sort  par  un  point  M^,  d'ordonnée  z^. 


y  Google 


COURS    D'A.\A/.rSf: 


Nous  cOTimiciiccrous  par  l'aii'e  lit  somme  des  éléments 

■■s  [.T,  ]/, .:)  da'dijdz, 

pouf  tous  les  parallélépipèdes  élémentaires  (f^'rf)/(^;  situés  dans  ce 
prisme.  Ces  parallélépipèdes  forment  une  pile  de  parallélépi- 
pèdes superposés  :  ils  ont  tous  même  base  dxdy;  ce  qui  varie, 
d'un  de  ces  parallélépipèdes  à  l'autre,  c'esb  l'ordonnée  z  et  la 
valeur  de  dz-,  mais  3:,y,dx,d\}  restent  constants,  I.a  somme  P 
des  éléments  : 

'^{x,y,z)dxdiidz, 

correspondant  îi  cette  pile  de  parallélépipèdes,  s'obtient  donc  en 
laissant  x,  y,  dx,  dy  constants  et  faisant  varier  ;  de  r^  îi  .z^.  On  ;> 

\>=dxdy\/fix.!,,  z]dz. 

Cette  somme    est    une    intégrale   définie   prise  par  rappiirL  à  r 

l,a  quantité  soumise  au  signe  [  dépend  de  x  et  y.  D'autre  puit, 
les  limites  z^  et  z^  sont  évidemment  des  fonctions  de  x  et  y,  défi- 
nies par  l'équation  de  la  surface,  qui  limite  le  volume  considéré. 
Donc  l'intégrale 

J%{:r^y,z,d,, 

est,  tout  calcul  fait,  ime  fonction  de  .i  et  y,  soit  f(x,  y)  cette  fonc- 
tioTi  : 

La  somme,  relative  à  la  pile  de  paiallélépipèdes  eonsidérée,  esl 
donc  : 

P  =  ,hd!,fb;!,}. 


Il  reste  maintenant  à  faire    la   somme  de  toutes  ces  piles  en 
donnant  a  la  base  A,  d'aire  d.rdy,  toutes  les  positions  possibles 
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dans  l'intérieur  de  la  courbe   de   conlour  iij)jiarent  C.    Oi-,  cotte 
dernière  somme, 


écède,  une  intégrale  doi 
[  est  donc  alors  ramenée 

I  =./■//■(■'.  !>)  ''"'Il- 


est,  d'après  ce  qui  précède,  une  intégrale  double  étendue  à  l'aive 
|»Iane  C.  L'intégrale  I  est  donc  alors  ramenée  i»  l'intégrale  double 


étendue  à  l'alrc  C,  intégrale  que  l'on  calculera  |iiir  les  uuH.liodcs 
précédentes. 

Rësiaiiqi!e.  ■ —  Dans  celle  Taçon  de  calculer  l'intégrale  I,  nous 
avons  d'abord  intégré  par  rapport  à  z  en  rangeant  les  parallélépi- 
pèdes élémentaires  dxdydz  par  piles  parallèles  à  0;.  On  pour- 
rait, de  même,  intégrer  d'abord  par  rapport  à  x  ou  h  y,  en  ran- 
geant les  parallélépipèdes  par  piles  parallèles  à  l'un  des  axes  Ox 
.m  0,. 

349.  Théorème  de  Green.  —  Comme  application  de  la  théo- 
rie des  intégrales  doubles  et  triples,  nous  démontrerons  une 
l'ormule,  souvent  employée  en  physique  mathématique,  appelée 
formule  de  Green. 

Considérons  un  volume  V  {fii>:  190),  limité  par  une  surface  fer- 
mée S  :  appelons  dç  un  élément  du  volume  V,  et  di  un  élément 
de  la  surfoee  S,  placé  en  M.  Désignons  par  a,  ^,Y  les  cosinus 
directeurs  delà  normale  MX  ii  la  surface,  menée  vers  Vextèrieur. 
Soit,  enfin,  H(.f,  y,  ;)  une  l'onction  quelconque  de  .r,  i/,  :,  conti- 
iiuc  en  tous  les  points  du  volume  V.  Nous  allous  établir  la  for- 
mule suivante 

L'intégrale  triple  du  premier  membre  est  étendue  au  voliiincY: 
on  l'obtient  en  multipliant  chaque  élément  infinitésimal  df  du 
volume  V  par  la  valeur  de  -^r — ,  en  ce  point,  et  faisant  la  somme 
de  tous  ces  produits.  L'intégrale  double  est  étendue  il  la  sur- 
lace  S  :  on   l'obtient,   en  multipliant  chaque  élément  infinitésî- 


■■Hrfcr. 
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mal  cU  de  surface  par  les  valeurs  de  II  et  Je  y  shv  cet  élément  et 
faisant  la  somme  de  ces  produits. 

Pour  démontrer  la  formule,  prenons  l'iiitcgralc  triple 
-  dll 


///- 


-'''■■■ 


et  calculons-la  en  employait  un  syslèiiie  de  coordonnées  reetan- 

dv--^  d.rdijdz. 
et  l'intégrale  devîeni 

Effectuons  d'abord  l'intégration,  par  rapport  à  :.  Soit,  dans 
le  plan  Aesxy,dxdy  un  élément  de  surface  choisi  h  l'intérieur 
de  la  projection  C  du  contour  apparent  D  de  la  surface  S  sur  le 
plan  des  xij  {fig.  190).  Considéronsie  prisme,  ayant  cet  élément 
ponr  base,  et  dont  les  arêtes  sont  parallèles  à  0.:  :  ce  prisme 
entre  dans  le  volume  parle  point  M^  en  déconpant  sur  la  surface 
unélément(/5-,,etsortduvolumep!irlepoiiitMj,  en  découpant  sur  la 
surface  un  élément  d'étendue  dT^.  Appelons  a,,  ^j,  y,  les  cosinus 
directeurs  delanormaleextéi-ieure  M,N,,  en  M,;  «^,^^,^2  ceux  de  la 
normale  extérieure  M^N^,  en  M^.  Le  rectangle  cl^-di/  du  plan  desxy 
est  la  projection  horizontale  de  ds^  et  de  da,^.  Donc  dxdi/  est  égal  à 
dT, ,  multiplié  par  le  cosinus  de  l'angle  aigu  que  fait  le  plan  de  l'élé- 
ment  da^  avec  le'  plan  des  .ry,  angle  qui  est  égal  à  l'angle  aigu  de 
la  normale  indéfinie  à  dc^  avec  O;.  Comme  la  normale  exté- 
rieure M,Nj  fait  avec  O;  un  angle  obtus,  y,  est  négatif  et  le  cosinus 
de  l'angle  aigu   de  la  normale  indéfinie  avec  O;  est  — y,.  Donc  : 

(2)  ,UJ„  =  --f,,h,. 

De  même,  comme  l'angle  dehi  normale  extéricureM^N^avcc  O.r 
est  aigu,  y^  est  positif  et  on  a 

Ceci  posé,  un  élément  de  l'intégrale  triple  est 
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Faisons  la  somme  P  de  ces  éléments,  pour  tous  les  parallélépi- 
pèdes d.rdijdz,  situés  dans  le  prisme  AMjM^  :  nous  devons  lais- 
ser a-,  y,  dx,  dy  constants  et  sommer  par  rapport  à  :  ;  ce  qui 
donne 

en  appelant  Cj  et  z^  les  coordonuées  z  des  points  M,  et  ^I,,  L'in- 
tégrale indéfinie  est  H(,r,y,  r)  et  l'intégrale  définie 


II.,  eL  11,    ctant.  les    valeurs    dn  II  sur    les    élénicuts    d'-.^    et    d<7^. 
Donc 

i>  =  rf,i,///(n,— II,), 

V  ^  —  \\dxdy  +  l\.^d.id!}. 

Telle  est  la  somme  des  éléments  de  l'intégrale  triple,  corres- 
pondant aux  parallélépipèdes,  situés  dans  le  prisme  de  base  dxdi/. 
Pour  avoir  l'intégrale  triple  I,  il  reste  à  faire  la  somme  de  toutes 
les  expressions  telles  que  P,  en  faisant  coïncider  successivement 
d.xdy  avec  tous  les  éléments  du  plan  des  .ry,  situés  dans  l'inlé- 
ricnr  du  contour  apparente.  On  a  ainsi 


J  =  f  Ç(^U^d.rdi/-i-il/'.edy), 


l'intégrale  étant  étendue  h  l'aire  C.  Mais,  dans  le  premier  terme, 
sous  le  signe  d'intégration,  remplaçons  dx  dy  par  sa  valeur  (2), 
—  '(^d-J^,  et,  dans  le  deuxième,  remplaçons  dx  dy  par  f^d-^^;  il 
vient 


-fh 


Dans  cette  somme,  l'élément  <^t,  prend,  successivement,  toutes 
les  positions  possibles  sur  la  partie  de  la  surface  située  au-des- 
sous du  contour  apparent  D,  et  da,^  toutes  les  positions  sur  la  par- 
tie de  la  surface  située  au-dessus  du  contour  apparent.  On  peut 
donc  écrire  enfin 
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u  somme  tî;iiit  éleiictue  il  tous  les  éléineitls  sn|ievficLcls  f^a. 
La  formule  est  donc  démoiili'ée. 
Par  exemple,  si  on  fait 

11=1, 4^=", 


"=/:/>. 


relation  évideiile,  car  elle  exprime  que  la  somme  des  vuleiiis  algi 
briques  des  projections  horizontales  de  loos  les  l'iéinenls  siipi^i 
ficiels  drs  d'une  surface  fermée  est  itiiUr. 
Si  on  fait 

II  ,=  =,41  =  1. 

Or 
la  loi'mnle  devient 

///*-//■.•='"• 

I.'iiifégrale    du    premier    membre,    somme    des    éléments    d 
volume,  est  évidemment  le  voiume  total  \'  :  dmit 


'-XCr 


formule  exprimant  un  volume  par  une  intéj^rale  double  étendu 
il  la  surface  S  limitant  le  volume. 

Dans  la  formule  précédente,  l'axe  des  z  joue  un  rôle  pai 
ticiilier.  Nous  pouvons  établir  deux  formules  analogues  en  fai 
sant  jouer  le  même  rôle  aux  axes  O.r  et  0^. 

yoient  F(.r,y,  z)  et  G  (.r,  ;/,  ;■  doux  fondions  i'mlcs  et  couli 
UHes  diins  le  volume  V,  on  a 


J  J  X)  ô// 


Ajoutons  les   trois   formules  [i.),  [i]  et  (5)  r 
ons  aurons  la  formule  générale 


/,/x(^+-If-")"'-.o:^"'-^'^-^">- 
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On  emploie  aussi,  cii  électricité,  la  formule  suivante,  obtenue  en 
pàrticHlarisantlesfonctionsF,G,H.  Soient  ).(j-,î/,3)  et  a(.r,i/,s), 
deux  fonctions  de  -r,  y,  z,  la  fonction  tp  ayant  des  dérivées  par- 
tielles continues  dans  le  volume  V.  Prenons 


F  = 


it 


C.= 


Os 


H  = 


«s 


mule  devient  : 


m^ 


H: 

I  quantité 


:+?- 


il//      Hy 


est  appelée,  ovdinaireraent,  dérivée  de  -i  suivant  la  normale  e.rCé- 

rieurc  à  la  surface  et  désij'iièe  par  —i-. .  Voici  la  raison  de  cette 

du 
iléiiominalion.  Menons    la    normale   extérieure  M\,  de    eosinus 


directeurs  a,  p,  y  [fig.  191}  :  prenons,  sur  cette  normale,  une  lon- 
gueur MN'=;Ah  et  appelons  x,y,  z,  x' ,y' ,  z!  \fi  coordonnées  des 
points  M  et  N'-  Quand  on  passe  de  M  en  X',  la  fonction  s  subit 
nn  accroissement 


A.  =,(:.■ 


y.  =)-ït 


.y. 
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'iipj)i>i't  leiid  vers 


.ut'  1 

es  Cl 

yov 

<101H1 

éos  de 

^'^ 

'.\n, 

,'/' 

,y  + 

SA,<, 

r'  =  r  +  Y^'* 

'']  = 

-\r 

.  ai/( , 

.'/  + 

;îA«,  ;+vi«' 

('■ 

-h 

:'t 

+  r- 

|f)H--(.^ 

l;i   : 

s.-Tle 

,lf 

■  'l'ayl 

m:  0: 

1.  eu  c.,ncliit 

iV-; 

^  + 

;i- 

^  + A»  (...;. 

l-'i— ^  +  "-V^     On   aosimie   cette  limite  piir-^-    I.e 
'    il  y         '    i)  :  "  '         (In 

■,u-  mcinlirc  ,1e  In  ivhiti.m  (ti)  esl  iilors 


350.  HiiMAiiOLK,  Xons  avons  éi;il>li  cuh  lortiuilos,  en  siippo- 

siuit  que  la  surlace  fi  ne  peut  être  r  eu  contrée  qu'en  deux  points 
par  les  parallèles  aux  axes.  Si  ces  parallèles  la  rencontraient  en 
plus  de  deux  points,  elles  la  rencontreraient  en  nn  nombre  pair 
de  points.  Un  raisonnement  identique  à  celui  que  nous  avons  l'ait 
inoutre  que  la  fornmle  de  Green  est  générale  et  tout  a  fait  indé- 
pendante de  la  forme  de  li.  surface. 
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l':Qi]ATIO>'S   DIFFÉRI'NTll'J.M'S    DU    i'ill'MIER   ORDRi-: 


I.        KÉSÉRALITÊS   SUR  LES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 

351.  Ordre  d'une  équation  différentielle.  ~  Soit  y  une 
Ibncliiiii  inconnue  tlo  x  :  supposons  qu'on  donne  une  relation 
entre    ,c,   (/  el    les   dérivées  de    1/    pnr    rapport    ;i    .r    jusqu'à    un 


H,. 


=  {), 


ou,  avec  lu  notation  des  dérivées,  F  [.r,  y,  y',  1/", . . .,  //'■"')  =^  0 

Une  relation  de  ce  genre  s'appelle  imc  éf/uaiion  différentielle 
d'ordre  n. 

Intégrer  l'équation,  c'esl  trouver  toutes  les  fonctions  y  de  lu 
variable  x  qui  vérifient  l'équation.  Quand  on  a  trouvé  nne  fonc- 
tion y  vérifiant  l'équation,  on  dit  qu'on  a  tron\-é  une  fonction 
intégrale  ou  sous  forme  abrégée,  une  intégrale. 

Au  point  de  vue  géométrique,  on  peut  regarder  .c  et  ij  comme 
les  coordonnées  cartésiennes  d'un  point  d'un  plan.  Intégrer  l'é- 
quation, c'est  alors  trouver  toutes  les  courbes,  dont  l'ordonnée 
y,  regardée  comme  fonction  de  .*,  vérifie  l'équation  différentielle 
donnée.  Quand  on  a  trouvé  une  courbe,  dont  l'ordonnée  vérifie 
l'équation,  on  dit  qu'on  a  trouvé  une  courbe  intégrale. 

352.  Exemples.  —  Nous  avons  rencontré  plusieurs  fois  des 
équations  différentielles. 

Par  exemple,  pour  déterminer  une  courbe  ayant  une  normale 
constante,  ou  une  sous-normale  constante,  ou  une  tangente  cous- 
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tante,  ou  uni;  sous-tangente  constante  (N'"151-.l55),  nous  avons 
été  conduits  à  intégrer  une  équation  différentielle  du  pvemiei' 
ordre.  Dans  chacun  de  ces  problèmes  nous  avons  trouvé  que  les 
courbes,  répondant  à  la  question,  contiennent,  dans  leur  équa- 
tion générale,  une  constante  arbitraire.  Ainsi,  les  courbes  ayant 
une  normale  de  longueur  constante  donnée,  a,  sont  définies  par 
l'équation  diffère nlicllo 


(1) 


V'-(l-)' 


qui  est  An  premier  ordre.  En  l'intégrant,  nous  avons  trou\(',  pour 
équation  générale  des  courbes  demandées,  la   suivante  : 

(2)  («-,,„■  +  ,'=„•, 

contenant  une  constante  arbitraire  x^.  Ces  courbes  sont,  comme 
on  pouvait  le  prévoir  géométriquement,  des  cercles,  de  rayon 
donné  a,  dont  le  centre  est  un  point  quelconque  de  0^. 

Nous  avons  eu  ii  intégrer  des  équations  du  deuxième  ordre, 
quand  nous  avons  cherché  les  courbes  planes,  pour  lesquelles  le 
rayon  de  courbure  est  proportionnel  à  la  normale  : 

Nous  avons  trouvé,  en  intégrant  ces  équations  (N°  222),  des 
courbes  dans  l'équation  desquelles  figurent  <^e2(^  conslantes  arbi- 
traires. Par  exemple,  si  on  prend  k  =+  1,  en  cherchant  les  cour- 
bes dans  lesquelles  le  rayon  de  courbure  égale  la  normale,  on 
est  conduit  ii  intégrer  l'une  des  équations  différentielles  du 
deuxième  ordre  : 


ii+^' 


i/^/l- 


.  prenant  le  signe  -\-,  on  liouve,  par  la   riictliodc  indiqué! 
'  122,  la  chainetle  : 
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aKSÉR.ii.irf:^  .^i:iî  i.r.n  r.quATiOKs  différestiklles  '> 
ima.€t^sontdfir.rconftlaiilcsfjiieh'onqiietf,et,  enprenantle  sigiic - 
les  Cf^i'cles 


où  3.  <-t  l'i  sDiit  ileii.f  roiis/ii'ilcs  qUL'IroitfjiiP.s. 

353.  Intégra,le  générale  d'une  équation  différentielle.  —  J.c, 
fiiit,  observi;  dans  les  exemples  que  nous  venons  de  rappeler,  est 
général.  Ktant  donnée  une  équation  différentielle  d'ordre  ii,  11 
existe  nue  famille  de  coiirlies,  dont  l'équation  eonti'ent  n  cons- 
tantes n!l)ltr;iii'os: 

(3)  !>,//,  (;„c„.. .,(;,;=  o, 

et  qui  sont  telles  que  leur  ordonnée  y,  considérée  comme  fonction 
de  l'abscisse,  vérifie  l'équation  différentielle,  quelles  que  soient 
les  H  constantes  arbitraires.  Cette  équation  (3)  est  ce  qu'on  appelle 
l'intégrale 'générale  de  l'équation  différentielle.  On  peut,  théori- 
quement, la  supposer  résolue  par  rapport  il  '/  et  l'écrire  : 

^=rs;.<',  c, ,(:,,. ..,C„). 

Ainsi,  dans  les  exemples  que  iiiius  venons  de  rappeler,  l'Inté- 
grale générale  de  l'équation  du  premier  ordre 

,'■-■'■.,'  +  ;/■  =  ». 

îivec  une  constante  arbitraire  .i-„. 

L'intcgi'ole  générale  de  l'équation  du  deuxième  ordre  : 

(1- 


,'/ 


-     =:!/Vl+'J 


-rt 


avec  deux  constantes  arbitraires  *  et  ^. 

Nous  allons  maintenant  nous  occuper  eu  détail  des  équation; 
du  premier  ordre. 
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II,  -  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DU  PREMIER  ORDRE.  ÉQUATION 
DIFFÉRENTIELLE  DUNE  FAMILLE  DE  COURBES  DÉPENDANT  DUN 
PAHAMÈTRË  INTÉQRALE  GÉNÉRALE  D'UNE  ÉQUATION  DU  PREMIER 
ORDRE. 

354.  Equation  différentielle  du  premier  ordre. —  1,'iic  (';([ii;i- 
tion  différentielle  du  premier  ordre  est  de  hi  forme 


f(,,,,.A)=o. 


Nous  regarderons  .r  et  >/  comme  les  eoordoiiiiées  eitrtésieiiuos 
d'un  point  d'un  pliin. 

\ous  allons  démontrer  les  deux  théorèmes  siiivuiits  : 

1"  Etant  donnée,  dans  le  plan  des  xy  une  famille  de  coin-hes 

-(■  4('''.  !/.£)  =  », 

dont  Vèqriatioa  contient  une  constante  arhilraira  C,  [ordonnée 
d'une  quelconque  de  ces  courbes,  considérée  comme  fonction  de 
l'aliscissc,  vérifie  une  équation  différentielle  du  premier  ordre, 
indépendante  de  C. 

Cette  équation  différentieile  est  ce  qu'on  appelle  [équation 
différentielle  des  courbes  (4).  Sa  formation  n'exige  que  des  déri- 
vations et  des  éliminations. 

2°  Réciproquement,  étant  donnée  une  équation  différentielle  du 


u-dre  : 


K--^-"' 


//  c.riste  toujours  une  famille  de  courbes  planes 

dépendant  d'une  constante  arbitraire  C,  telle  que  l'ordonnée  d'une 
de  ces  courbes,  considérée  comme  fonction  de-  l'abscisse,  \'érifie 
l'équation  différentielle,  quelle  que  soitC 
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L'équation  de  ces  courbes 

■J(j-,y,C)=0, 

(tonne  ce  qu'on  appelle  Viiilcgrale  générale  de  l'équation  différen- 
tielle. La  fornitiliim  dt^  cette  équiitîon  ^  ^^^  0  constitue  Vinlàgra- 
lion  de  l'équation. 

355.  Équation  différentielle  d'une  famille  de  covvbes planes 
dépendant  d'une  constante  arbitraire.  -  -  .S"il  : 

l'équation  d'une  laniillc  de  courbes,  où  C  désigne  une  constante 
iirbitTiiirc.  Quand  C  varie,  ces  courbes  se  déplacent  et  recouvi-eiil 
une  eei-taine  région  du  plan.  Par  un  point  M,  pris  dans  cette 
région,  passent  une  ou  plusieurs  des  courbes,  car,  si  on  assujettît 
la  courbe  (4)  i»  passer  par  un  point  donné,  on  a  une  équation  déter- 
minant C  et  donnant  pour  C  une,  deux,.,.,yj,  valeurs  suivant 
qu'elle  est,  par  rapport îi  C,  du  premier,  deuxi{;me,....,p'°""'  degré. 
Cherchons  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  une  des  courbes 
passant  par  le  point  M  (.r,  //).  Ce  coefficient  angulaire  est  défini 
par  l'équation 

■5  -f  +  ii^^o, 

&r  ûij     i/.r 

obtenue  en  dérivant  (4)  P"''  rapport  ii  .i:  et  regardant  //  comme 
fonction  de  ,r.  Si,  entre  les  équations  (4;  et  (5),  ou  élimiiic  C, 
on  obtient  une  équation 

:fi]  p(.r,?,,j!L\  =  0, 


définissant -^  en  l'onction  de  .i:  et  //.  C'esf  lîi  l"(>(jiiation  différen- 
tielle des  courbes  (4;. 

On  peut  interpréter  cette  équation  en  disant  qu'elle  déter- 
mine le  coefficient  angulaire  -r-  de  lu  tangente  it  celles  des 
courbes  (4),  passant  par  le  point  M  de  coordonnées  ,f  et  //.  Cette 
équation  (6)  pent  être  d'un  degré  quelconque  en  —j—  .  Klle  donne 
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alors  plusieurs  valeurs  pour  -~,  quand  i  et  v/  --oui  donnes  i.tl  i 
veut  dire  que,  par  le  point  donné  M  (x,  i/),  passent  plusieurs  coui 
bes  de  la  famille  considérée,  et  l'équation  lournit  les  coelTicients 

angulaires  des  tangentes  à  ces  diverseï^  combes     m  point  M 

—  Considérons  l'équation 

te  des  paraboles,  ayant  pour  axe  O.i;  et  pour  tan- 
gente au  sommet  O^  (fig.  192),  l*av  nu  poini 
quelconque  M  (je,  y)  du  plan,  il  passe  une  de 
ces  paraboles,  car  on  peut  toujours  déterini- 

—^  ner  C,  de  façon  que  l'équation  (7)  soit  satis- 
faite par  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque. En  dilï'éveiitiant  l'équation  f7),  on  a  la 

(8)  ,-g C=0. 

définissant  le  coelTicieiil  angulaire,  -y—,  de  ta  tangente  ii  l'une  des 
paraboles  au  point  (x,  y).  L'élimination  de  C  entre  les  équations 
(7)  et  (8)  donne  l'équation  difFéreiilielle  des  paraboles  considé- 
rées : 


(9) 


'  J.i- 


Cette  dernière  équation  peut  être  regardée  comme  donnant 
directement  le  coellicîent  angulaire  de  la  tangente  à  celle  des 
paraboles  qui  passe  par  le  point  {x',y)- 

Inversement,  en  partant  de  cette  équation  différentielle  (9)  et 
en  l'intégrant,  on  peut  remonter  a  l'équation  générale  (7)  des 
paraboles.  Hn  elTet,  écrivons  cette  équation  difTérentielle 

•Idi,  _    J.i- 
y     ^     .(■    ■ 

Nous  remarquons,    alors,  que  le  premier  membre  est  la  difl'é- 
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vciitioUe    de    2  log//,  le  deuxième    de  logj',  et  nous  avons,  en 
iiilégi-ant, 

]i)g2(;  désignant  une  constante  iii'blti'aii'e.  Oit  peut  éciire 
logi/'==Iog2C.(, 

l,es  paruholes,  iiiiisi  retrouvées,  liiuvuissent  l'intégrale    géné- 
rale de  réqnation  diilerentielle  '^)). 

Kxriu'j.E  II.  —  Considérons  les  cercles  ayant  piiur  équation 

'10;  ■;,,;_2C7+(/=--C  =  0, 

où  C  est  une  constante  arbitraire.    Os   cercles  ont  leur   centre 
sur  O.)',  et   le    rayon    de    chacun   d'eux  est  égal  ii   la  moitié   de 


TabsciKso  du  centre.  Ils  reeoitvronL  loute  la  [xn'tîon  du  plan  située 
dans  les  angles  aigus  des  deux  droites  AOA',  BOB'  iX^*-.  i^dZ) , 
ayant  pour  équations 

(11)  .,.^_:-t,/^^.o. 

Ces  deux  droites  constituent  Tcnveloppe  dos  cercles,  quand  C 
varie  de  —  co  ii  H-co  .  Par  chaque  point  M  (j-,  y),  situé  dans  l'un 
des  angles  AOB  ou  Â'OB',  il  passe  deux  des  cercles  (10).  Cher- 
ehons  les  eocflïcîentg  angulaires  des  tangentes  ù  ces  deux  cercles. 
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En  diffévciitianl  l'cqualion  [10)  par 
comme  fonction  de  x,  on  h 

(12) 


r,  en  y  rogart 


!/'  désignant  In  dérivée  de  y  par  rapport  à  .v.  L'élimiiiiilîon  de  C 
entre  les  deux  équations  (10)  et  (12),  donne 

fl.3)  i,jY'  +  ^7/-(s  +  7jyf  =  0. 

C'est  là  l'équation  différentielle  des  cercles  considérés  (10)  ; 
elle  est  du  deuxième  degré  en  y'  :  cela  tient  à  ce  que,  par  un 
point  M  (j",  y)  du  plan,  il  passe  deux  de  ces  cercles.  Comme  les 
cercles  considérés  recouvrent  la  partie  du  plan,  située  dans  les 
angles  AOB  et  A'OB',  on  peut  prévoir  que  l'équation  différen- 
tielle (13),  donnera  pour  y  des  valeurs  réelles,  seulement  quand 
le  point  M  (,r,  î/)  sera  dans  l'un  de  ces  angles.  Hn  ciFet,  pour 
que  l'équation  (13)  en  y'  ait  ses  racines  réelles,  il  faut  et  il  suffît 

!/•{■■'' -!>!l')t^O. 

ce  qui  montre  que  les  coordonnées  .r  et  y  du  poinL  M  doivent 
rendre  positif  le  facteur  j'^  —  3^^)  ou  encore  que  ce  point  doit 
être  situé,  par  rapport  au  système  des  deux  droites  x^  —  3i/^  =0, 
dans  la  même  région  que  l'axe  Ox  :  ce  qui  vérifie  bien  la  proposi- 
tion. Il  est  intéressant  de  voir  quelles  sont  les  positions  que 
doit  prendre  le  point  M,  pour  que  l'équation  en  t/'  ait  une  racine 
double.  Alors  le  produit 


do  il 


èlre  nul.  Don. 
cercles 


L  bien  le  point  M  doit  être  sur  l'enveloppe 


ce  qui  est  évident  géométriquement,  car,  quand  le  point 
se  placer  sur  l'enveloppe  A'OA,B'OB,  les  deux  cercles 
par  M  se  confondent  en  un  seul  ;  ou  bien  le  point  M  doit 


passant 
être  sur 


;/  =  o, 


xpliquc  facilement,  c 


1  point  Qde  cet  a 
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senL  lieux  cercles  du  système  tangents  entre  eux  en  Q  :  ]es  coelli- 
cienta  angulaires  des  tangentes  à  ces  deux  cercles,  au  point  Q, 
sont  donc  égaux.  L'axe  des  x  est,  pour  les  cercles  considérés,  ce 
qu'on  appelle  un  lieu  de  contact,  lieu  des  points  tels  que  les  deux 
cercles  de  la  famille,  qui  passent  par  un  de  ces  points,  soient  dis- 
tincts, mais  tangents  entre  eux  au  point. 

Nous  avons  ainsi  étudié  en  détail  l'équation  différentielle  des 
cercles  (10)  On  pourrait  remonter  de  cette  équation  diiFérentielle 
à  celle  des  cercles,  c'est-à-dire  ii  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion diirérentîeile.  Nous  ferons  ce  calcul  plus  tard,  à  propos  df 
l'intégration  des  équations  dilférentielles  homogènes. 


356.  Existence  del'intégrale  générale.  Méthode  graphique. 
—  Nous  venons  de  voir  que,  si  l'on  considère  une  famille  de 
courbes  planes  dont  l'équation  dépend  d'une  constante  arbitraire, 
l'ordonnée  d'une  de  ces  courbes,  considérée  comme  fonction  de 
l'abscisse,  vérifie  une  équation  différentielle  du  premier  ordri'. 
indépendante  de  la  constante. 

Il  s'agit  maintenant  de  démontrer  la  réciproque.  Etant  donm-e 
une  équaiioii  différentielle  du  premier  ordre 


(A) 


!'-■ 


Al) 


=  0, 


il  euidle  une  famille  de  aonrbes,  dont  Céqn, 


i  dépend  d'il 


tante,  et  telle  que  l'ordonnée  d'une  quelconque  de  ces  courbe" 
regardée  comme  fonction  de  l'abscisse,  vérifie  l'équation  différen- 
lielle  donnée. 

Pour  démontrer  le  théorème,  nous  emploierons  d'abord  une 
méthode  graphique,  qui  peut  rendre  des  services  dans  la  pratique 
pour  intégrer  approximativement  une  équation   différentielle. 

L'équation  différentielle  donnée  (A)  peut  être  d'un  degré  quel- 


conque 


,  Considérons  une  des  valeurs  de 


résolvant  l'équation  (A)  par  rapport 


d„ 


,  obtenue  e 


-  =  f<'.!/}. 
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]1  peut  arriver  que  cette  viileurde  -~-ne  soil  réelle,  que  si  le  poiui 
M  (x,  y)  est  situé  dans  iiiie  certaine  région  du  plan.  Alors,  il  es! 
évident  que  les  courbes,  vérifiant  l'équation,  seront  nécessaire- 
ment situées  dans  cette  région.  C'est  ce  qu'on  a  observé,  dans 
l'exemple  II  du  numéro  précédent,  où  -j—  n'est  réel  que  si  le 
point  M  est  situé  diins  l'un  des  angles  AOA'  et  BOB'. 

Nous  allons  montrer  que,  par  chaque  point  M„  (.r,„  i/^,  situf- 
dans  la  région  où  la  valeur  considérée 

(14)  i-f-'-!'- 

est  réelle,  il  passe  une  courlte  intégrale.  Pour  cela,  remarquons 
que -J- est  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  au  point  .c,;/ 
de  la  courbe  cherchée  :  il  s'agit  donc  de  construire  une  courbe, 
passant  par  un  point  donné  M,,,  et  telle  que  le  coefficient  angu- 
laire de  la  tangente,  en  chacun  de  ses  poinis,  soit  donné  par  la 
relation  (14), 

Tout  d'abord  le  coellicient  angulaire  ij'g  de   la   tangente  à  la 
i.p  courbe  cherchée,   au    point  donné  M„. 


•I<,  =  f  ■:•'.:■  .'/„,■ 

On  connaît  donc  la  tangente  Mi^'r,, 
en  ce  point  (lig.  194).  Si,  sur  cette  tan- 
gente, ou  prend  une  longueur  très  pe- 
tite M|jMj,  on  obtient  un  point  M,,  de 
coordonnées  .r„  y, ,  qui  est ,  approxi- 
mativement, un  point  de  la  courbe  voi- 
sin de  Mjj.  Le  coefficient  angulaire  y/',  de 


la  tangente  en  M,  est  alors  donné  par  l'équation  (14' 


et  on  peut  tracer  la  tangente  M,  T,  en  M,,  Si,  sur  cette  langenle, 
on  prend  une  longueur  très  petite  M;  Mj,  on  obtient  un  point  M,, 
de  cordonnées  .r,,  )/,,  qui  est,  approximativement,  un  point  de  la 
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omii'ho    ■ 
on  M.,  es 


i:  M  ■■j  m  y  i:  j:  ije  l'ixtegrale  gunurali-:  ôiti 

siii  de  M,.   Le  coefficient  aiigHlaire  y\  de  la  tiiiigcnt<^ 


=/■(-..■;/,; 


et  ainsi  de  stiilf-. 

En  continuant  de  cette  l'iiçoii,  on  eoiisli'iiii'a  un  polygone 
M, MjMj...,  dont  la  l'orme  donnera  une  idée  approchée  de  la 
l'orme  delà  courbe  intégrale.  On  peut  démontrer  rigoureusement, 
et  nous  l'admettrons,  que  si  l'on  fait  tendre  vers  zéro  tous  les 
cotés  M„M,,  M|Mj,...,  le  polygone  U-nd  vers  une  courbe  vérifiant 
l'équation  difl'ércntielle 


On  voit,  ainsi,  qu'il  existe  nm 
point  arbitrairement  choisi  M, 
Iruire  approximativement. 

Il  reste  ii  voir  que  l'équation  génôrali 
grales  contient  une  constunte  arbitraire. 
Supposons,  poui'  fixer  les  idées,  que 
l'ase  Oy  traverse  la  région  du  plan,  oii 
existent  les  courbes  intégrales.  D'apvrs 
ee  qui  précède,  si  on  prend  sur  O//  un 
point    quelconque    A  (flg.    1951,  d'ordoii- 


^y.^ 


Ije  intégrale  passant  par  un 
III  a   un  moven  de   la  eons- 


dc  ces  courbes  inté- 


il  passe,  par  ce    point^    une  courbe    inté- 
grale C.  Cette  courbe  change  de  forme  et  de  position,  quand  le 
point  A  se  déplace  sur  Oy  :  son  équation  contient  la  constante 
arbitraire  y,,. 

Si  l'axe  Oy  ne  traverse  pas  la  région  du  plan,  oii  —-  est  réel, 

«n  peut  prendre  une  autre  droite  D  D'  parallèle  O^,  traversant 
cette  région ,  et  se  donner  arbitrairement  le  point  B  où  une 
courbe  intégrale  rencontre  D  D'  ;  l'équatiou  de  la  courbe  contient 
alors,  comme  constante  arbitraire,  l'ordonnée  du  point  B. 
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357.  r!x];>ii'Li:s.  ]'r<-jiucr  c.veniple.  —  Soit  ii  iiiLégicr  réquiiLiou 


l.-") 


<Lv 


l'employons  la  méthotlt;  graphique,  pour  obtenir  la  fonno  des 
l'oiirlies  intégrales.  Prenons,  sur  la  partie  positive  «le  0//,  un  point 
A,  (l'ordonnée  _i/„,  et  traçons,  ap|ii'oxiinalivcineiit,  la  eoiirlie  inté- 
grale, passant  par  ee  poinl    lio-,   HHi.  I). 


!'  //■„  de  la  la)igen[c  A  T,  à  la  courbe,  eu  \. 


!h  —  'Ji>- 


Si  .lu  prend,  sur  celte  taugeute,  une  petite  longueur  AM,  du 
colé  des  .!■  positifs,  l'oraonuée//,  de  M,  est  supérieure  à  >,„,  le 
eoellicient  angulaire//,  de  la  tangoule  .M/l",  eu  re  point  est 


cette  taiigeiilc  lait  doui'  avec  ()  ,'■  uu  aiii;l<'  [dus  graud  .pie  la 
tangente  Mj  T,.  Si  ou  prend  sur  M,  '\\  une  petile  luitgueoi'  M,  AI^. 
l'ordonnée  //„  de  Al„  est  jilus  grande  ipn-  //,  ;  le  eoeffieicnl  angu- 
laire/,  de  ia'tangeuleeu  M, 


est  doue  plus  grand  ([Ue  // ,  ot  M/f,  esUiu-dossus  de  M/l',.  On 
continuera  de  cette  façon  et  on  obtiendra  un  polygone  dont  les 
côtés  se  relèvent  de  plus  en  plus  et  tendent  à  devenir  verticaux. 
La  eourbo  intégrale  A  M  'fig.  100,  11),  limite  de  ce  polygone,  a 
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dont!  une  ordonnée  qui  croit  constamment  et  indéfiniment  ;  elle 
présente,  vers  la  droite,  la  forme  d'une  branche  infinie,  dont  la 
tangente  tend  à  devenir  parallèle  à  Qy,  quand  tj  augmente  indé- 
finiment. Il  reste  a  voir  si  la  courbe  a  une  asymptote  verticale 
ou  si  la  branche  infinie  est  parabolique.  Or,  on  peut  écrire  l'équa- 
tion (15)  sous  lu  forme  : 

(16)  d^=±; 

intégrons  le  long  de  la  courbe  du  point  A  au  point  M  ;  x  varie 
de  0  à  ,1'  et  y  de  y^{\y  : 

Ja  "J<'     'J 

(17)  .r^logX,    y^y^,/. 

Quand  y  croit  indéfiniment,  il  en  est  de  même  de  j:  ;  la  branche 
infinie  est  parabolique.  On  pourrait,  de  même,  tracer  approxima- 
tivement la  courbe  vers  la  gauche. 

Dans  cet  exemple  très  simple,  nous  avons  une  vérification  de 
la  méthode,  puisque  l'équation  (17)  donne  l'intégrale  générale  de 
l'équation  différentielle,  avec  une  constante  arbitraire  y„. 

Deuxième  exemple.  ■ —  Soit  l'équation  différentielle 

dy  ^ 


lix 


-y-. 


Construisons,  encore  approximativement,  la  courbe  intégrale, 
qui  part  d'un  point  A  deOy,  d'ordonnée  ^o-  AupoîntA(fig.  196, 1), 
le  coefficient  angulaire  y'„  de  la  tangente  AT,  à  la  courbe  inté- 
grale est  positif  : 

y'.^yl. 

Si  on  prend,  du  coté  des  x  positifs,  une  petite  longueur  AM,, 
sur  cette  tangente,  les  coordonnées  x^,y^  de  M,  sont  supérieures 
respectivement  à  celles  de  A;  le  coefficient  angulaire  y'^  de  la 
tangente  en  M,, 

i/î  =  ■'■;  +  ?/?. 

est    donc    supérieur  à  !/'„,    et   cette    tangente  M,  Tj  est  au-dessus 
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U  augi 
(le   la 


courbe. 


contîimaut  de  cette  raçoii,  on  obtieiidry  un  polygone 
AM|  Mj ....,  dont  les  côtés  successifs  se  relè- 
vent et  tendent  à  devenir  verticaux.  La 
courbe  intégrale  AM  (fig.  197)  présente  donc 
une  branche  infinie,  le  long  de  laquelle  la 
tangente  tend  à  devenir  verticale,  quand  y 
augmente  indéfiniment.  Actuellement,  cette 
branche  admet  une  asymptote  verticale, 
c'est-à-dire  que  x  tend  vers  une  limite,  quand 
dcfmiment.  Pour  le  voir,  remarquons  que,  le  long 
x  est  une  fonction  déterminée  de  ii  : 


mllclli-  jtent  s'écrî 

,, ^ 


-'j' 


,  le  long  <!c  la  coiii'bo, 


clr  =  -- 


Inlégrons  maintenant  du  point  A,  de  c 
point  M  de  coordonnées  {x,  y),  nous  aurot 


I?"-l 


[•?(j)i'- 


.  (0,  Jj, 


La  première  intégrale  est  x  ;  dans  la  deuxième,  la  limite  supé- 
rieure y  est  supéi'ieure  à  y^  et  le  coefficient  de  dy  est  moindre 
*  un  théorème  sur  les 


1 


(lue  — T-,  D'ai 

y. 

cette  intégrale  est  moindrf 


intégrales  définies  {N''32), 


que 


f 
fis. 
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Quand  y  augmente  indéfiniment,  j:  croit  constamment  le  long 
de  la  courbe,  mais  il  tend  vers  une  limite,  car  rinégalité  montre 
que  ,r  reste  inférieur  ii  la  quantité  fixe  — .  La  courbe  a  donc  une 


asymptote  verticale  BD,  donL  Fabsc 


-;  OB  est  n 


'  que  - 


358.  Démonstration  analytique  de  l'existence  de  J'intég'i'ale 
—  Considérons  une  équation  différentielle  du  premier 


s  haut,    résolue  pai 


(il-  " 


Ob  peut,  en  s'appuynnt  sur  la  formule  de  Mac-Laur 
l'aide  d'une  série,  l'intégrale  générale  de 
l'équation.  Imaginons  une  courbe  intégrale, 
passant  parle  point  A  de  Oy,  d'ordonnée ;/„, 
{fg.  198).  Le  long  de  cette  courbe,  y  est 
une  fonction  de  x  qui  peut,  sauf  dans  des 
cas  exceptionnels  dont  nous  ne  nous  occu- 
perons pas,  être  développée  par  la  formule 
de  Mac-Laurin  en  une  série 


(18) 


=  .'A" 


1  ■' 


\?r- 


1.2.3 


si"+. 


convergente  dans  on  inlervalle  symétrique  par  rapport  à  0.  Dans 
ce  développement,  y'n,y''o,---  désignent  les  valeurs  que  prennent, 
pour  .r  =  0,  les  dérivées  successives  de  y  par  rapport  à  :c.  Nous 
allons  voir  que  tous  les  coefficients  de  la  série  (18)  peuvent  être 
exprimés  à  l'aide  de  y„.  D'abord  on  a,  d'après  l'équation  don- 


(19)  '.j'=f'/.'j): 

fnisant  .,■  =^0,  y  preuil  la  valeur  >j^  et  on  a 
.>/i=/'(0.>',)- 
Si,  ensuite,  on  dérive  les   deux  membres  de  (19)  par  rapport 
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il  x,  en  se  rappelant  que  y  est  une  fonction  de  x,  on  a 

Si,  diiiis  cette  rehition,  on  fait,r  =  0,  y  =  t/^,y'  prend  lu  valeur 
ij'a  précédemment  calculée  et  y"  prend  une  valeur  i/o,  donnée  par 
ré([oation  (20)  ;  cette  valeur  est  l'onction  de  ij^. 

En  dérivantles  deux  membres  de  (20)  par  rapport  à  .t  ,  on  a  : 


■'2P 


cette  relation,  où  on  fait  :f^^=  0,  y  =  yo  et  oii  on  remplace  y'^,  !/„', 
par  leurs  valeurs  précédemment  calculées,  donne  y'I,',  en  fonction 
de  y^.  En  continuant  ainsi,  on  calculera  autant  de  coefficients 
yl,y'a,  y'I'---  que  l'on  voudra  de  la  série  {18),  en  fonction  de  j/„. 
Cette  série  définira  alors,  dans  son  intervalle  de  convergence, 
une  fonction  y  de  x,  contenant  la  constante  arbitraire  y^ 

y  =  ^{.c,y,), 

et  vériiiiint  l'équatiou  différentielle  :  cette  fonction  esl  l'inlrgralc 
générale  de  l'équation  différentielle. 

En  limitant  le  développement  ans  premiers  termes,  on  a  une 
expression  approchée  de  l'intégrale  générale,  pour  de  petites 
valeurs  de  a". 

11  est  évident  qu'on  peut  introduire,  dans  l'intégrale  générale, 
une  constante  quelconque  C  :  il  suffit  d'y  remplacer  (/„  par  une 
fonction  quelconque   de  C  : 

alors  y  devient  fonction  de  ,r  et  Ç  ;  y  =  a(.f,  C|. 

On  pourra,  de  même,  ii  l'aide  de  la  série  de  Taylor,  former 
l'équation  de  la  courbe  intégrale,  passant  par  un  point  donné 
U=^x^,  »/^i/J,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  obtenir  l'expres- 
sion de  la  fonction  y  de  x  qui  vérifie  l'équation  différentielle 
et  se  réduit  h  y^  pour  .c  =:  a\.  Cette  expression  est  de  la  forme 
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y'fii  y'L---}  désignant  ici  les  valeurs  des  dérivées  de  y  poii]'.i'=;.''^. 
Ces  valeurs  se  calculent,  de  proche  en  proche,  à  l'aide  des  équa- 
tions obtenues  en  dérivant  une,  deux,  trois,...,  fois  l'équation  dil'- 
férentielle  et  faisant  ensuite  x  =^:)\,  y^y^. 

La  série  obtenue  converge,  dans  un  intervalle  symétrique  piii' 
rapport  à  Xf^. 

Pour  certaines  positions  spéciales  du  point  .«„,  ?/„,  les  séries 
peuvent  être  divergentes  ;  le  cadre  de  ces  leçons  ne  noua  perioet 
pas  de  faire  une  étude  détaillée  de  ces  cas.  Nous  nous  bornerons 
à  remarquer  que  ces  cas  exeptionnels  se  présentent,  en  particu- 
lier, Inutcs  les  fois  qu'un  des  coeificients  y',„ya,---,  est  infini. 

359.  KxrMi'i.K.  —  Appliquons  la  imUhodc  ci-dessus  ii  Féquii- 
tion 


déjà  considérée.    Si  on   dérive  cette  é([uation,    on   a  successise- 
ment 

y"'  =  y". 

On  voit  que  toutes  les  dérivées  sont  égales  entre  elles  et  égales 
il  y.  Si  donc,  nous  voulons  développer  l'intégrale  générale  à  l'aide 
de  la  série  de  Mac-Laurin 

nous   voyons  que  tous  les  coefficients  y'a,  y'à,'--,  sont  égaux  a   iji, 
et  nous  obtenons  l'intégrale  générale 


d'une  série  convergente.  On  voit  que  l'o 
y^y.e", 
js  l'avons  vu  par  un  calent  direct. 
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360.  Coefficients  indéterminés.  —  Au  lieu  de  calculer,  de 
proche  en  proche,  les  valeurs  des  dérivées  successives  yi,  t/'„',..., 
correspondant  à  a:  =  0,  y  =  y^,  on  peut  employer  la  méthode 
(les  coefficients  indéterminés  et  essayer  de  vérifier  l'équation  diffé- 
rentielle à  l'aide  d'une  série  de  la  forme 


(22; 


"^0- 


En  subsLiluant  dans  l'équation  différentielle 


d'j 


=f{^''/;> 


et  écrivauL  que  les  deux  membres  sont  identiques,  o 
suite  de  relations  permettant  de  calcnicr  a,,  (?,,..,,  / 
de  .'/g.  Prenons,  par  exemple,  l'équation 

iin  y  substituant  le  développement  (22),  nous  avons 


Si   î'oj 
de  .<■  dan 


identifie  les  termes  contenant  1 
les  deux  mejnbres,  on  a 


.  obtient  un. 
,  en  fonctioi 


d'où  on  tire,  de  proche 


{'+%!). 


On  obtient  ainsi  le  développement 
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i[ui    donne   l'intégrale    générule    de    l'équation  pour    de   petites 


-  TYPES   D'ÉQUATIONS   DU   PREMIER  OBDBE    INTÊGRABLES 
PAR   DES    QUADRATURES. 


361 .  Premier  type.  Les  variables  se  séparent.  —  SoJL  une 
équation  difTérentielie  de  la  forme 

On  peut  séparer  les  variables  en  mettant,  dans  un  membre,  un 
terme  contenant  uniquement  y,  et,  dans  l'autre,  un  terme  conte- 
nant nniquement.c  :  pour  cela,  il  suffit  d'écrire 


/ïly-i>=- 


où  C  désigne  uue  constante  iubitralre. 

Cette  relaLion  donne  l'intégral.c  générale  de  l'équation  difTé- 
rentielie (1). 

R\EMPLE.  —  Considérons  l'éqnation 

Cette  équation  est  du  deuxième  degré  cw-j-.  Pour  que  les 
valeurs  qu'elle  fournît  pour -5^  soient  réelles,  il  faut  que  les 
deux  facteurs  1 — x*  et  1 — y  soient  de  même  signe.  Si  l'on 
construit  les  quatre  droites  ,r  =  rbl,  y  =  ±  1,  elles  forment  un 
carré  ABCD  (/îg.  199)  ;  les  deux  facteurs  t  —jt  et  1  -—  y^  sont 
positifs,  quand  le  point  (j;,^)est  dans  l'intérieur  du  carré;  ils  sont 
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tous  deux  négiitifs,  d;iiis  les  angles  opposes  par  le  sommet  aux 
angles  du  carré  ;  ijs  sont  (le  signes  contraires,  dans  les  régions 
indéfinies  couvertes  de  hachures  dans  la  figure  199.  Les  courbes 
intégrales  sont  donc  situées  dans  les  régions  Manches. 


Supposons  d'abord  i  —  a,'^  cl,  1  —  y'  positifs  :  nous  écrirons, 
en  extrayant  les  racines, 

équation  du  type  (1).  Séparons  les  variables,  nous  avons 


^l^f  Vi- 


D'oii,  en  inLcgcant, 


Telle  csL  l'intégrale  générale  de  l'équation.  Pour  voir  quelles 
sont  les  courbes  qu'elle  représente,  prenons  les  sinus  dos  deux 
membres  :  comme  on  a 


.r)^^:!/!- 


ij=^±x  cos  C  ±  H  - 
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On  peut  se  contenter  de  prendre  les  deux  signes  +,  car,  C 
étant  une  constante  arbitraire,  on  peut,  en  changeant  C  en  — C, 
changer  à  volonté  le  signe  du  deuxième  terme,  et,  en  changeimt 
C  en  it — C,  changer,  ii  volonté,  le  signe  du  premier.  L'intégrale 
générale  est  donc 

// ^ .r cos C  +  /l— ^■■^'sin  C, 

ou,  en  rendant  rationnel, 

(y  —  .1-  cos  C/'  :=.  (l  —.e')  sinH:, 

(2)  ,(,■-  +  >/—  Ixy  cos  C  =  sin^C. 

Cette  équation,  où  C  est  une  constante,  représente  des  ellipses, 
ayant  pour  centre  l'origine  et  inscrites  dans  le  carré  ABCD  ;  en 

(3)  ..'  +  ,.,■ -2»,rj  =  l-«% 

OÙ  la  constante  arbitraire  a  est  moindre  que  1,  en  valeur  absolue. 
Si  nous  supposons  maintenant  1  — x^  et  1  — y^  négatifs,  c'est- 
à-dire  le  point  x,y  placé,  en  M',  dans  l'un  des  angles  opposes 
par  le  sommet  aux  angles  du  carré,  nous  devrons,  pour  évîtei' 
les  imaginaires,  écrire  l'équation  différentielle, 

dx  \/^ï— 1  ' 

et,  en  séparuiit  les  Viiriables, 

'('/       _-^       dt 


icdiate  et  donne   pour  rîiitégi'alc   gt 

\'>f  —  1  )  =  log  [x  ±  '^x'^i)  + 1) , 

instante  arbitraire.   Si  l'on  passe  dci 
1  peut  écrire 


yGoosle 


Pour    rendre    cette    intégrale    rationnelle,    remarquons  qii'o 
peut  l'écrire  aussi 

(5)  .,-v/p^r=(x^zi/.?;:T),-», 

car,  en  multipliant  membre  ;i  membre  les  équations  ^4;  et  i^j 
on  obtient  une  identité  1^  1.  Ajoutons  les  équations  (4)  et  (5), 
vient 


ou,  en  isolant  le  radical^  élevant  au  carré  et  réduisant, 
(6)  ...■  +  ,'^  2,»,   '°+^''°   =  1  -  ('°+ ''')'■ 

Cette  équation,  dans  laquelle  <ni  lait 


prend  la  ibrnie  déjà  trouvée  (3)  avec  cette  difl'érence  que  mainte- 
nant a  est  supérieur  à  1.    Elle  représente  des   hyperboles  tan- 
gentes aux  prolongements  des  côtés  du  carré. 
En  résumé,  l'intégrale  générale  de  l'équation 

est 

•'■'  +  .'/'  — ^«■'■^=  A  ~"'j 

a  désignant  une  constante  arbitraire  qui  est  inférieure  à  1.  quand 
1 — x^  et  1  —  y^  sont  positifs,  supérieure  a  1,  quand  1  —  x^  et 
1  —  y''  sont  négatifs.  Par  tout  point  M  {x,  y),  pris  dans  le  carré 
ABCD,  passent  deux  courbes  intégrales  qui  sont  des  ellipses  ;  par 
tout  point  M',  pris  dans  les  angles  indéfinis,  passent  deus  courbes 
intégrales,  qui  sont  des  hyperboles  (^^>-,  199). 

Remarque.  —  On  peut  passer  également  de  la  Tornie  (!2)  de 
l'intégrale  générale  ii  !a  forme  (6),  en  supposant  C  imaginaire  et 
posant  : 


yGoosle 


ÉQVATfOXS   I.^TliGRAIILr.S  l'Ait  D/;.S 

effet,  on  a  ulors  (.\-  108) 


sinC- 


I  i\)  := 


l,e  (itit,  c[iii  se  présente  ici,  est  géiioriil.  Lorsque  les  eoucbes 
intégrales,  trouvées  par  un  certain  procédé  de  calcul,  restent 
réelles  quand  la  constante  arbitraire  qui  s'est  introduite  prend 
des  valeurs  imaginaires,  les  nouvelles  courbes  ainsi  obtenues  sont 
encore  des  intégrales  de  l'équation  différentielle,  puisque  cette 
équation  se  déduit  de  l'intégrale  générale  par  l'éliraination  de 
la  constante. 

362,  Deuxième  type.  Équations  homogènes .  —  Cnc  équa- 
tion différentielle  homogène  du  premier  ordre  est  de  la  forme 


-^(i)- 


Cette  équation  est  dite  homogène,  car  elle  ne  change  pas  quand 
ou  remplace  :v  pas  /ex  et  //  par  ky,  k  désignant  une  constante 
quelconque. 

On  la  ramène  au  type  précédent,  en  fuîsaiil  le  eliangciuent  de 
fonction 

.'/    


11  est  évident 

que,  pour  connaître  _i/  en  fonction  de 

de  connaître  =  e 

n  fonction  de  .< .  Comme  on  a,  d'après 

<'/         -.         ''= 

l'équation  différ' 

entiello  pniposée  devient 

■■') 

=..^^A=,. 
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Les  variubles  peuvent  alors  se  séparer  et  on  peut  écrito 

dz         _  dx 

d'où,  en  intégrant. 


■/  m- 


Celte  relation  donne  l'intégrale  générale  de  l'équation  (9),  Kii 
yremplaçant,  après  l'intégration,  ;  par  —  ,  ou  a  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  (7). 

RxF.MPt.nB.  —  Soit  l'équation 

Cette  équation,  ordouuéepar  rapport  à --^^  s'éorît 

■^.,liL 


(i)-^.,.,^,.,_,..„. 


"^^isr*iV  (t)""^" 


Cette  équation  est  une  équatiou  homogène. 
Faisons  y  =  .r?  et  prenons  le  radical  positivement,  l'équatio 
devient 


dz  I  2  .  /  1 


ou,  en  séparant  les  variables  et  intégrant, 

il)  / -=i.ip: .-  — inç^n 

D  désignant  une  constante   arbitraire.  Four  effectuer  la  quadra- 
ture, faisons 

1  ~33-:^«-, 


yGoosle 


eqrATioys  /i\tj-:gii.uilks  i'.iji  des  qu.i  nii.trrnns     5;^ 
d'où 

i, 'intégrale  du  premier  membre  devient 

f — fidii  r     du  ,       ,      ,    .,. 

j  „-+2„=~Jl7+T=~'°e("+^-'' 

o'esl-ii-dire 

T. 'équation  'llj  s'écrit  donc 

~  logVl— 3.:'H-  2]  ^  log  ,f  —  log  D, 
ou,  cil  passant  des  logiiritlimes  iiux  nombres, 

.rVl— 3--:'  -|-2)  =  D. 

11  resle  à  rompîaoer  ;  par  -^  :  on  a  ainsi  : 
/.r^*— 3/  +  2,r^D, 
ou.  e«  reiulaiit  rationnel. 

■;  ]  2}  3(,/--=  +  >f)  —  1  D.c  +  D-  -=0. 

Telle  est  Tiiitégrale  générale  de  l'équation  (10),  avec  la  cons- 
tante D.  On  voit  que  les  courbes  intégrales  sont  des  cercles. 
En  faisant  un  changement  de  notation  et  posant 


iK.ns  pouvons  écrire  l'intégrale  générale 

,r=  -^f-^i  C.r  +  3  C'  ^  0, 
on 

(,,_2Cj'+y'^C'-=0. 

Nous  retrouvons  ainsi  les  cercles,    dont  nous   sommes   partis 
dans  l'exemple  11  du  N"  355  pour  former  l'équation  dilTérentielle 

que  nous  venons  d'intégrer. 
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a  pour  înlégriili"  goiiiîra 


Remabqve.  —  Les  courbes^  j-epréseiilees  par  l'intégrale  géné- 
rale d'une  équation  différentielle  homogène,  sont  homothétiques  de 
l'une  quelconque  d'entre  elles  par  rapport  à 
l'origine. 

En  eftet,  soit  AB,  uw  loiirlie  satisfitisitiil 
à  l'équation 

M(.r,y)  un  point  de  cette  courbe    (fig,  200). 
""  Construisons  la  combe  A,B,,  homothétique 

de  AB  pitr  rapport  au  point  0.  Les  coordonnées  du  point  M,  h'^i/,) 
(le  cette  courbe,  homologue  de  M,  sont  données  par  les  équations  : 


OM 

=-AOM,     .r,  =  XM-,     ?/,= 

(  design,,,,,  „„e  ce 

nstante.  On  a  donc 

dx,  =  kd^,      dy,  =  /.d!/ 

IVquation  (13),  supposée  vénfiée,  entraîna 

^-Kt)' 

et  la  nouvelle  coi 

rbe  A  B    vérifie  la  niéni 

Lie  équation,   quel  que 
soit  /(. 

La  proposition  est  donc  établie. 

Par  exemple,  les  cercles  trouvés  plus  haut 

(.r~-2C}^+/  — C^=0, 

sont  homothétiques  de  l'un  d'entre  eux  par  rapport  à  0. 
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363-    Troisième  type.  Équations  de  la  forme 

■■',  6,  c,  a',  h' ,  (■'  déaignant  des  constantes. 

On  peut  rendre  homogène  une  équation  cle  ce  type,  eu  portant 
l'origine  an  point  de  rencontre  des  deux  droites  obtenues  en  éga- 
lant à  zéro  les  deux  expressions  «37-}- tî/H-c  et  a'x-\-b'y-\-c' . 
En  effet,  appelons  a  et  [3  les  coordonnées  du  point  de  rencontre 
do  ces  deux  droites  ;  ou  a 

«'*  +  i'?  +  t''  =  0. 
Faisons  iilois  le  cliiingement  de  variables  : 

f|ui  revient  à  h'anspoi'lor  les  axes  au  point  (a,  ,S)  :  il  vient 
(hv  =  ds, ,      di/  =  di/i 


o'=a'.r,  +  l-';/,. 


et  l'équatioi 


'  qu'on  peut  é 


IjC  deuxième  membre  étant  fonction  du  seul  rapport  -^ ,  on  est 
ramené  à  une  équation  homogème,  que  l'on  peut  intégrer,  en  fai- 
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Cas  exceplionnel.  —  La  métliode  précédente  suppose  que 
les  droites  obtenues  en  égnlunt  h  zéro  les  deux  expressions 
a.v-\-by-\-c  et  a' .v -\^  b' y -\- c'  ne  sont  pas  parallèles.  Quand  elles 
sont  parallèles,  on  » 


À  désignant  une  coiistanli:.  L'écpiation  proposée  s'écrit  aloi 

dy__     V      ax+hy-^c      "l 
dx        'l  \{aj,-\-by)->rc'  y 

Dans  ce  cas,  oji  conserve  la  variable  x  et  on  pose 

ax  +  hy  --^  y,, 

ij^  étant  une  nouvelle  fonction  de  a\  On  en  déduit 

dy  1    dy^  a 

dx  II    dx  h 

et  l'équation  devient 

1   d'j, ^  __./  ;/,+<'  \ 

/.      dx  h         '\ïy,  +  c'}- 

où  les  variables  se  séparent  quand  on  résont  par  rapport  à 
KxEMPi.E  I.  —  Soit  à  intégrer  l'équation 

(  15;.  [2x  +  3y  +  l)^:^'  +  (J^x  +  4//  +  iyiij  =  0. 

De  cette  équation,  on  tire 

dy  2,r  +  3j/  +  l  . 


dx 
linéaires  en  x  et  // 


-5—  cou   duiic  une    i'onction    du    rapport    de    deux    exprt 
dx 


y  Google 


ÉQUATIONS   IKTÉGItABLES   PAU  DES  qUÂDRATlRES         H'jJ 

Déterminons  les  nombres  a  et  ^  qui  annulent  ces  deux  exprès- 


sions  : 

2a+33  +  l=0, 

:k  +  4?+l=0; 

on  trouve 

1  =  1,      ?.  =  — 1. 

(16) 

.,= 

=  ^,  +  1,      a  =  !l~l: 

Véqo.ti.n   .\e.i, 

=iit 

-t. 

3,,-. +  4,,  • 

équation  /lon/'i^ 

■,-.»».  p. 

nous  avons  Vôquation 


et,  en  séjiariinl  \i-s  variables, 


l+3-  +  2:^ 

Dans  le  deuxième  membre,  le  numérateur  est  hi  tlifFércnlieîle 
tlu  dénominateur  ;  on  a  donc,  en  intégrant, 

21og,r,=-l„g(l+:l  =  +  2=')  +  logC, 

fe  qu'ot!  peut  (^rrire 

log..;  .l+3!H-2='J  =  logC, 

d'où 

..■;{1  +  3j  +  2î=)  =  C. 

Telle  es!,  l'intégrale  générale  de  rér|uation.   Revenons  d'abord 
aux  variiibles  ;i\  et  y,  en  remplaçant  z  par  -^-^ ,  l'intégrale  trouvée 

devient  : 

*'  +  3»,y,  +  2j/;  =  C. 
APr.ii.  A„.lj.,.  J, 
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Si,  enfin,  on  revient  aux  variables  x  et  y  par  les  Ibrnuilcs  (16), 

on   a  l'intégrale   générale   île  l'équation  proposée    (L5),    sous  l;i 
forme 

(18)  ,r  -I-  3..7/  +  2>f  +  .,■  +  //  =  C. 

Vériâcation-  —  Dans  cette  équation  (15),  le  premier  membre 
est  une  clifFérentielIe  totale  exacte,  car  la  dérivée  du  coefficient 
de  dx,  par  rapport  à  y.  est  égale  à  la  dérivée  du  coefficient  de  ây 
par  rapport  à  x.  La  théorie  des  différentielles  totales  ii  deux 
variables  (N°  318)  nous  montre  alors  que  l'équation  peut  s'écrivi' 

<l  {x'  +  Zxy  +  2f  +  .r  +  î/)  =  0 , 

La  fonction  soumise  à  lu  diffcrentiation  est  donc  coostaule,  li' 
long  d'une  courbe  intégrale  ;  ce  ([ui  donne  l'intégrale  géné- 
rale (18). 

KxEMi'LE  II.  —  Soit  à  intégrer  l'équation  : 


(19) 


<h    _(   -r  —  y- 

d:r         \2.r  —  '2y- 


Actucllemcnt,  les  deux  droites  obtenues,  en  égalant  à  zéro  h- 
numérateur  et  le  dénominateur,  sont  parallèles  :  les  coefficients 
de  .V  et  y  sont  proportionnels,  dans  les  deux  termes  du  rapport. 
Nous  ferons  alors  : 


,1.,   +'       \2,i,+  ll  ' 


'■'■'       J 


.;, (%.+  ')'  j, 
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Four  intégrer  le  deuxième  membre,  on  décompose  la  fraction 
.iitionnellc,  en  //,.  en  fvaetions  simples.  On  ii  ainsi  : 

/4  11  3  1       \  , 

■'=x*. +Tr'"S".^Tr'"«'.'/,+2)+c, 

n,i,  ,.|,  reicimut  iiiix  n,ri«l)lcs  r  i-t  ;/  pur  la  snbslitiUlon 

,'/l  =■''  —  .'/■ 

cl  lédiiisiiiit,  a|H'ès  iivtûr  cliassô  les  (iéiioniinaloms. 

8j  _  2,r  -  l,>g  (.r  _  j)  +  9  l„g  ;,,  -  ,  +  21  =  C, 

(!'  tlésigniint  une  constante  arbitraire. 

On  a  ainsi  l'intégrale  générale  do  rr;qnation  (19). 

364.  Quatrième  type.  Équations  linéaires.  — ■  (Tne  équation 
dUr.-renîielle  li/nviire  d,i  premier  ordre  csl  de  la  lorme    : 

on  hi  nomme  l/ri.^iiirc,  car  elle  contienL  llin-airement  //  et  —^■ 
l'onr  intégrer  nue  éqnation  de  cette  natnre,  posons 
;2];  ,=»;, 

OÙ  .z  esl  la  nouvelle  l'onction  inconnue  de  j  et  ii  une  fonction 
auxiliaire  de  .r,  dont  nous  disposerons,  de  façon  à  simplifier  l' é- 
qnation  en  ;.  I*ar  la  substitution  (21),  l'équation  devient 

Disposons  maintcnani  de  ii,  de  façon  il  annuler  le  coefficient  de  :■  : 
il  suffît,  pour  cela,  de  prendre,  pour  »,  une  fonction  particulière 

vérifiant  la  condition  : 
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qui  donne  : 

/■M 

et,  en  intégrant, 


■— /tt"'- 


La  fonclion  /(  étant  déterminée  par  cette  relation,  !"(>i[uation  (22. 
devient 

oii  II  est  maintenant  connu  en  fonclion  de  .i.  On  eji  dednit  ; 

dz  ^     '  -.,  '.  da:, 
"M 

En  revenant  ii  la  variable  y,  par  la  substitution  ;/.:=»r..  i.n  a 
l'intégrale  générale  de  l'équation  linéaire  (21) 

avec  une  constante  arbitraire  C. 

Exemple.  — Soit  à  intégrer  l'équation  ; 


dz  __du nz      _  __ 

(/,(■         "    d.v  sin.c 

Délcrminons  it  de  laeon  à  annuler  le  eoellieient  di' 
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Il  est  inutile  d'ajouter  une  constante,  car  nous  ne  voulons 
pas  la  fonction  la  plus  générale  annulant  le  coefficient  de  s;  une 
détermination  particulière  de  u  nous  suffit.  En  passant  des  loga- 
rithmes aux  nombres,  on  a 

«=tang^. 

L'équittion  eu  ;  devlciU  ;ilois 

,/=,    ■■"•■■-'    ..,.; 

«u,  ,.,M,.m|.l,„.„.u    1-co.  .,    i,„    2.in"^, 

(/-  =  —  2si(i  ^y-cos-^  dcf. 

lin  intégrant,  un  u 

=  =2c„s.^  +  C. 

Comme  on  a  posé  //^=  (i:,  on  a,  enfin,  pour  l'intégrale  de  l'équa- 
tion proposée. 

on  eiicorf ,  en  remplaçant  tang  —^  par el  réduisant, 


11  est  facile  de  vérifier  que  cette  fonction  rend  identiques  les 
deux  membres  de  l'équation  proposée  (23). 

365-  Cinquième  type.  —  Soit  une  équation  de  lu  forme  : 
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où  H  i;st  un  exposant  cojistaiit  (jueli;oiit[iic,  Uiu'  pureilli'  (Xjiiut.iiii 
se  ramène  à  nue  ét^uiitioii  linéaire. 

En  effet,  on  peut  l'écriru,  en  divisant  fiar  y"  : 

ce  qu'où  peut  écrire 

1         ,,  ^^  <^(y~"l  \-„„f,.\_    u  .■^ 

L'équation  prend  alors  la  l'oriiie  linéaire  sî  Ton  y  fiiiisidère  //'  " 
comme  Tînconnue  : 


On  a,  on  effet, 

équation  qui  est  linéaire. 

Le  calcul  précédent  est  en  défaut,  quand  n  =  1,  mais  alors  l'i^ 
quation  proposée  s'écrit  : 


/•w-^=,[i:,,_ 

et  les  variables  se 

séparent. 

ExEsirLE.  —  Soit  l'équatioji 

(24) 

»-jf +.'/—.'/ l"g- 

Divisons  par  (/': 

■'■r'^  +  J    '  =  l"l 

l''u  posant 

!;--'  =  i, 

d'où 

,  d,,         ,A' 
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M\  est  l'itmonc  îi  l'équatioii  lliiéitii'c 


l'oson»  aloi 
il  vîeiu 


/      dz  ,1,1  \ 


Aiiniilarit  lu  coedlcieiLt  do  r,  yii 
d„ 


»  =  0, 
,l„         d.v 


l'oUL-  \uiitii;r  cette  équation,  il  siilllt  do  prendri 
log„  =  l,>g.r, 


Ou  a  aUns,  pour  tlétenniner  ^,  la  velation 


(/;  = ^log.C  (/.(■, 


■lit  facilemeiil,  par  l'ii 

/  i„g,,.  ,4  ^  4-H , -/4-,n„g ,.  =. -L  le, ...  ^/4f 


Celle  iiitégiak"  s'obtient  facilemeiil,  par  l'intégration  par  pui'- 
tles  :  on  peut  l'éciire 


-log,,.  +  J-+C. 
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Alors  ; 

Y  =  xr  =  l„g,.  +  14 

et,  comme 

•■'-  log.t  +  l  +  C» 

(i'est  là  l'intégrale  géiiérale  île  réc|iiation  (24),  avec  u 
tante  arl>iti'aire  C. 


IV.  —  INTÉERALES  SIK0UI,IBRB3  n 
ÉQUATION   I 


366-  IntégraJea  particulières  et  intégrales  singulières. 
Étant  donnée  une  équation  différentielle  dn  pvemiei'  ordre 


nous  avons  vu  que  l'intégiale  générale  de  eettc  équation  est  déli- 
nie  par  une  relittion 

contenant  une  constante  arbitraire.  Géométriquement,  on  jieut 
dire  que  l'intégrale  générale  représente  une  famille  de  courbes 
planes,  dépendant  d'une  constante  arbitraire. 

Quand  on  donne  à  lu  constante  C  une  valeur  numérique,  on 
obtient  une  intégrale,  qui  prend  le  nom  à' intégrale  par ticidicrc. 
Par  exemple,  l'équatioi! 

étudiée  au  X"  iilCl.  a  pour  întôgride  générale 
(2)  .r=  ^  2,,.,,, ,  +  ;,<  =  !-»■, 

a  désignant  une  ronstante  arbitraire. 
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Si  on  donne  ii  ii  une  valeur  nnnicriijue,  a  =  'i  pur  t-\('iii|ik',  o 
Il  iinf!  courljf!  pai'lîculîorc 


vérifiant  réc|nation  différentielle  :  c'esL  une  iiilègrale peu  tîcidièi-e. 
Si  on  fait  <t  =  I,  on  ii  une  autre  intégrale  particulière 


(.,■-,'.=  0. 
(|ui    cBl    repi'ûsoiiU;.^    par    iino    diagonale    du    fi'ctaîif^ir    ABCD 

{fis-  «9j- 

On  appelle  mtègrtile  singiiUcre  d'une  équation  diflerentieile 
toute  solution  de  l'éqnation.  qui  n'est  pas  une  intégrale  particu- 
lière. De  telles  solutions  n'existent  qu'csceptioiinellenient.  Par 
exemple,  l'équation  (P'  que  nous  venons  de  rappeler  admet  la 
solution 

.V=l, 
représentée,  sui' la  tigiii-e  (199),  pour  un  des  côtés  du  carré  ABCD. 
Cette   solution  ne  peut   pas  être  obtenue,   en  particularisant  la 
constante  a  qui  figure  dans  l'intégrale  générale  (21  :  c'est  donc  une 
intégrale  singulière, 

36T.  Théorème.  —  Quand  k-s  courhv.-i  rcpri'sr/Héc-',  /ifir  l'i/iti- 
grale  gciiércdf 

'3'  r '.■'''!'■'■'■.  '^"■ 

'l'une  àqualion   diU'èrciUiclh- 

mil  une  enveloppe,  ecUii  ent'elop/ie  est,  elh'-mé/iie.,  une  intégrale  de 
l'équation  différentielle;  c'est,  en  général,  une  intégrale  singulière. 
En  effet,  soit  E  {fig.  201;,  l'enveloppe  des  courbes  (3)  :  prenons 
un  point  M  (,r,  y)  sur  cette  enveloppe  ;  appelons 


y  Google 


i  COCRS   D'A.\AlY^f: 

coelTiriont  iiiiguliûio  de  In  langontc  Ml'  îi  l'i'iuclojijic,  <-l^'j  fA  d^.i- 
>  (lilIorcullellL's  dus  coordounéos  corrcspoiid;iiit  ii  un 
déplacement   iiifiniineut   petit  sur  l'enve- 
loppe. 

Par  le  point  M,  il  pusse  une  eouibe  G, 
représentée  par  l'équation  (3],  et  cette 
courbe  est  tangente  à  l'enveloppe,  en  M  : 
cette  courbe  G  étant  une  courbe  intégrale, 
l'équation  difFérentielle  est  vérifiée,  tout  le 
long  de  cette  courbe,  et,  en  particulier,  au 


point  M  ;  de  sort 
de  la  tangent.'  M'I'  ; 


cpii 


.appelant^!, 


1-- 


'■,y^ 


:  V.  et  G  ( 

dj-  " 


Al. 

'    dy.r   ' 


et  cela,  pour  tous  les  pointa  M  de  l'enveloppe  K  : 
est  donc  une  courbe  intégrale. 

Exemples.  —  1°  L'équation 


(1- 


■ll.e  enveloppe 


Il    étant   une    constante  arbitraire.  Quand  «  > 
représentées  par  cette  équation,  ont  pour  en' 

.,y-i-'-j"  +  i=o, 
y-i;(r-i;=-ii. 


irie,  les  coniques, 
eloppe  la  courbe 
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(jui  se  compose  des  quiitre  droites 

lorm^iiil  les  côtés  du  ciirré  ABCD  {/ig.  1"J'J~.  Os  quaLre  droites 
sont  des  coiii'l>es  intégrales,  comme  on  le  volt  eu  écrivant  l'équa- 
(ion 

(1 -»•)■(*■  =  (!-.'/,  <'■'■' i 

lJourj,=::±i,  les  deux  membres  soiilnuls;de  même,  poui'//=^±l. 
On  a  iiinsi  quatre  intégrales  singulières. 

2"  T. 'équation  différentielle  homogène  du  >.""  3G2  : 

a  pour  intégrale  générale 

Quand  C  varie,  les  cercles,  représentés  par  celte  équation,  ont 
pour  enveloppe  les  deux  droites 


11  est  aisé  de  vérifier  que  chucune  de  ces  droites  est  une  courbe 
intégrale.  Par  exemple,  en  substituant,  dans  le  premier  membre 
de  l'équation  différentielle,  la  fonction 

en  obtlenl   un  résultat  identiquement  nul. 

368.  Sixième  type.  Équation  de  Clairaut.  —  Ou  appelle 
'■■quation  de  ClairanL  une  équation  différentielle  de  lu  forme 
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illl 

Supposons  qii  on  résolve  cette  é([Uiition  par  rapport  -Ay—x  —j-^' 
on  jiourra  l'écrire  : 

('■)  >J  =  '>J  +  f'.S'), 

en  employant  lu  notation  des  dérivées.  Noua  allons  intégrer  celte 
équation  (4).  Pour  cela,  dérivons  le  premier  membre  par  rapport 

,'/'  =  ^f + // + f[y')'j'\ 

ce  qui  peiii  s'i'crii'e  : 

(5)  5''lï  +  /'(,'/;l  =  0- 

On  voit  alors  que  les  (onctions  y  de  x,  vérifiantréquatîon,  sont 
telles  que  l'un  des  facteurs  du  produit  précédent  soit  nul. 
Supposons  d'abord 

alors 


!/'  =  C, 

et,  cf 

)mnie  la  fonction 

doit  vérifier  l'éqnati 

pl.C 

lit?/'  par  C, 

(6) 

j_C,r  +  /-C). 

C'est  là  l'intégriile  générale  :  elle  est  constituée  géométrique- 
ment par  des  droites.  On  vérifie,  immédiatement,  que  la  fonction 
(6)  rend  identiques  les  deux  membres  de  l'équation  proposée. 

Supposons  maintenant  que  la  fonction  y  annule  l'autre  facteur 
du  produit  (5} 

,  +  /'(y')-0. 

Comme  cette  fonction  doit  vérifier  aussi  l'équation  donnée,  on 
l'obtiendra  en  éliminant  l'inconnue  auxiliaire  y'  entre  les  deux 
relations 

L'équation  entre  ,r  et  y  ainsi  obtenue  donne  une  intégrale  sin- 
gulière de  l'équation  différentielle.  La  courbe  représentative  de 
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cette  intégi'ale  singulière  est  l'enveloppe  des  droites  (6),  qui 
constituent  l'intégrale  générale.  En  effet,  pour  obtenir  l'enve- 
loppe des  droites  (6),  quand  C  varie,  il  faut  éliminer  C  entre 
l'équation  (6)  et  sa  dérivée  par  rapport  à  C  ; 


(8) 


j  =  Ci  +  /'(C), 
0  =  ,»  +  /-'(C). 


L'élimination  de  C,  entre  ces  deux  équations, 
résultat  que  rélimlnatîon  décentre  lesdeux 
équations  (7),  car  le  deuxième  groupe   d'é- 
quations ne  diffère  dn   premier  que  par  la 
substitution  de  C  à  y'. 

ExEMi'LE.  —  Soit  un  point  fixe  F  sur  l'axe 
Ox  [f,g.  202)  :  trouver  une  ligne  telle  qu'en   — 
menant  la  tangente  en  un  quelconque  M  de 
ses  points  et  joignant  au  point  F  le  point  T 
oii    cette   tangente  coupe  Oy,  l'angle  MTF  Fig.  luî. 

soit  droit. 

Appelons  a  l'abscisse  constante   du  poinl  F,  L'équation  de  1 
tangente,  en  M,  étant: 

le  point  T  a  pour  coordonnées 

X  =  0,      \'^,j~x,j'; 
If  point  F  il  pour  coordonnées 

X=ff,      Y  =  0. 
Le  cocificient  angulaire  de  Tl''  est  donc 


celui  de  MT  est  y'.   I^erivant  que 
laires,  on  a 


I   sont  rcctangu- 
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(V(>\i  réquation  de  Clairaut 


L'intégrale  gënériile  s'obtient  on  irinplitçnnt  (/'  pur  C.  :  oll>- 
est  représentée  par  des  droites  ; 

(10)  ii^C,^^^ 

Ces  droites  sont  les  peipiMulieulaîres  iiidéfinies  TMI)  élevées 
par  les  divers  points  T  de  Oy  aux  droites  TF  :  ehueime  de  ces 
droites  répond  à  la  question  ;  c'est  une  ligne  telle  que  la  tangente, 
en  un  point  quelconque  D  de  cette  ligne  (tangente  qui  so  con- 
fond avec  la  droite),  possède  hi  propriété  de  l'énoncé. 

Mais  l'équation  différentielle  admet  une  autre  solution  (inté- 
grale singulière),  qui  est  la  courbe  enveloppe  des  droites  (10). 
Pour  avoir  cette  enveloppe,  il  sulfit  d'écrire  que  l'équation  (10) 
en  €  aune  racine  double,  ce  qui  donne 

,,■-4».,  ==0, 

équation  d'une  pariibolc  île  i'oyer  F  et  de  sommet  (). 

Hemarque. —  On  est  conduit  à  une  équation  de  Clairant,  toutes 
les  fols  qu'on  cherche  une  courbe  pl.iue,  dont  les  tangentes  piis- 
sèdent  une  propriété,  dans  l'énoncé  de  laquelle  ne  figure  pas  le 
point  de  contact.  L'intégrale  générale  est  alors  formée  par  les 
droites  du  plan  qui  possèdent  la  propriété  en  question,  et  l'inté- 
grale singulière  est  l'enveloppe  de  ces  droites. 

369.  L'intégrale  singulière  déduite  de  l'équation  diffèi-en- 
tielle.  —  D'après  ce  qui  précède,  si  l'inlégraSe  générale  d'une 
éfiuation  du  premier  ordre 


a  une  enveloppe,  quand  la  constante  arbitraire  varie,  cette  enve- 
loppe est  une  intégrale  singulière  de  l'équation.  Mais,  pour 
obtenir  ainsi  des  intégrales  singulières,  il  faut  connaître  l'inté- 
grale générale.    Il   est  utile  d'avoir  une  méthode    pour   trouver 
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tlirectemeiit  les  intégrides  singulières,  quand  elles  existent,  à 
l'aide  de  la  seule  équation  différentielle  et  sans  connaître  l'inté- 
grale générale.  Voici ,  li  cet  égard,  la  règle  que  nous  allons 
démontrer  : 

S'il  existe  des  i?ilé.gr<ihs  singulières,  eiweloppes  des  intégrales 
générales,  elles  se  irouveril  parmi  les  courbes  oh/e/ifies,  en  élimi- 
minant  y'  entre  l'ét/iintion  différentielle 

1- >,//,//:  =0, 


'\'/ 


■uni  '//te  l'équation  différenticlLe,  i 
■oiiriiii',  admet  ane  racine  double. 


cent -à- dire   en 
garde  y'  comnn 

En  efPet,  l'équation  diilorcnticUe,  oii  on  regarde  y'  comme 
rinoonnne,  donne  les  coeflicients  angulaires  des  tangentes  anx 
courbes  intégrales,  passant  par  un  point  P  {x,  y]  du  plan.  Suppo- 
sons que  les  intégrales  générules  aient  une  enveloppe  E  [fig.  201); 
<[uand  le  point  P  est  voisin  de  l'enveloppe,  parmi  les  courbes 
intégrales  générales,  passant  par  P,  il  s'en  trouve  deux,  G  et  G', 
très  voisines  l'une  Je  l'autre,  de  sorte  que  les  coefficients  angu- 
laires des  tangentes,  en  P,  à  ces  denx  courbes  ont  des  valeurs  très 
voisines;  quand  le  point  P  tend  vers  un  point  ^[  de  l'enveloppe, 
les  deux  courbes  G  et  G'  se  confondent  en  une  seule  G,  tangente, 
en  M,  à  l'enveloppe  et  les  deux  coeflicients  angulaires  des  tan- 
gentes, en  P,  deviennent  égaux  entre  eux  et  égaux  an  coefficient 
angulaire  de  la  tangente  en  M. 

Donc,  si  le  point  M  (.c,  y)  appartient  à  l'enveloppe  des  inté- 
gi'ales  générales,  l'équation 


!''■ 


:idnio 


;  double. 


où  y'  est  regardée  comme  rincomiU' 

La  proposition  est  donc  démontréi'. 

Mais  la  réciproque  n'est  pas  exacte.  Un  point  M  (.r,  y),  tel  que 
l'équation  F(.r,_(/,ï/')=0  ait  une  racine  double  eu  y',  n'est  pas 
nécessairement  un  point  de  l'enveloppe  des  intégrales  générales. 
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Ce  peuLL'trc  un  poiiiL  tel  i[ue,  parmi  les  intégrales  générales  pas- 
sant par  ce  point,  il  y  en  ait  deux  distiuotes,  G  cl  G',  tangentes 
entre  elles  {jig.  203,  I).  Ce  peut  être  aussi  un  point  M  tel  qne, 
parmi  les  courbes  Intégrales  {générales  passant  par  ce  point,  il  y 
en  ait  une  présentant,  au  point  iî . 
y'^'  un  point  singulier  avec  deux  tan- 

""^^^•-^  _     gentes  confondues,  un  rebroussc- 
„         "'     ment,  par  exemple  {fig.  20;î,  II) . 
l'i,-.  .ju!.  D'après    cela,   si  on  cherche  le 

lieu  des  points  (■f,y),  pour  les- 
quels l'équation  F  (j;,  y,  (/')^:;0  admet  une  racine  double  on  y'. 
on  trouve  à  la  fois  ;  1"  l'enveloppe  des  intégrales  générales , 
quand  elle  existe;  2"  le  lieu  des  points,  par  lesquels  passent 
deux  courbes  intégrales  distinctes  tangentes,  lieu  qvi'o»  appelle 
lieu  de  contact  ;  3"  le  lieu  des  points  singuliers,  il  tangentes  con- 
Ibndiies,  des  intégrales  générales. 

Pratiquement,  pour  obtenir  l'intégrale  singulière  enveloppe 
des  Intégrales  générales,  quand  elle  existe,  on  commence  donc 
par  chercher  le  lieu  des  points  {~f,//),  pour  lesquels  ri'quiition 
diflFérentielle  admet  une  racine  double  en  ;/',  c'esl-ii-dli'c  qii'nti 
élimine  y'  entre  les  deux  équations  : 


le  lieu  obtenu  :  en  général,  le  premier  membre  de  cette  équa- 
tion se  décompose  en  plusieurs  facteurs,  et  le  lieu,  en  plusieurs 
eourbes  distinctes.  I.a  solution  singulière  cherchée  se  trouve 
parmi  ces  courbes  ;  on  la  reconnaît,  en  essayant  successivement 
ces  diverses  courbes  et  en  voyant  laquelle  d'entre  elles  vérifie 
l'équation  différentielle.  Cette  courbe  spéciale  est,  en  général, 
une  intégrale  singulière.  Les  autres  courbes  trouvées  sont  des 
lieux  de  contact  ou  des  lieux  de  points  singuliers. 

n  peut  arriver  qu'aucune  des  courbes  ainsi  obtenues  ne  vérifie 
l'équation  différentielle,  il  faut  en  conclure  que  l'intégrale  géné- 
rale n'a  pas  d'enveloppe. 
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KxEsiPLKs.   —  1°  Uji    premier   exemple  simple  est    fourni  par 
l'ccfiiatioii  tlltréreutielle 

'^iry'-^^ir  ~  :■'■  +  yj)-  =  '^ 

formée  dans  le  N"  356,  et  déjà  prise  comme  exemple  dans  les 
N"'  362  et  367.  lin  cherchant  le  lieu  des  points,  pour  lesquels 
cette  équation  en  y  aune  racine  double,  on  trouve 


!r':' 

'  — 3;/")=0. 

■compose  cil 

1   ,r„is  ; 

1' 

'    '=vf' 

2' 

■    '=-vT' 

Les  deux  preuiièies  l'onctious  vérifient  !'é(juation  ;  ce  soni  des 
intégrales  singulières.  La  troisième  y  ^^  0  ne  la  vérilie  pas  :  elle 
définit  un  lieu  de  contact,  comme  nous  l'avons  vu  page  557. 

2"  Soit  l'équation  différentielle 

Kn  écrivant  que  cette  équation  du  deuxième  degré  en  //',  a  ses 
racines  égales,  on  a  la  conditîou 

;/(3-iî/;';i-i/)  =  u. 

I.c  lieu,  ainsi  défini,  ss  compose  de  trois  droites  : 

i"i/-i. 

La  première  fonction //.=  1,  vérilie  l'équation,  car,  si  on  sults- 

litue  ij  =  1,  on  a  y  :=:  0  ;  on  a  ainsi  une  intégrale  singulière. 

3 
Les  fonctions  i/  =^()  et  j/  =^  -j-  ^i"  l*'  vériiient  pas  :  nous  allons 

\  oir  que  l'une  définit  un  lieu  de  points  de  rebroiissement  de  Tin- 
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t,-grale  générale  et  l'atitre,  un  lie:i  île  coitlacl.  Ponr  cela,  inlé- 
Jurons  l'équation  diflcfciitieilc.  I^n  reniplaçriiil  ;/  [V.w —j- ,  on 
peut  séparer  les  variii]>lcs  et  écrite  : 

On  vôiific,  s;uis  pcLiio,  qnc  l'iiULgiiilc  incléflnio  du  tleuxjôme 
membre  est 

//  '  :  I  —  .^!  -  ! 
on  «clone  

i»u,  en  rendant  rationnel, 

'l'elle  est  l'intégrale  générale  de  l'équation.  Quand  C  varie,  la 
eourbe  l'eprésciitée  par  cette  équation  ne  change  pas  de  (orme  : 
elle  se  transporte,  parallèlement  à 
elle-même,  le  long  de  l'axe  Oj'.  Cons- 
truisons la  courbe  obtenue  en  fai- 
sant C  =  0  :  cette  courbe  (fig.  204) 
a  un  rebroussemeot,  en  0,  avec  tan- 
gente verticale  ;  le  point  le  plus  haut 
A  correspond  à  .t  =  0,  i/ -=  1  ;  les 
points  B  etB',  ii  tangentes  verticales 

ont  pour  coordonnées  .i-^j::—jL^, 

WU....V.  v^  ..■.,^,  >.  ^st-à-dire  quand  cette  courbe  se  truns- 

4 

porte  le  long  de  Oa-,  son  enveloppe  est  la  droite  AA',  */  =  ! 
(intégrale  singulière)  ;  le  lieu  du  point  de  rebroussement  est 
l'axe  0.r,  !/  =  0;  enfin  le  lieu  des  points  M,  où  deux  positions 
différentes  de  la  courbe  peuvent  Cive  tangentes,  est  la  droite  BB', 
!/  =  Y  (lieu  de  contact). 
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V.  -  REMARQUES  SUR  LE  GHANOEMENT  DE  VARIABLES 

3T0-  Échange  de  la  fonction  et  de  la  variable  indépendante. 
—  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  constamment  considéré  // 
comme  li»  fonction  et  x  comme  la  variable  indépendante.  Mais 
il  va  de  soi  que,  dans  une  équation  diiierentielle, 

F(..,.,^)^0, 

on  peut  considérer  x  comme  la  fonction  et  y  comme  la  variable 
indépendante. 

Par  exemple,  l'équation 

OÙ  on  regarde  ;/  comme  la  fonction  inconnue,  ne  rentre  dans 
aucun  des  types  que  nous  avons  indiqués.  Mais,  si  on  y  regarde  .v 
comme  la  fonction  et  y  comme  la  variable,  on  peut  l'écrire,  en 

d.i- 
multipliant  par  --7—' 

et  l'on  a  une  équation  linéaire,  car  elle  est  linéaire  par  rapport 
il  la  fonction  inconnue  et  h  sa  dérivée. 

Pour  l'intégrer,  on  suivra  la  méthode  générale  indiquée,  on 
fera 


Il  étant  une  fonction  auxiliaire  de  i/,  et  s, 
inconnue.  L'équation  devient 


(hj        "    dy  "       ■ 

Déterminons  u  de  facou  ii  annuler  le  coefficient  de 
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OU  bien 

rn  intégrant,  il  suffit  de  prendre,  sans  ajouter  de  constante, 
L'équation  devient  alors 

dz  =  —  ife'Jdy, 

En  intégrant  par  parties,  on  a  : 

jife''dy=^j<fde'J  =  fë'~2Jïfe'Jdy. 

Jifehhj  ==  ^ifdc"  =  ife"  ~  ijye^dy, 

jy  <i'dy  ^jyde"=ye''  —fe"di/, 
fe'-'dy^e''. 
On  u  donc,  en  remontant  de  proche  en  proche, 

I  y'ehly  =  e"{y''  —  3y''  +  6?/  —  6) . 

Comme  on  a  posé  x  =  us,  on  a  enfin,  pour   l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  diitcrenticlle  donnée, 

.r  =  6-6i/  +  3j'~/+(>-.'. 

371-  Septième  type.  Equation  de  Clairaut  généralisée.  — 
Soit  une  équation  de  la  forme  : 

(12)  l/^xf{'j')+f{!/'l^ 

qui  se  réduit  à  l'équation  de  Clairant  quand  »(!/')  =  ;/'.  Prenons 

encore  les  dérivées  des  deux  membres  piir  rapport  à  ^  :  il  vient  : 
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Si,  dans  cette  équation,  on  regarde  :r  comme  la  fonction  incon- 
nue et  y'  comme  la  variable,  c'est  une  équation  linéaire. 

Il  suiGt  d'intégrer  cette  nouvelle  équation,  puis  de  remplacer  ;/ 
par  la  valeur  ainsi  trouvée,  en  fonction  de  x,  dans  l'équation  (12), 
pour  avoir  l'intégrale  générale  de  cette  équation. 

372,  Changement  de  variables  en  général.  —  ILtant  donnée 
une  équation  difféieutlelle 

;t3,  K-.,^)-o. 

OU  peut  essayer  de  la  simplifier,  eu  prenant  de  nouvelles  varia- 
bles /;  et  (',  liées  a  x  et  y,  par  des  relations  de  la  lurnie  ; 

(14)  ^  =  /-(»,<'),     î  =  ?{«,^). 

Le  long  d'une  courbe  intégrale,  .r  et  y  peuvent  être  regardés 
comme  fonctions  d'un  même  paramètre  (  ;  les  formules  (14), 
résolues  par  rapport  ii  u  et  c, 

(15)  i,  =  f[Ur,y),      <.  =  3,(^,y), 

montrent  que  u  et  i-  sont  également  des  fonctions  de  ce  para- 
mètre. On  a  donc,  d'après  (14),  en  faisant  varier  ce  paramètre 
de  tJt, 


0((  Ol' 

\\s\  portant  les  valeurs  Ae  x ,  i/ ,  ilv ,  ijy  dans  l'équation  diffé- 
rentielle, on  la  transforme  en  une  équation  différentielle  entre 
u  et  c  Si  l'on  sait  trouver  l'intégrale  générale 

$(„,  (.,C)^0, 

de  cette  équation,  on  en  déduit  l'intégrale  de  la  proposée,  eu  y 
remplaçant  «  et  v  par  leurs  valeurs  (15). 

KxEMi'i.E.  -—  Soit,  pur  exemple,  l'équation 

(  16)       (/t'  +  f]  {.idx  -1-  ydij)  =  (,f'  -{-</  +  x)  [xdij  —  ydx) . 


yGoosle 


Si  on  prend  des  coordonnées  pohiires  r  et  0,  lié 
nées  cartésiennes  par  les  formules 


cette  équation  devient  : 

éqiiution  linéaire  en  r  dont  l'intégrale  générale  est 
L'intégrale  générale  de  l'équation  (16)  est  donc  : 
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i:t  DORDni:  seî'ériI' i;r 


I,  —  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DU  DEUXIÈME  OBIIRE 

373.  Existence  de  l'intégrale  générale.   —   Lîiio   rqihitiini 
iliil'ùrciitLelle  cin  deuxième  ordre  est  de  h»  ('<nine  : 

■  '  \  '•"  dx     (U-^  J 

On  iippelle  intégrale  générale  de  cette  équation  une  lonction 
ij  de  .'■  et  de  deux  constantes  arbitraires  C,  et  C,, 

vt'ritiant  identiquement  l'équation.  On  pent  se  rendre  eompte  de 
l'existence  de  cette  intégrale  générale  par  les  considérations 
suivantes,  analogues  ii  celles  que  nous  avons  développées,  à 
propos  de  l'équation  du  premier  ordre  (N"  358). 

Employons,  pour  simplifier  l'écriture,  la  notation  des  dérivées. 

L'équation  (i)    définit  -~-  ou  jj"  en  l'onction  de  x,  ,'/,,'/■   Soit  : 

(1'"']  !/"=fv'->!J^!fh 

une  des  valeurs  y',  tirée  de  l'équation  (:1),  Cherchons  à  l'ornicr, 
à  l'aide  de  la  Cormule  de  Mae-Lauriu,  une  série  ordonnée,  suivant 
les  puissances  entières  et  positives  de  x,  vérifiant  l'équation  (1). 
Cette  série  sera  de  la  ronnc 


12) 


l.'2.3  ■ 
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Il  s'agit  de  calculer  les  coelïicieiUs  yo,  yii  .'/(i!  ■■■  ciwi  sont  les 
valeurs  de  la  fonction  y  et  de  ses  dérivées  successives  pour  .t^^O. 
Nous  allons  voir  que  tous  ces  coelTicients  s'expriment,  e»  fonc- 
tion des  deux  premiers,  tjui  restent  arbitraires.  En  efl'et,  dans 
l'équation  différentielle  donnée  (f"';,  faisons  .v  =  0,  //,//',  //" 
prennent  des  valeurs  y^,,  yi,  _yi'  et  on  a  : 

Pour  avoir  ij'J'  diiTérentions  l'équation  (1'"')  par  rappoi't  ii  x, 
en    jioiis    rappcliuil   que  y  et  //'  sont  l'onctlons  de    ,;  ;  il    vienl  : 

V.w  faisant  dans  cette  relation  ,r  =  0,  on  a  ij'â'  en  fonction  de 
Va  et  i/ti,  car  y'„'  est  connu,  en  fonction  de  ces  deux  quantités.  Déri- 
vant de  nouveau  la  relation  (3)  par  rapport  il  x  et  faisant  ensuite 
;r  =  i),  on  a  if^  en  fonction  des  y^  et  7/J ...  Et  ainsi  de  suite. 

On  voit  donc  que  tous  les  coefficients  de  la  série  (2)  sont  des 
fonctions  connues  des  deux  premiers?/^  et  i/J,  Si  cette  série  est 
convergente,  elle  converge  dans  un  intervalle,  symétrique  par 
rapport  à  0,  et,  dans  cet  intervalle,  elle  définit  une  fonclion 
de  .r, '/„,  i/J, 

('.)  j= *(.'■.?..?;!, 

vérifiant  l'équation,  et  contenant  les  deux  constantes  arbitraires  ^„ 
et  ?/i.  II  peut  se  faire  que  cette  série  diverge,  cela  arriverait,  par 
exemple,  si  le  calcul  donnait  pour  une  des  quantités  yj',yi",  ... 
une  valeur  infinie.  Nous  n'examinerons  pas  les  difficultés  qui  se 
présentent  alors,  et  nous  nous  contenterons  des  considérations 
ci-dessus,  pour  établir  l'existence  de  l'intégrale  générale. 

Ces  considérations  m.ontrent  que,  en  général,  une  solution  y 
de  l'équation  (4)  est  déterminée,  quand  on  connaît  les  valeurs  que 
prennent  cette  fonction  y  et  sa  dérivée  y'  pour  .r  =  0.  En  regar- 
dant X  fil  y  comme  les  coordonnées  d'un  point,  on  peut  dire 
qu'une  courbe  intégrale  est,  en  général,  déterminée  quand  on 
connaît  le  point  oîi  elle  coupe  l'axe  des  ;/  et  le  coefficient  angu- 
laire y\  de  la  tangente  en  ce  point. 
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Au  lieu  des  constantes  arbitraires  ;j^  et  yl,  qui  figurent  diiiis 
l'intégrale  générale,  on  peut  évidemment  en  faire  figurer  d'autres 
C,  et  Cj,  en  remplaçant  y^  el  y'^  par  des  fonctions  de  deux  cons- 
tantes arbitraires  C,  et  C^  : 

^„=  i^  ;c,,  c,; ,     y',  .=  ■l'/C,, C,), 

ces  expressions  étant  assujetties  à  la  seule  condition  qne  l'on 
peut  choisir  C,  et  C^,  de  telle  façon  que  y^  et  y»  puissent  prendre 
des  valeurs  quelconques  données. 

L'intégrale  générale  (4)  devient  alors  une  fonction  de  .c  et  des 
deux  constantes  C.,  et  i'.,. 

j  =  =  ;r,c„c,;. 

Rp.MAKQi.n,  —  (11)  pourrait,  de  mfnie,  par  l'emploi  do  la  série 
de   Tavlor,  former  une  fonction 


!l=!h,-^ -f— ^.î/o- 


1         -'"^      1.2       -'^^  ■■■' 

qui  Ycrilie  l'équation  et  qui  soit  telle  que  cette  fonction  y  et  sa 
dérivée  y  prennents  pour  x  =  4Va,  des  valeurs  arbitraires  y^  et  i/J. 
On  calculera,  par  le  même  procédé  que  plus  haut,  les  valeurs  yj', 
jl'^" ,  ...  que  prennent  les  dérivées  successives  pour  a:  =  x^  et  on 
vérifiera,  de  même,  qu'elles  s'expriment  toutes  en  fonction 
de  y^  et  //J. 

Inléiiralcs  parlic'diiires  ;  intégrales  siitgii Hères.  —  Les  inté- 
grales particulières  sont  celles  qu'on  obtient  en  particularisant 
les  constantes  arbitraires  figurant  dans  l'intégrale  générale.  11 
peut  exister  d'autres  solutions  qu'on  appelle  singuUèi-es. 

314.  Exemples  d'intégrations  par  séries. 
1"  Soit  l'équation 


Supposons    la  fonctioii    inconnue  //   développée  en  série,  par  la 
formule  de  Mac-Lauriii  : 
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L'éfination  (;">;  dorivce,  par  l'apport  à  x,  un  nombre  quelconque 
de  fois,  donne 

.!/"  =  — y"  =  J, 

if^  •---  >f  ■■=  —  }): 


en    faisant  .t  =  0    dansées   relations,    on    voit  que    les   dérivées 
d'ordre  pair  sont,   pour  x  =  0,  alternativement,   égales  ii  — y„ 
et  -\-ij^,  les  dérivées  d'ordre  impair  ù  ij'„  et  — ^i. 
On  0  donc  : 

En  réunissant  les  termes  en  i/,,,  on  voit  que  le  coefficient  de  y^ 


'       L2     '     1 

.2.3.4 

c'est-ii-tlire  cos.r  ;  et,  en  réunissa 

Lit  lester 

leur  coefficient  est 

.%' 

.r' 

"  1.2.3   -^  1.2.3.4.2 

e'esl-à-diro  sin  x.  On  u  donc  l'iiitégriile  générale  de  l'équation  (5) 
sous  la  forme 

y  =;/„cos.t -+-//;  sin.r, 

avec  deux  constantes  arbitraires  !/„  et  i/^.  Il  est  facile  de  vérifier 
que  cette  fouclion  y  substituée  dans  l'équation  difi'érentielle  (5) 
rend  les  deux  membres  identiques,  quels  que  soient  y^  et  y'^. 

On  arrivera  au  même  résultat,  par  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés,  en  substituant,  dans  l'équation  différentielle,  une 
série  de  la  forme 


et  écrivant  ([ue  l'équation  est  identiquement  v 
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que  tous  les  coeflîcients  «,,...,  û,„...  s'expriment  à  l'aide  des  deux 
premiers  et  que  l'intégrale  générale  est 


(/(,  et  rtj  désignant  des  constantes  rirbitr;tii'cs. 
2°  Soit  Féquation 

(6)  ,,"-,,/-,,  .^0. 

Actuellement,  si  on  calcule,  de  proche  en  proche,  toutes  les 
valeurs  des  dérivées  jrj',  î/",...  correspondant  à  .f  =  0,  aucune 
de  ces  valeurs  n'est  infime.  On  est  donc  conduit  it  penser  que, 
dans  le  voisinage  de  ,r=:0,  l'intégrale  générale  est  développable 
par  la  ibrmule  de  Mac-Laurin,  en  une  série  de  la  Corme. 

>j  =a^  +  a^x  +  a,x'' -\~  ...  -'ra^x"  ^  ...  . 

Substituons  ce  développement  dans  l'équation  (6),  et  écrivons 
que,  après  la  substitution,  le  coefficient  de  x"  est  nul  ;  il  vient 

{n  +  2)(«  +  !)«„,,  -  na„  ~-  a„  =  0, 


Faisant,  successivement,  /(^=  1,2,3,  ,..,  on  voit  que  cette  rela- 
tion donne  tous  les  coefficients  d'indices  pairs,  en  l'onction  de  rt„  : 


cl  tous  les  coefficients  d'indices  impairs,  en  fonction  do  û^ 


=,  rcxp, 

■ession  de 

'J 

dev: 

ienl 

/;  = 

^..(.+- 

T 

-+ 

i 

H- 

„,(.,.+ ^ 

â~ 

+- 

lUi 
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Les  deux  séries,  entre  parenthèses,  sont  convergentes  pour 
toutes  les  viileurs  de  ^  :  ou  a  donc  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (G),  avec  deux  constantes  «„  et  a^.  On  peut  remarquer  que 

la  série  qui  multiplie  ff.„  esteT  ;  en  donnant  à  l'arbitraire  fl„  la 
valeur  1  et  à  a,  la  valeur  0,  on  voit  donc  que  l'équation   admel 

l'intégrale  particulière  'J's',  ce  qu'il  est  aisé  do  vérïiier. 

n.  —  CAS  DE  KÉDUCTION  AU 


375.  Cas  de  réduction  au  premier  ordre.  —  iXous  allons  in- 
diquer deux  cas  dans  lesquels  l'intégration  d'une  équation  diffé- 
rentielle du  deuxième  ordre  se  ramène  i»  l'intégration  d'une 
équation  du  premier  ordre,  suivie  d'une  quadrature.  On  peut 
alors  terminer  l'intégration,  toutes  les  fois  que  l'équation  diffé- 
rentielle dn  premier  ordre,  i»  laquelle  on  est  conduit,  rentre  dans 
un  des  types  intégrables  que  nous  avons  indiqués.  Ces  doux  cas 
types  sont  les  suivants  : 

1"  L'équation  ne  contient  pas  y  ; 
2"  L'équation  ne  contient  pas  ,r. 

376.  Premier  type.  L'éqaation  différentielle  ne  contient 
pas  //.  —  Soit  une  équation  différentielle  do  la  l'orme 

m  F  ;.«,/.  y)  =  0, 

où  manque  î/.  Dans  ce  cas,  on  prend  ooninie  l'ouction  inconnue// 
et  on  remarque  que 


Léqnation  s'écrit  alors 


II 


'hi'  \ 


Elle  est  da  premier  ordre  en  ij .  Sitpposûtis  qu'on  saclie  inté- 
grer celte  équation  et  soit 
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son    intégrale    gcnérale,   C   désignant  une   constante   arbitraire. 
D'après  la  signification  de  y,  on  pent  éerire 

On  a,  ainsi,  l'intégrale  gcnérale  de  l'éqnalion  (7),  avec  denx 
constantes  arbitraires  C  et  C 

lixEMPLE.  —  Soit  à  intégrer  l'équation 

Comme  <j  manque,    on  prend  y'  comme  inconnue  auxiliaire   : 
remplaçant  y"  par  —4~,  on   a  l'équation,  du  premier  ordre  en  y' 


ÈL—(JL 


quation  homogène.  Pour  l'intégrer,  on  fait  ; 


elle  devient 

3  =  +  3.> 


dj  ■ 


,  en  séparant  les  viii'i;tljles  j:  et  z 


3     j-  ;'— 3s  +  2 

Décomposons  la  fi'Lietion  rationnelle  dn  di 
fractions  simples  ;  noas  avons 

1      d.r   _      Js  II', 

?,      ,r     ~  :  — 2  ;  — 1  ' 

En  intégrant,  on  a  ; 

iilog,r-l„ge)  =  log(=^2)^log(=-l), 
1  ,       »        ,       î  — 2 
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;  ilésigiiaiit  une  coiistiiiitc.  On  tire  Je  lii  : 


^^iit  ^M, 


(11)  //=     /     .i--"^, ,U  +  ,'. 

J  (^)^^ 

On  a,  uinsij  l'intégrale  {fonérale  <ie  réqualioii  donnée,  avec 
deux  constuntes  arbitraires  c  et  c'. 

Il  est  facile  d'effecluer  la  qiiadriitnrc  qui  figure  dans  l'expres- 
sion (U)  dey  :  il  suffit  de  poser 


^-^'i^^ 


on    est    ainsi    ramoné  à  riutégcation   d'une    fraction    rationnelle 
en  u.  La  décomposition  en  fractions  simples  donue 

On  a  donc 
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(il,  en  revenant  îi  hi  variable  x  par  bi  formule 


-(~f]-->»«[(-f)'-^]^ 


4(-)^ 


Remarque.  —  Dans  certains  cas,  en  intégrant  l'équation  du 
premier  ordre  (8),  il  est  plus  commode  d'exprimer  x  en  fonction 
de  y'  et  de  mettre  l'intégrale  générale  de  cette  équation  sous  la 


(12) 


On  peut    alors    expri 


.-  =  «?',  c). 

!v    ij,    il   l'aille   de 


i  partant  de  la 


qui  doniif ,  en  tirant  r/,c  de  (12), 

oii  i'  désigne  la  dérivée  de  1  (/,  C)  par  rapport  ii  ij .  On  a  donc 
(13;  y=jy'-V{y',C)d,j'  +  C'. 

Les  équations  (12)  et  (13)  définissent  x  et  )/  en  fonction  de  y': 
l'élimination  de  y'  donnerait  l'intégrale  générale  de  l'équation, 
avec  les  deux  constantes  C  cl.  C . 

3T7.  Deuxième  type.  L'équation  ne  contient  pas  x.  —  Soit 
une  équation  diflercnîielle  du  deuxième   ordre  de  lu  forme  ; 


F  ;.?,?'.  ?")  =  <>■ 


ne  contenant  pas  x. 
ordre  entre  y  et  y'. 


\  une  équation  du  preni 
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8o3 

COTJli^ 

fl'.l.vjtl- 

,S£ 

11^ 
L', 

îiillît  de 

larqii 

y 

^-ient 

a  que 

„      '';;■ 

d.v 

'/' 
alors 

l'on  pciU  1 

(15) 

f(!/,  J 

'^'■f)^ 

^0 

équatiaii  du  premier  ordre  cnlre  //  el  ^'. 

Si  l'on  saii  intégrer  cette  cqiuilioii,  on  en  tir* 


tl.r   ' 


(16)  ._/•*,.  +  (;'. 

On  a  ainsi  l'intégriile  générale  de  l'éijnation  donnée  (14),  iivee 
deux  constantes  arbitraires  C  et  C. 

Remahque. —  Pratiquement,  il  peut  arriver  qu'il  soit  pins  coiii- 
niode  de  tirer  y,  en  fonction  de  y',  de  l'équation  (15)  ;  on  ti'ouve 
alors 

(1')  i/=«y',<;;- 

Dans  ce  eus,  on  exprime  luissi  x  en  lonetlon  île  [i' .  Pour  oeln, 
on  part  de  la  relation 

du 


•h 


y  Google 
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niplaçant  7/ par  son  expression  (17), 


(18) 

Les 
mées 
entre 


nlladéri 


H- 


.le  ']-  par  rapport  à  y'.  On  a  alors 


-  c. 


i    deux  expressions   {17;    et    (18)  donnent   .i;    et    //,    expri- 
en  fonction  de  la  variable  auxiliaire  y'.  L'élimination  de  y' . 
K  expressions,  donne  une  relation  entre  x,  y,  C  oX  C'  : 
l'intégrale  générale  de  l'écuiation  différentielle. 


Exemples.  Premier  exemple.  —  On  est  conduit  en  mécanique 
il  des  équations  de  ce  type,  quand  on  cherche  le  mouvement 
rectiligne  d'un  point  sollicité  par  une  force,  dont  l'intensité 
dépend  seulement  de  la  position  et  de  sa  vilesse  du  point. 


rig.  ...M, 

En  effet,  considéi'ons  un  point  M  de  masse  j 
un  axe  Ox  (fig.  205),  sous  l'action  d'une  force 

est  fonction  de  l'abscisse  .r  du  point  et  de  sa 


X. 


-f{. 


dj,  ^ 


(,qui  se  meut  sur 
X,  dont  la  valeur 

w 


r-fi-^^y 


di- 


équiition  dilïerentielle  du  deuxième 
la  variable  indépendante  t.  D'aprî 
ramène  cette  équation  au  premiei 
inconnue  auxiliaire  la  dérivée 


irdre,  dans  laquelle  manque 
4  la  méthode  générale,  on 
ordre,    en    prenant    comme 
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d'j:  de  d\>     (/x  th' 

dû  (//  d.ii     dl    ~~  d.v     ' 

et  l'équation  s'écrit 

équation  d»  premier  ordre,  définissant  v  en  ['onction  de  x. 

On   peut  remarquer    qu'en  chassant    le  dénominateur  rf.r,  un 
peut  écrire  l'équation  sous  1;»  l'orme 

qui  est  la  relation  Cournie  par  le  théorème  des  l'orees  vives. 

Une  fois  c  trouvé,  eu  l'onetion  de  ,t ,  par  l'intégratiou  de  cette 
équation. 


^(.,(:) 


On  a,  ainsi,  l'équation  du  mouvement,  avec  deux  constantes  arbi- 
traires, qu'on  détermine  quand  on  connaît  à  l'instant  initial  1-.=^/^. 
la  position  initiale  x^^  et  la  vitesse  initiale  ('„  du  mobile. 

Deuxième  exemple.  Courbe  èlaslûjue  jdane.  —  Cherchons  une 
courbe  plane  dans  laquelle  la  courbure,  en  chaque  point,  varie 
proportionnellement  à  l'ordonnée  de  ce  point.  Cette  courbe  est 
la  figure  d'équilibre  d'une  lame  élastique,  dont  la  fibre  moyenne 
est  rectiligne  à  l'état  naturel  et  que  l'on  courbe  en  Taisant  agir 
sur  les  deux  extrémités  des  forces  et  des  couples. 

Le  rayon  de  courbure,  en  un  point  de  !a  courbe,  étant  R,  on 
doll  avoir 

J_       JL 
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a   désignant  une   coustanlc.  Remplaç;iiit  R  par  son  expression, 
on  a  l'éijuation  du  deuxième  ordre 


laquelle  manque  la  variable  indépendante  j 
nplaçons  alors  y   p.,- -^=^  _  ,  ,]  viei 


'• 

~^ô} 

Vi  +  y" 

On 

L  lire  de  1 

à,  en 

résolvant  pai 

■ rappo 

rth^, 

v^-li--'^)' 


Remplaçant  ij'  par  —j^  et  résolvant  par  rapport  à  dx,  on  a, 
après  intégryLion, 

r     -&+'■■ 

•^    v/'-(-T&  +  '-)" 

Telle  est  l'étpiation  de  la  courbe.  La  valeur  de  la  constante  C 
n'influe  pas  sur  la  forme  de  la  courbe,  car  cette  constante  vient 
simplement  s'ajouter  à  x;  quand  C  varie,  la  courbe  se  transporte 
parallèlement  à  O.r.  La  constante  C  influe,  au  contraire,  sur  la 
l'orme  de  la  courbe  :  si  C^  est  supérieur  à  1,  la  courbe  ne  peut 
pas  couper  l'axe  Ox,  car,  dans  ce  cas,  pour  y=0,  y'  est  imagi- 
naire ;  si  C^  est  inférieur  à  i,  la  courbe  coupe  l'axe  Ox  et,  aux 
points  d'intersection,  elle  présente  des  inflexions,  car,  y  étant 
nul,  //"l'est  aussi,  en  vertu  de  l'équation  différentielle. 
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L'intcgriile  figuriiiit  dans  l'équation  (19)  ne  peut  pas  ^tio  calcu- 
lée exactement  par  les  méthodes  clcmcntaires  :  on  la  calculera 
par  les  méthodes  d'approximation. 


III,    —    ÉaUATIONS    DOBDRE    QUELCONQUE 

378-  Intégrale  générale.  —  Soit  une  équation  tliiféreiitielle 

d'ordre».  On  démontre,  par  une  méthode  analytique  analogue  à 
celle  que  nous  avons  suivie  pour  les  deux  premiers  ordres,  que 
cette  équation  admet  toujours  une  solution  y  fonction  de  x  et 
de  II  constantes  arhitraires  : 

(21)  ;,  =  çtr,C„C„...,CJ. 

Ces  constantes  doivent  pouvoir  être  déterminées  de  telle  façon 
que,  pour  une  valeur  particulière  de  la  variable  x,  0  par  exemple, 
la  fonction  y  et  ses  [n  —  V)  premières  dérivées,  par  rapport  à  x. 
prennent  des  valeurs  arbitrairement  choisies. 

Cette  solution  (21)  s'appelle  Yiniégrale  générale  de  l'iiqua- 
tion. 

En  donnant  à  certaines  constantes  des  valeurs  numériques,  dans 
l'expression  (21),  on  obtient  des  solutions  ou  intégrales particii- 
Uères. 

L'équation  différentielle  peut  admettre  quelquefois  d'autres 
solutions  que  l'intégrale  générale  et  les  intégrales  particulières  : 
ces  solutions,  quand  elles  existent,  s'appellent,  comme  pour  le 
premier  ordre,  intégrales  singulières. 

379.  Type  d'équation  réductible  au  premier  ordre.  —  Une 
équation  d'ordre  /*  est  réductible  au  premier  ordre,  quand  elle 
ne  contient  ni  la  fonction  inconnue,  ni  ses  dérivées  d'ordre 
1,  2,  ..,,  (« —  2),  En  effet,  l'équation  est  alors  de  la  forme  ; 
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on  la  ramène  à  la  lorme 

équation  du  premier  ordre.  CeUc  équation  étant  intégrée,  a  poi 
intégrale  générale 


l'our  avoir  i/,  on  est  ensuite  ramené  ii  trouvez'  mie  l'onetion  // 
telle  que 

d"-\</   _ 


e  qui  se  fera  en  intégrant,  successivemeat  (n — 1)  lois  par  rapport 
X  et  ajoutant,  chaque  fois,  une  constante  arbitraire. 


KxEMi'LE.  —  Soit  à  intégrer  l'équation  : 
(22)  ,4i_3ii_y.  =  0. 


l'équation  devient 

équation  linéaire  en  i-.  Pour  l'intégrer,  l'aisor 


et  déterminons  n  de  façon  l\  faire  disparaître  les  termes  en  z,    il 


y  Google 


i^  COURS  D'AXALFSE 

Lii  première  de  ces  6c[uatîons  est  satisfaite  pai 


La  deuxième  donne  aloi 


Pour  détei'inlnei'  y  en.  lonctîoii  de  x,  revenons  u  l'équation 


d\  _ 


Multiplions  par  dx  et  intég 


Multiplions  par  dx  et  intégrons  : 

Enfin,  multiplions  par  dx  et  intégrons,  nous  avons  l'î 
générale  de  l'étjuation  (22)  : 

(23)  J  =  ^  +  C^  +  C,^  +  C,.-  +  C„ 

avec  quatre  constantes  arbitraii'es  C,  C,,  Cj,  C.. 
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CHAPITRE  XXI 

l'QUATIOXS    DlKrÉREXTI]' LT.ES   LINÉAIRES 


I.        aÉNÉRALITÉs 

380-  Équations  linéaires  d'ordre  n.  —  Une  oquatlon  diffé- 
rentielle d'ordre  n  est  dite  linéaii-c,  quand  elle  est  linéaire,  par 
rapport  à  la  fonction  inconnue  et  ii  ses  dérivées.  Une  équation 
linéaire  est  donc  de  la  forme  : 


'l"  '//     I  ,   „         'hj 


oit  «„,  «j, ...,  i»„_.|;  rt„,  X,  sont  des  fonctions  de  ^.  Le  terme  X  s'ap- 
pelle le  second  membre  de  l'équation.  Quand  le  second  membre 
est  nul,  on  dit  que  l'équation  est  sans  second  membre;  on  dit 
aussi,  dans  ce  cas,  que  l'équation  est  linéaire  et  homogène  par  rap- 
port à  la  fonction  inconnue  et  à  ses  dérivées. 

L'étude  des  équations  linéaires  a  une  grande  importance  pour 
les  applications  à  la  physique  et  à  la  mécanique. 

384.   Théorèmes  généraux.  —  Posons,  pour  abréger, 

L'équation  s'écrit  alors 

Voici  quelques  propriétés  qui  résultent  immédiatement  de  lit 
forme  linéaire  de  a  (y). 
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Théorème  I.  - —  Soit  y,  une  fonction  quelconque  de  x,  C,    une 
constante,  on  «,  ideiiliquement, 

?(%)  =  (>?(>/)■ 

En  effet 

expression  ([iii  est  évîcledimeiit  identique  à  Q'3(tJ). 

Théorème  II.  —  Soient  n  et  v  deux  fonctions  quelconques  de  .r, 

on  a 


En  effet, 

>(„  +  ,.)_».^ 

■■["  +  ')    1 

<f-'(,,+ 

^+...  +  a,.{. 

rf.."      + 

"'         dx'-' 

Comme  la  dériv. 

oc  d'une  so, 

inme  est  la  s 

ommo  des  déii. 

■s  termes,  on  a 

•f!«  +  i' 

■)-«.^ 

+  ■■■  +  "„" 

c'est-à-dire  ^  [n]  +  ?{<'). 

En  général,  quel  que  soitle  nombre  des  fondions  u^,u^,u^,...,u^„ 

■?(".  +  «,+.■•+  ",)  -  î  {■',) + ?  î".) +••■  +  ?(",)■ 

Théorème  III.  —  Soient  y  ^,  y  ^,...,  y^,  des  fonctions  de  a-,  C^,  C^,..., 
C.j,  (/es  constantes,  on  a  identiquement  : 

Ce  théorème  se  vérifie  iniinéJîateaient  :  ii  est  une  conséquence 
des  deux  précédents.  On  a,  en  effet,  d'après  le  théorème  II, 

?  (C,y,  +  (:,>,,  +  ...  +  c,jj  =  ?  (C.ï,)  +  f  (c,;,,)  +  ...+  j  (C,.5,) , 
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mais,  d'après  le  théorème  I, 

?(C,J,)  =  C,.f(y,).     î(C,J,)=C,?(y,),..., 
et  îe  théorème,  ijuc  nous  avons  en  vue,  est  démontré. 


II.     -   ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES    LINÉAIRES 

SANS  DEUXIÈME    MEMBRE 

382-  Théorèmes  généraux.  Forme  de  l'intégrale  générale.- — 
Une  équation  différentielle  linéaire  sans  deuxième  membre 

s'écrit  avec  \n  notation  précédente 

Théorème  I.  —  Soient  y,,  y,, ...,  i/^  des  solutions  de  celle  équa- 
tion, c  est-à-dire  des  fonctions  de  x,  telles  que 

la  fonction 

oit  C[,  Cjv!  C^  *<*«;  des  constantes  quelconques,  est  encore  une 
solution. 

On  a,  en  effet, 

•f  (c.f/,  +  cjj, + , . . + c^;!  —  c,-?  (//,)  +  c /?  (,!/,)  + . . .  +  c,,=?  [>/;, , 

c'est-à-dire 

ce  qui  démontre  le  théorème 

383.  Remauque.  Soiud'ons  distinctes.  Fonctions  linéairement 
indépendantes.  —  Soit  y,,  une  solution  de  l'équation  ;  une 
deuxième  solution  y^  est  dite  distincte  de  !/,,  si  elle  n'est  pas  de 
la  forme  Aj/,,  où  A  est  une  constante  déterminée.   Si   les   deux 
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solutions  y^  et  y.^  sont  distinctes,  une  troisièniu  solution  y^  est. 
diio  distincte  des  deux  premières,  si  elle  n'est  pas  de  la  lormû  : 

^dU  +  '^■^- 
k^.etk^  étant  des  constantes.  Si  les  trois  solutions  i/,,  y^,y^  sont 
distinctes,  une  quatrième  y^  est  dite  distincte  de  ces  trois,  quand 
elle  n'est  pas  de  la  forme  : 

^■,,'/, +%.  +  '''■.;/«. 

^1)  ^si  ^3  étant  des  constantes. 
En  général,  p  solutions 

sont  dites  distinctes,  quand  la  deuxième  y^  est  distincte  de  la 
première,  la  troisième  y^  des  deux  premières,  la  quatrième  y^  des 
trois  premières,  etc. 

On  dit  ausssi,  pour  exprimer  le  même  fait,  que  les  p  solutions 
sont  linéairement  indépendantes. 

Ainsi  les   solutions 


sont  distinctes  ou  linéairement  indépendantes  ;  il  est  impossible 
de  trouver  des  constantes  numériques,  telles  que  l'on  ait  iden- 
tiquement : 

sln'.r  =^ké',      ou     c.oi'^x=^h^e'  +  ^^siii^j;'. 
Les  solutions 

y,  =  cos  2,r,  y,  =  cos-.r,yj  =  siii-^, 

ne  sont  pas  distinctes  :  la  deuxième  est  distincte  de  la  première, 
mais  la  troisième,  pouvant  s'exprimer  en  fonction  linéaire  et 
homogène  des  deux  premières,  avec  des  coefllcients  constants, 


n'est  pas  distincte  des  deux  première! 
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384.  Théorème  II.  hilégrah  gèm-rals.  —  Si  l'on  a  trouvé  n 
■wl/itio/is  dîstinr/es 

.'/. -.'/-■-■:,'/„■ 

dr  rèijiialion  i/i/fêi-enlielle,  celCe  équation  admet  l'intégrale 
(2;  î/  =  C,,v,  +  Q/,+  ...  +  C„;/„, 

(jiii  est  l'intégrale  générale. 

En  effet,  cette  intégrale  contient  n  constantes  arbitraires 
Cj,  Cj,  ...,C,„que  l'on  peut  déterminer  par  la  condition  que, pour 
une  valeur  particulière  x^  de  x,  la  fonction  (2)  et  ses  (h—  1)  pre- 
mières dérivées  prennent  des  valeurs  arbitrairement  choisies,  ce 
qui  caractérise  l'intégrale  générale  (X°  378). 

Si  les  solutions  i/^,  i/^,...,  y„  n'étaient  pas  distinctes,  l'expres- 
sion (2)  ne  contiendrait  qu'en  apparence  n  constantes  :  par 
exemple,  supposons  que  î/„ne  soit  pas  distincte  de  l/,,i/3,---,!/n-i  > 
il  existerait  alors  des  constantes  numériques  k^,  /<^,...  ,A„_,,  telles 
que  : 

et  l'expression  (2)  deviendriiit 

y=(C,  +  *,C,;j,  +  {C,  +  /,-,C.i;/,  +  ..,  +  ;C„_,  +  t„_,C.)j„.,, 

cxpicssiitn  dp  la  forme 

;/  =D,S,  +  U,5>  +  ■■  •  +  O.-  ,>/.-.„ 

contenant  aeulciiU'nl  n  —  l  constantes  arbitraires. 

On  démontre,  mais  nous  n'insisterons  pas  sur  cette  démons- 
tration, qu'une  équation  différentielle  linéaire  n'a  pas  d'intégrale 
singulière  ;  toutes  les  solutions  possibles  de  l'équation  sont  don- 
nées par  l'intégrale  générale  (2). 

385-  Abaissement  de  l'ordre  de  l'équation,  quand  une  solu- 
tion est  connue.  —  De  même  que  l'on  peut  abaisser  le  degré 
d'une  équation  algébrique,  quand  on  en  connaît  une  racine,  de 
mi^me,  on    peut   abaisser   l'ordre   d'une   équation    différentielle 
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membre,  quand  on  en  connail  une  solution. 
Soit,  par  exemple,  l'équation  du  troisième  ordre  : 

■   '  d:r  dx^  d.v 

Soil  u  une  lonction  de  x,  supposée  connue  et  vcriliunt  l'ccjua- 
tion,  c'est-à-dire  telle  que  ; 

dhi      ,  dh,      ,  au     , 


\'  . 

"  ih:"            '  dx-    "^    '  dx   ^    "' 

Faisons  i 

dors  le  ciiaiigeiiieiit  de  fonction 

,-.«Y, 

V  Olaiit  la 

tioiivello  Touction  ioeonnue  ;  il  vient 

iPy            d'Y           dl    du            d'à 

^ 

<i'Y           d'Y   du           ,tY    d'u 
"  rfx'  +■'  dx'    dx  +^  dx    dx'    ^ 

Si  l'on  s 

ubstitue  dans  l'équation  (3),  on  voit  qu 

le  se  trans- 

Torme  en  uue  équation  linéaire  en  Y,  dans  laquelle  le  coeflicient 
do  Y  est  le  premier  membre  de  (4),  c'est-à-dire  0. 

On  a  donc,  pour  déterminer  Y,  une  équation  de  la  forme 

d'Y        ,     d''\'         ,     d\         - 
'     dx'  '  dx''  '    dx 

Kn  prenant  alors  pour  inconnue 

du  deiixii'iHii  ordre 

A  J'  ^  0 


■      dx'    ^    '  Jx 
J.e  Lhéorème  est  donc,  démontré. 
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On  voit  comment  y  s'exprime  en  fonction  tle  V  :  lu  relation  (.')) 
puis,  comme  on  a  pose  i/^iiY,  on  a 

Donc,  si  on  sait  Intégrer  l'équation  tlu  deuxième  ordre  (6),  on 
en  déduira  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée  (3)  pai' 
wne  quadrature. 

Inversement,  Y'  s'exprime  en  fonctîoit  de  y  par  lu  Ibrmule  : 

qui  montre  que  la  connaissance  d'une  solution  de  ]'é([Viation  on  1/ 
entraine  la  connaissance  d'une  solution  de  l'équation  en  Y'. 

Si,  outre  la  solution  y=^=u,  on  connaît  une  autre  solution  y=^y^ 
de  l'équation  proposée,  on  en  déduit  une  solution 

1_ 

de  l'équation  (6).  On  peut  alors,  par  le   même  procédé,  abaisser 
encore  d'une  unité  l'ordre  de  l'équation  enY';  et  ainsi  de  suite. 
Exemple,  —  \ovis  avons  trouvé  (N"  37'^^  que  l'équation 

•   '  d.v-  d.i         ■^ 

admet  la  solution 


•'(^) 


Supposons   qu'on  ait  constaté  ce   (ait,    on   peut   alors 
l'ordre  d'une  unité,  en  posant 

,,=..TY, 

ii  =  .îiI  +  „-fY 
Jx  dx  + 

d.r-  d:c^  dx  '  ' 
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Siibstllurttit  tliins  Tcquatioii  tlonnôc,  mi  voit  que  le  cueUicieut 
de  Y  est  nul  et  on  ;i  l'équation 

qu'on  réduit  au  premier  ordre  en  (aisant 
.A' 


Ou  est  donc  ramené,  iiprès  snpjuessiou  du  iLicteiir  y  -  ,  ii  i 
grer  l'équation  du  premier  ordre 


On  en  lire 

''■'^''    -  _  ,. 

On  en  déduit 
C;,  étant  une  nouvelle  eunsiiuite  el,  par  suite, 

Telle  est  l'intégrule  géiu'iale  de  l'équation  (7). 

III.    —    ÉQUATIONS  A  COEFFICIENTS    CONSTANTS 
SANS  DEUXIÈME  MEMBRE 

386    Méthode  générale.  —  Oinsidérons  nne  éqnation 
OÙ  les  eoeilicicnts  «,,  «j,...,  <-/„sont  des  oojistiuiles.  Cette  équation 
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peut  toujours  être  intégrée,  par  la  méthode  suivante.  On  cherche 
d'aborcl  des  solutions  particulières  de  la  foniic 


/■  désignant  une  constante.  On  a 

/fy    ,,^       d-y  __   3  ,,^.  d"t/  ^^  ,.^ 

dx  '      dx^  ''"'   dx" 

Donc,  en  substituant  dans  le  premier  membre  de  l'équallon, 

Le  résultat  de  la  substitution  est  donc  égal  à  e'''^,  multiplié  par 
un  polynôme  de  degré  «  en  r,  que  nous  appellerons  |  (/■)  : 

D'où,  sous  l'orme  abrogée, 

Pour  que  e'"-'  soit  une  solution  de  Téquation  dill'érentielle,  il 
l'aut  et  il  suffit  que  ^  (e™)  soit  nul,  c'est-à-dire  que  /■  soit  une 
racine  du  polynôme  i^(;-).Le  polynôme  ■}'(/■)  a,  en  général,  n  racines 
distinctes  i\,  r^, . . . ,  r„.  A  chaque  racine,  correspond  une  solu- 
tion e"  de  l'équation  :  on  a  ainsi  les  u  solutions  particulières 

i/i  =  e'-%  V;  =  e'''%-  -  ■  ;/n  =  eV, 
d'où  on  déduit  l'intégrale  générale 

,j  =  C,ev+  C,eV+  ...  +  C,fiV, 
iivec«  constantes  arbitraires  C,,  C^,-.-,  C„, 

38T.  liixEMi'LEs.  Preminr  exemple.  —  Soit  à  intégrer  l'équation 
liu  deuxième  ordre  : 


-4,_0; 
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cette  équation  est  linéaire,  à  coefficients  constants  sans  deuxième 
membre  :  essayons  de  la  vérifier  à  l'aide  de  la  fonction 

d'où 

dx  '     <ix' 

On  a  donc,  en  sul)stîtuiiut, 

dans  cet  exemple,  le  polynôme  4'('')  est  y^ — 4. 

Pour  que  l'équation  différentielle  soit  vérifiée  par  e''',  il  fiiut  et 
il  suiïlf  que  l'on  ait 

,.^'Z     ou     j'  =  — 2. 
On  a  ainsi  les  deux  solutions 

d'où  on  déduit  l'intégrale  géiiéiale 

avec  deux  constantes  arbitraires.  On  peut  déterminer  ces  cons- 
tantes de  telle  façon  que,  pour  x  =  x^,  la  fonction  y  (8)  et  sa 
dérivée  —^  prennent  des  valeurs  données  à  l'avance  :  c'est  ce 
([u'il  est  aisé  de  vérifier. 

Dcii.vii'me  exemple.  —  Soit  l'équation 


y  =  e", 
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On  a  donc  les  deux  solutions 

y  v=- «''''•    .'A  =  <■""'■% 

d'où  rinlégralc  giinéiale 

s;  j  =  (;/"+ (;,„-', 

iivcc  deux  constantes  arbitraires  C,  et  C^.  Cette  Tornie  de  l'inté- 
grale générale  est  compliquée  d'imaginaires  ;  on  les  fera  dispa- 
raître en  prenant,  pour  C,  et  C,,  des  constantes  arbitraires  imagi- 
naires conjuguéex.  En  effet,   d'après  l'identité  d'Euler  (N°  108). 


d'où,  en  remplaçant  dans  (0), 

j,  =  (C,  +  C,)  cos  2.V  +  i  (C,  —  C J  sin  2j;  ; 

on  prend    alors  C,  et  C^  de  telle  façon  que  les  coeflicïents   de 
»'os  2x  et  sin  2x  soient  des  constantes  arbitraires  réelles  A  et  B 

C,  +  C/=A,     i(C,  — CJ=B, 

et  l'cxpi'ession  de  l'intégrale  générale  devient 

.V-^Acos2,.  +  BslH2,r, 

avec  deux  constantes  A  et  B, 

■  \h,uH  la  tliéoiie  du  gal- 


Troisième  exemple.  Galcanomèlre. 
vanomètre,  on  rencontre  l'équation 


dt- 


+  2.ii+?..0. 


où  a  et  p  sont  des  constantes  réelles,  6  un  angle  inconnu,  I  la 
variable  indépendante.  Cette  équation  est  linéaire,  à  coefTicients 
constants,  sans  deuxième  membre.  Si  nous  essayons  de  la  vérifier 
en  prenant 
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nous  obtenons  la  conelition 

cette  équation  a  pour  v:ictnos 

et  l'intégrale  générale  est 

(10)  S^C.e'V  +  C.e"''. 

Discussion.  — Quand  a^  —  ?^>0)  i\  et  i\  sont  réels,  l'intégrale 
générale  se  présente  sous  forme  réelle. 

Quand  a^ —  fJ^  est  négatif,  i\  et  r.^  sont  îiiiagiiianTs  :  pour  l'aire 
disparaître  les  imaginaires,  posons 


6  =  e-"'(C,e'V  +  ae-V). 

Remplaçant  e'"'  et  «"'■'  par  <:<iS-;l-\-i  sinv/  et  cosy'- — '  siu 
on  a  : 

Q  =  e  -'  [;C,  +  C,)  cos  vi  +  i  {i\  -  CJ  sin  -J], 

et,  eu  preiiiuit  pour  Cj  et  C^  des  eoustiUites  im;iginnires    cou 
guées,  on  a,  finalement, 

6  =  c-''(Aco»Y(  +  Bsin--0- 

Quatrième  exemple.  —  Soit  eiilîo  réfjuation  tlilTérentielle  : 


Faisant 


,■■  _  S  ==  0, 
équation  qui  a  pour  racines 


■,  =  — l  +  iV3,      r,  =  — 1  — i>'3. 


y  Google 


ÉQUATIONS  LINEAIRES  A    COEFFICIENTS    COIiSTANTS     Sa; 

L'éqnatioû  différentielle  admet  doocles  trois  solutions  : 

d'où  rinlégi'iilc  générale 

Si  l'on  vent  faire  tlisparuitve  les  imaginiiires,  on  se  sert  des 
ide  utiles 

e''V»  =:cos  X  v/3"+  (■  siii  j-  v/3, 
^-ii-V3  a=cosxv^3 — -/sin,rv'3. 
L'inlégrale  générale  prend  alors  lu  forme  : 

,j  =  C,e^  +  e-"  (A  cos  j:  v'J  +  B  sin  x  v'^j', 
avec  trois  constantes  arbitraires  A,  B,  C^. 

388.  Cas  où  le  polynôme  ')- (/■)  a  des  racines  multiples.  — 
Kn  appelant  i\,  '■.,,.-.,  ''„,  les  n  racines  du  polvnome  '[  (/■),  nous 
avons  obtenu  les  n  solutions 


avec  lesquelles  nous  avons  constrnit  l'inlégrale  générale  doTéquii- 
tion  dilïerentielle. 

Si  l'équation  '}i(7')i=0  admet  des  racines  égaies,  les«  solutions 
ci-dessus  ne  sont  plus  distinctes  :  par  exemple,  si  /■^  =  y^,  la 
deuxième  solution  est  identique  à  la  première. 

Dans  ce  cas,  on  ne  peut  donc  plus  appliquer  la  méthode  pré- 
cédente, pour  former  l'intégrale  générale.  Mais  nous  allons  mon- 
trer comment  on  peut  encore,  dans  ce  cas,  obtenir  n  solutions 
distinctes. 

Pour  cela,  nous  démontrerons  le  théorème  suivant  : 

Si  r\  est  une  racine  double  de  ({'{/■),  férjuaiion  différeniiellc 
admet  les  deux  solutions  e''"  et  .v  e''<'; 

Si  i\  est  une  racine  triple  de  ^  (/")  l'équation  différentielle 
admet  les  trois  solutions  e'''",  se'^'' ,  x-e'''" ;  et  ainsi  de  suite. 

Si  /-,  est  racine  d'ordre  p  de  +{'"),  l'équation  différentielle 
admet  les  p  solutions  e''^",  xe''''^.  x^e^'" x''~'  e''<''\ 
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Lu  démonstration  de  ce  théorème  se  déduit  de  la  remartjue 
suiviuite.  Soit  c  une  fonction  de  a:  et  d'une  uutre  variable  r:  en 
substituant  c  dans  le  premier  membre  s  {ij)  de  l'équation  diffé- 
rentielle, on  a  un  certain  résultat 

si,   ensuite,  on  substitue,    dans  le  premier  membre  de  la  môme 
équation  la  fonction ,  on  a 

■[itr)  •        £,-        ^'        ,h'-'       ^     -^    •{ir/ 

Ces  deux  expressions  montrent  que 

(")  .(^)-^¥^- 

En  efiet,  comme  on  peut  intervertir  l'ordre  des  dérivées  par- 
tielles, on  peut  écrire 

_  ;)  ]-    (/"f  d"-\>  "I 

"~  *)/■   L  "  dx"  '  d.x"-''         '"  "  ]' 

ce  qui  démontre  l'identité  (11),  ICn  appliquant  deux  fols  de  suite 
cette  même  identité,  on  a 


et,  en  géncraî 


Voici  maintenant  l'appiicallon  de  celte  remuique  au  problème 
|ui  nous  occupe.  Pr* 
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On  H,  quels  <[ue  soient  .c  et  /■,  les  iJentîlés 


oiilfi  dernier  terjne  de  chaque  ligne  eslhi  dérivée,  par  rapport  îi  r, 
du  dernier  terme  Je  la  ligne  préeédeute. 

Supposons  que  i\  soit  une  l'iicine  double  de  iJj  (/■)  ,  on  a 

[.os  denx  premières  des  identités  (12),  on  ou  reniplaee  rpnr/',, 
montrent  qu'alors 

Féquatiou  admet  donc  bien  les  deux  solutions  e''''',xe'''^. 

Supposons  que  i\  soit  racine  triple,  c'est-ii-dire  nnuule  4"  (''}  ^t 
ses  deux  premières  dérivées 

i(r,)^o,    .y(r,)  =  o,    •:'■■(;■.}  ^0. 

I.os  trois  premières  identités  (12),  oi'i  on  remplace  r  par  ;■,, 
montrent  qu'alors 

l'équallon  admet  doue  bien  les  trois  sohitions  t'''" ,  xe'"'' ,  x-e'''-'.  Et 
ainsi  de  suite 

En  résumé,  chaque  racine  de  ■]>  (/■)  donne  un  nombre  de  solu- 
tions disllnetes,  égal  \\  son  degré  de  multiplicité  ;  on  aura  donc, 
dans  tous  les  cas,  ii  solutions  distinctes  y,.  ;fs,---^  l/,„  avec  Ics- 
({uelles  on  formera  l'intégrale  générale  par  la  formule 
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389.  Exemples.  — /'?'(7«(7'er  exemple:  équation  du gal<,>anoinètre. 
- —  Reprenons  l'équation 

(-)         5-     ... 

fiiisaiit  ^^=e'''  on  a  ici 

JN'ous  avons  supposé,  antérieurement,  les  t!eu.\  racines  de  if;-) 
distinctes:  supposons  maintenant  qu'on  ait  '^J^^ar;  alors 'J' (/■}  a 
une  racine  double 


cas,  l'équation  admet  donc  les  deux  solutioui 


et  l'intégrale  générale  est 

(14)  8=rC,e-"+C/e"°'. 

REJiAiiQrE.  —  C'est  d'ailleurs  un  résultai,  que  l'on  pourrait 
déduire  par  continuité  du  cas  général,  eu  supposant  que  les  deux 
racines,  i\  et  î'j,  d'abord  distinctes,  tendent  l'une  vers  l'autre. 
Ainsi,  en  posant  P*  — a*  ^  y^  nous  avons  trouvé  (N"  387)  pour 
intégrale  générale  de  l'équation  (13) 

9  -.=  g-"'  (A  COSYÏ  +  BsinV;}, 

oii  A  et  B  sont  des  constantes    arbitraires  :  nous  pouvons  rem- 

C 
placer  B  par  — ,  C  étant  une  constante  arbitraire;  nous  mettrons 

donc  rintégrale  générale  sous  la  forme  : 

6  =.  e-'"(^Aco5-v-i  +  C  ^"'J'  \  , 
A  et  C  étant  deux  constantes  arbitraires.  Pour  rendre  les  racines 
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égales,  il  suffît  tle  l'aire  tendre  ■■  vers  zéro:  alors ^ — —'—  tend  vers  ! 

.  .  T 

et  l'intégrale  devient 

Q=:e-'"(A+C('); 

c'est  bien  la  l'orme  {i4J,  que  nous  avons  obtenue  par  i'iippltcalion 
(les  règles  générales. 

Deuxième  exemple.  —  Soit  l'écpiation 


e-(,.'  — 3/'^  +  3/-— 1)  =  0. 

Le   polynôme  'l{i-)  est  donc    ici  [r  —  1)^    :   il  admet   la    racine 
triple  r  =  1.  Il  ou  résulte  les  trois  solutions 


et  l'intégrale   générale 

(/  =  C,e^4-  C,.re''  +  i\x-e\ 
Troisième  exemple.  —  Soit  l'équation 

Faisant  y  =  e''',  on  est  conduit  à  l'équation 


qui  admet  r=  i  comme  racine  double  et  /■  =  —  (  comme  racine 
double.  Il  en  résulte  les  quatre  solutions 
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et  l'intégrale  générale 

y  =  c,e"'+  C^j-b'-^H-  C,e-''+  C,.re-'', 

Pour  raire  «lispiiraîtrc  les  imaginaires,  on  fera  : 


on  remplacera  <.\    et  Cj  par  deux  constantes  imaginaires  e<injii- 
guccs,  C^  et  Cj  également,  et  on  aura  l'intégrale  générale 

//  =  Aeosa^+D  sin.r  +  .r;A,  cosx  +  B,  siuj). 


IV.    -     ÉQUATIONS  LINÉAIRES   AVEC    DEUXIÈME  MEMBRE, 
EXEMPLES 

390-  Théorème,  —  Soi/,  une  L-ijiialion  'U(J'èi'eiiliflle  liniaire  avei 
deuxième  membre 

on,  soi'f  forme  uhrègée, 

(15)  ?(*)=>;; 

si  l'on  connaît  une  intégrale  particulière  de  cette  èqiictlion,  on.  peu 
ramener  son  intégration  à  l' intégration  de  la  même  équation  suri, 
second  membre. 

En  effet,  supposons  qu'on  connaisse  une  fonction  particulière  i 
vérifiant  l'équation,  c'csl-ii-dire  telle  que 

=  („)  =  X, 

prenons  uoo  nouvelle  [ouetioii  iueoiiuue  Y  liée  li  //  par  la  relatloi 

(16)  ;;  =  v+„. 
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L'équiltîoii  (15)  devient 

.j(Y  +  »)=Xi 
or 

=  (Y  +  „;  =  ,(Y)  +  =  («); 

on  a  donc  l'équation  : 

=  (Y)+,(„}  =  X, 
et  comme  par  hypothèse  s  ((()  =  X,  il  reste 

(17)  =IY)=0. 

La  l'onction  Y  salisl'ait  donc  ii  hi  même  éiiuation  saiix  second 
membre.  Sî  l'on  sait  intégrer  cette  équation  (17),  on  troiivoia, 
pour  son  intégrale  générale,  une  expression  tle  la  foi'me 

Y  =  C,Y,  +  C,Y,+  ...4-C„Y„. 

lui  revenant  à  la  l'oiietion  (/  par  la  formule  )/-■=-.  Y +  w,  ou  a 
alors,  pour  l'intégi-alc  générale  de  réquatlon  donnée  (15) 

,/  =  C,Y.H-CJ,+  ...  +  {:,.Y„+/,, 

avec  n  constantes  arbitraires  (',,,  C^,  ..,.,  C„. 

l'^XEMi'LE.  —  Soit  l'équation 

(18)  S^+»=«- 
on  vérifie  immédiatement  que  la  fonction 

_J_   ^ 

est  une  solution  de  léquation.  Faisant  alors 

on  obtient,  pour  déterminer  Y,  l'équation  sans  deuxième  membre 
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dont  rintégrale  générale  est 

Y  =^  C^  cos  :c  -\-  Cj  sin  x. 
I/iiitogfale  généiiile  Je  l'équatioTi  proposée  (18)  est  donc 
y  =  r.,cosj+C,5i„,r  +  i6.'. 

391.  Cas  particulier  des  équations  à  coefûcients  constants. 

—  Quand  les  coclficicnts  sont  constiints,  on  pent  trouver  facile- 
ment une  solution  particnlière  de  l'équution,  avec  un  deuxième 
membre  X,  lorsque  ce  deuxième  membre  est  un  polynôme  par 
rapport  ii  la  variable  indépendante  3^,  augmenté  d'une  somme 
d'exponentielles  linéaires  en  x 

X  =  P  ;,,■;  +  Âe-  +  ^e"' H-  . . .  +  Le", 

P(ar)  désignantun  polynôme,  A,  B,,..,L,n,  //,...,  l  des 'constantes. 
Pour  le  montrer,  nous  examinerons  d'abord  deux  cas  simples  : 
1°  Le  deuxième  membre  est  uniquement  un  polynôme  l'[j:)  ; 
2"  Le  deuxième  membre  est  une  seule  exponentielle  Ae'"'. 

392.  Premier  cas.  Le  deuxième  membre  est  un  polynôme. 

—  Si  on  a  une  équation  à  coefficients  constants,  de  la  forme  : 

f/"l/  (/""' w  _ ,    , 

où  le  deuxième  membre  est  un  polynôme  P(j:)  de  degré/),  il 
existe  une  solution  particulière  h  de  cette  équation,  qui  est  un 
polynôme  en  x  de  degré  égal  ou  supérieur  à  p. 

En  effet,  supposons  d'abord  rt,,  différent  de  zéro  :  si  on  substi- 
tue, dans  l'équation,    un   polynôme  ii  de  degré  /;,  à  coel'ficieiits 

on  voit  que  le  premier  membre  devient  un  polynôme  de  degré  y)  : 
on  identifie  ce  polynôme  avec  P(.'p),  en  déterminant  convenable- 
ment \,').^,.,..'i.|,. 

Si  a„  est  mil,  fl„_,  étant  différent  de  zéro,  c'est  un  polynôme 
de  degré  />  +  1  qu'il  faut  essayer  ;  et  ainsi  de  suite. 
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Exemple  I-  —  Soit  î'équiitioii  : 

Le  deuxième  membre  étant  un  polynôme  de  degré  2,  essayons 
de  vérifier  l'équation  par  un  polynôme 

Ecrivant  que  l'on  a  idenliqnemfinl  : 


ce  qui  exige 

On  a  donc  la  solution  [larllcnlicrc 

Faisant  alors 
on  est  ramené  à  l'cquaLion,  sans  deuxième  membre, 

qui  a  pour  intégrale  générale 

Donc  la  proposée  a  pour  intégi-ale  générale 

y  =  0,6'  +  C,e~  "■  —  X-  —  3 . 

Exemple  II.  —  Soit  l'équation 

_(/>_         d;/  _    , 
d.>-'    ^   rf.r  —-^  ■ 
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On  voit  qu'en  subsLilu:int,  clans  le  preiiiioi'  niemlire,  un  poly- 
nôme du  quîitiicme  degré,  le  résultat  serait  du  troisième  degré 
seulement  :  substituons  ylors  un  polynôme  du  cinquième  degré 

„  =  ).,.'  +  ).,.'■'  +  ■'■,'■■  +  V''  +  '.,ï'  +  '..  ; 

on  activant  «{iw  ce  polynôme  vérifie  identicjuement  hi  rehitloii 

r.";,,  =  l,     i.,=0,     l>0/..  +  :(;,  =  0,     2'iÀ,  +  2i,  =  0, 
6;,,  +  ).,_.0, 
.l'où 

i.,=  -^,  À,  .^0,     ),,  =  —',,     ),.  =  0,     >,.-.24. 

l.e  coefficient  ).^  peut  Être  pris  iirljitritircmciit  ;  comme,  ponr 
le  moment,  if  s'agit  seulement  île  trouver  une  noluliim  de  l'équa- 
tion, nous  prendrons 

Nous  «vous  ainsi  la  solntioi] 


;,_ï  +  „, 
n  a,  pour  détermiiLer  Y,  réi[natiou  sans  den: 
<l"Y  ,(Y 


l'aisant  Y  ^»",  mi  ai  r 


=  0. 
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On  en  conclut  los  trois  solutions 

el  l'intégi'ale  gi^uûriili.' 

Y-C.  +  C/'  +  C,^-", 
ou 

Y=C.+Afos,c  +  Bsin,r. 

L'éqiirttion  donnée  eu  y  il  tlono  pour  intégi'iile  génévalc 

y  -^  C,  +  A  oosx  +  13  sin.r  +  4-.r^  —  ^:r'  +  24.,-. 

Remauquk.     —  On  ponrriiit   aussi,    (Inus    réquiiLion  rjne    nous 
venons  de  triiiter, 

d.r'^  ci,-   '"•    ' 
prendre  pour  iuconnno 

on  aumlL  aloi»  il  Inli'.gier  rij<iuailc)ii  du  Jeiixii-mc  oïdic 

Une  fois  r  trouvé,  on  en  oonclnt  y  piir  une  qnadratui'C 

393-  Deuxième  cas.  —  Le  second  membre  est  uue  exponen- 
tielle Ae"'^,  où  A  et  (ï  sont  des  constantes. 
Dans  ce  cas,  l'équation  est  de  la  l'orme 

(19)  '^[y)^kif\ 

F.n  généi'al,  on  pourra  obtenir  une  solution  de  la  forme 

X  étant  une  coiislante  à  déterminer. 
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En  efTet,  écrivant  que  ii  vérifie  l'cquiitioii,  on  a  : 

(20)  /•^(«-)  =  A.-. 

Miiis,  nous  iivons  posé,  quel  que  soit  /-, 

on  i»  doue,  eu  reuiplaçLint  /■  par  a, 

et  li»  condition  (20)  douue 

On  il  donc  ainsi  lii  soUition 


Cas  d'exception.  — Le  calcul  précédent  serait  eu,  dél'aut,  si  a 
était  une  racine  du  polynôme  '!'('■),  car,  dans  ce  cas,  œp.e"'')  serait 
nul,  quel  que  soit  )..  Voici  comment  on  obtient  alors  une  solu- 
tion : 

Si  a  est  racine  simple  de  0{/'',  l'cqualion  adnicl  une  solution 
de  la  forme  'i-xe"''  ; 

Si  a  est  racine  double  de  ■!(?■),  l'équation,  avec  deuxième  mem- 
bre admet  une  solution  de  la  forme  î.x^  e"  ; 

Et  si  a  est  racine  d'ordre  p,  l'équation  avec  deuxième  mem- 
bre admet  une  solution  de  la  forme  '/^''e"' . 

C'est  ce  qu'on  voit  immédiatement  en  se  serv;int  des  identités 
établies  plus  haut  {N'°  388) 
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Supposons  cjiifï  a  soit  racine  simple  de  ^{r);  alors  i[/(fl)  =  0, 
•V  (rt)  étant  diileront  de  zéro.  On  a  donc,  eji  essayant  de  vérifier 
l'équation  par 


^{-)a-e'"')  =  Ke-% 

ou 

î,-s(.re"^)=Ae"^. 

Mais,  d'après 

la  deuxième  des  identités 

■s{xe"')  =  e"^V{a), 

Ou  a  donc 

■).e"4.'  [a]  =  Ae"'^, 

on  obtient  alns 

i  la  solution 

Si  a  est  racine  double  de  ■'j[i-)  on  a, 
essayant  la  solution 

3  (Xr^e"-")  =:  Ae"', 
d'où,  d'après  la  troisième  des  Identités  (21), 

un  obtient  ainsi  la  solution 
Et  ainsi  de  suite. 
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En  général,  si  a  est  racine  d'ordre  p  de  ')'('■},  réquation  sans 
deuxième  membre  admet  les  /)  intégrales  e",  .xe'",  ...,x^"^  e"^,  et 
l'équatîon,  avec  le  deuxième  membre  Ae™,  admet  l'intégrale 


il.  —  Soil  réqnation 


ses   racines   sont    1   et  2,   La  A< 
ncntielle    e'-^  ;    comme    3    n'est    pi 
admet  une  solution  de  l;i  forme  : 


;  membre  contient  l'expo- 
[is    racine  de   i|<(/'),   l'équation 


en  substituant,  on  trouve,  iiitrès  réduction, 
1 


On  a  donc  la  solution 


V  = 

^V  +  4e., 

on  est  l'amen 

r 

ijoiiîion  s 

ans  deuxième 

memb 

17 

—  ■■ 

^+-- 

0, 

dont  l'intcgr. 

le 

g= 

néra 

e  es 

C,e'+C/'. 

1, 'intégrale 

S 

» 

raie 

delà 

proposée  est 

donc 

'J  = 

=  C,e- 

+  C,«"+-j 

e". 
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/.QL-.i'/IO.y.S    I.!M-:A1I,ES   avec   deuxième    MEMIIItE 
Kxi'.MPLi.:  11.   —   Soit  l"-.iiiL.tI,,ii  : 


où  le  pi-cmier  niemlirc  <;st  lo  mi^mc  i£iio  diiiis  l'esemple  1.  Le 
cleiixicmc  membre  est  (■■''  et  le  eiiefl'icieitt  1  de  ,r  est  racine  siinple 
(lo  ■!/(/■)■  ï-'t'qiiittioii  juhnel:  doKc  une  soliilioii  de  lu  forme 


■;i  ,liicvh;m.Mit  ;  \:i.  valeur  d,;  >,  est 


394-  Cas  général  où  le  deuxième  membre  est  un  polynôme 
P(,(/,  suivi  d'une  somme  d'exponentielles.  —  Soit  miiiLilciiant 

;  2:!  9  //:  ■-  I'  .'■■  -+-  A<-°'  +  \ic'''  -f- ...  +  W'. 

dacrmine    d';ih.>rd    d<'s    roncli.uis  //,,  ,/^ .  «^,  ..,, //  ,  véritiinit    les 


0(1  siiit  trouv.M-  oes  loiiflioiis.  d\n>,i^  1<'S  deux  oys  préeédeiils  ; 
((,  est  uu  poiyuùiiie,  iij.ii^.....  ri^,  des  eNjiiiiicutielles  multipliées 
ou  non  par  des  puissances  de  .i'  suivaitl  ijue  n,  h,  ...,  !  sont  ou 
non  des  racines  de  i  (>';. 

L'ue  fois  "j,  "a  .-■!  ",.  trouvées,  Féquiilion  [iioposée  1^1?)  iidiuet 
la  solution 
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On  a,  en  effet  (X"  381;, 


e  [a]  =  P  (,■(■)  +  Ap"'  +  «<'''■'  +  . . , 

,  +  Le'\ 

Ayant  trouve  ii,  on  pose 

?/  =  Y  +  «, 

et  on  est  ramené  à  réquatioii  sans  deuxième 

meiiibi'i 

(?(Y)  =  0. 

K\i;m]>i.tî,  —  Soit  l'équation 

(24)                             -&+i,-2.,+co.,,. 

Comme  cos  :r  =  ^  e''+ -^  e^",  on  peut  c 

„;,.= 

d--U     ,    ^._„,    1      1  ,,.    1      1 

-ir 

ce  qui  rentre  bien  dans  le  type  précédent.  On  cherche  alors  des 
fonctions  particulières  ;(|.  »,,  »j  vérifiant  respeetivoment  les  trois 
relations. 


i?^+".=ir«-"- 

On  obtient  une  fonction  //,,  remplissant  la  première  condition, 
en  essayant  nn  polynôme  du  premier  degré;  on  trouve  ainsi  : 
Il  =2,c. 

On  obtient  une   fonction  u^  vérifiant  la  deuxième  relation,  en 
remarquant  true  le  deuxième  membre 
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csi  de  la  foL-nic  Pi.e"\  où  a  =  i  est  racine  simple  de  |(/-)  =  7~  +  1. 
1)11  peut  donc  prendre  pour  n^  «ne  expression  de  la  forme 


en  substituant,  on  tro 


rol;illon,  on  peiil,  de  même,  prendic 


L'crpuition  proposée  (24)  iidmel  alors  la  solution 
Faisant,  alors. 

, II. lit  riufiîgialo  gônôrale  esl 

Y  =  C,co«.r+C,s;ii.r- 
L'intégrale  générale  ilc  l'équation  proposée  est  donc 
1        . 


=  C,cos.i+C^sin.r+2.i- 


2  ' 
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SYSTÈMES  D'ÉQUATIOXS   DirFÉRlLNTIl; r,LKS   SIMUI/l'A-XEliS 

A  l;^■]■;  variaiu.I'  indépendante 


395-  Pi'obJème  général. —  Il  peut  iii'river,  et  celn  se  pi'ôsoiile 
notammeiit  en  méfiiiii([iic ,  que  l'on  ait  It  intégrer  im  système 
de  n  équations  différentielles  simultanées  d'ordres  divers,  déti- 
nissant  ii  fonctions  inconnues  d'une  même  viiriable  indépendante. 
Nous  allons  montrer  que  l'intégration  d'un  pareil  système  peut 
toujours  se  riiniener  à  l'intégration  d'une  seule  équation  différcii- 
tielle  à  une  l'onction  inconnue. 

Xous  commencerons  d'abord  par  quelques  cas  simples. 


-  Soient  di'UN  équalioiis  île  la  foriiie  : 

•'«  _„. 


/ 


-7^  =  1',>.J.=). 


définissiint   les    deux    lijnctions  inconnues    //  et    ;  de  la  \arLiiljl<' 
indépendante  j:. 

On  peut  ramener  l'intégration  de  ce  système  à  l'intégration 
d'une  équation  du  deuxième  ordre.  En  elFet,  dérivons  la  pre- 
mière équation  par  rapport  à  x,  en  y  regardant  y  et  ;  comme 
fonctions  de  ,r  :  il  vient 
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Sij  entre  les  Irais  équations  [ï.  et  '2;  on  élimine  ;  et— ^, 
on  obtient  uno  cqnation  dUrérentlello  du  deuxième  ordre, 

délinissanl  y  en  fonction  de  .v.   Soit 

l'intégrale  générale  de  cette  équation  :  cette  intégrale  étant  sup- 
posée trouvée,  on  obtient  également  x-  en  fonction  de  x,  C,  et  C^ 
sans  aucune  inlégraîion,  en  faisant  seulement  des  calculs  nlgé- 
hriques.  En  effet,  si  dans  la  première  des  équations  (1),  on 
remplace  y  par  son  expression,  on  obtient  une  relation  contenant 
uniquement    .r,   z,  C.^  et   C,  :    en   la    résolvant    pnr  rapport   à    ;, 

avce  les  denx  niruies  constantes  Cj  cL  C... 

397.  Interprétation  géométrique.  — -  Si  on  regarde  .r,  y,  z 
comme  les  coordonnées  d'un  point  M  de  l'espace,  on  sait  que  le 
lieu  des  points,  pour  lesquels  y  et  ^  sont  des  fonctions  détermi- 
nées de  X,  est  une  courbe  dans  l'espace;  d'autre  part,  les  coeffi- 
cients directeurs  de  la  tangente  ii  une  courbe  gauche  au  point 
[:r,i/,z)  sont  proportionnels  h  (he,dy,<lx-,  ou  à  ^,~--j~  '  '~j~  ■  ï"*^" 
grevles  équations  différentielles  (1),  c'est  donc  chercher  des  cour- 
bes gauches  telles  que  la  tangente  au  point,  {s,y,z),  à  une  de 
ces  courbes  ait  ses  coellicients  directeurs  proportionnels  à 

1,    F>,»,z\    K,-,,,»,;. 
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L'intégration  des  PC[natioiis  (1)  donne  les  équations  de  ces 
îourbes  soi^s  forme  finie  : 

avec  deux  conslanles  arbitraires. 

Par  un  point  donné  x,,,  y^,  .-„  de  l'espace,  il  passe  une  de  ces 
courbes,  car  on  peut  toujours  déterminer  C,  et  C^  par  la  condition 
que  les  deux  équations  (3)  soient  vêrifiécSj  quand  on  y  remplace 
,r,  y,  3  par  j-„,  </„,.;„. 

398.  Exemple.—  Soit  à  intégrer  les  équations   : 


Dérivons  la  première  par  rapport  à  .c  : 

A^l  +  AlL  +  2—. 
clj;^  lie  (.Ix 

Entre  ces   li'ois  équations,   éliminons   r  et— ^  ;  la  prc 
donne 

_i_ii l 

-~  2   rf.i-        2 


-■ô-*! 


portant  cette  expression  de  .;  dans  la  deuxième,  on  a 


enfin,  en  porîanc  eette  expression  de  — ^ —  dans  la  troisièm 


-:ij,  +  2 


équation  du  deuxième  ordre  en  ij.  Cette  équation  s'écrit 
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C'est  une  équation  linéaire,  i\  coeflîcients  constants,  avec  «.Icuxicni 
nieniijie.  Elle  admet  la  solution  particulière 


:} 

"9"' 

par 

la  substitution 

,y=v 

+ 

"> 

elle 

devient 

d'-i 
<lx' 

-^ 

- 

:îï  = 

:0, 

«1" 

liUion  ([ul 

lui  met 

les  dei 

is  intf 

gia 

les  p> 

iiticulié 

et  dont  l'intégrale  générale  est 

Y  =  (;,e^-  +  C,e-. 
L'intégiale  géuéi'ale  ele  î'équation  en  i)  est  tloi 
1 


,  =  c,.-+<:y-  -  4f- 


9  ■ 


Pour  avoir  ;,  il  sulllt  de  le  tiioi*  de  la  preniiéve  équatiou  qui 
doune  : 

_    1    thi 1_ 1 

'^  T"rf7  ~   2  ■''       'i"' 

ou,  eu  remplaçant  ij  par  sou  expression  et  réduisant, 

=  =  -'■■«-'+'■-"■' ~J-4- 

On  a  ainsi  les  expressions  générales  de  ^  et  ;/,  avec  deux  cons- 
tantes arbitraires  C,  et  C^. 

399.  Application.  Lignes  de  force .  —  Imaginons  une  loi  de 
force  telle  que,  sur  l'unité  de  masse,  placée  en  un  point  quel- 
conque M  {x,  y,  :),  agisse  une  force  F  ify.  206),  dépendant  uni- 
quement de  la  position  du  point  M.  On  a  alors  ce  qu'on  appelle 
un  champ  de  forces  :  les  projections  F,.,  F„,  F=  de  la  force  F  agis- 
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Siuilcii  im  point  M  {.(■,//,:)  du  chu  m  j).  st.iit  <.\'-<  ((mêlions  supposées 
coiimies  des  coordonnées  du  poiiil  : 

On  iippelle  lignex  de  force  les  comlies  telles  que,  en  chrtcuu  de 
leurs  points  M,  elles  iidmettent  eomme  tangente   hi  foi'ce   agis- 
sant en  ce  point.  Clicvclioiis  les  éqir.itions  différen- 
tielles de  CCS  lignes. 

Les    équiitions   de   Li   taiiç;eiite   It   ujie  eourlie,    lui 


d.r  i,f  ,1-      ' 

Ccllo  îiingpiilp  dc'viiiit  se  coiiruiulio  ;ivcc  If  HPi/iiictil  tie  cii. 
(II.  |iv()j|.cli(>n5  F„,  F,,  I'.,  1111  ili.il  iivciii 


'rfllos  sont  les  éqiiiuioiis  tlHIureiuiflies  des  lignes  de  l'orce.  l'in 
leiinut  .(■  eomme  varîaljle  indépendante,  on  peut  les  éerire 

lin       •;(■'■•/■■■) 


{.A-  sonl  bien  des  équations  de  la  loi'nie  iT  traitées  dans  le 
N"  'M)(j.  En  les  intégriint,  on  obtient  1er.  équations  des  lignes  de 
l'orcc  avec  deux  paramètres  C,  et  (.'.,,. 

400.  Altiik  KxiîMi'i.E,  Trajectoires  orthogonales  d'une  famille 
de  surfaces  à  un  paramètre.  —  Soir 

ré((nati()n  d'nne  l'ainille  de  siulaees  dépendant  ci'\in  païamètce  À: 
lions  siqq^oserons,  pour  pins  de  simplicité,  cette  équation  lésolne 
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jiiu'  rapport  à  A.  Qu;uil1  on  f;iil  varier  \  la  sin-l'apc  'i  cliange 
lie  forme  et  de  position,  de  telle  fiiçou  qu'il  passe  une  de  ces  siir- 
l;ices  par  un  point  quelconque  de  l'espace  a\,  i/^,  j„,  choisi  dans  la 
portion  (le  l'espace,  où  la  fonction^'  .c,  i/,^)  existe.  Kn  eO'et.  on 
peut  toujours  déterminer  ).  de  fiiçon  que  l'équation  'i  soll  vérî- 
liée  quand  on  y  fait  .r^j-^,  t/^i/^,  z^.~„. 

Nous  voulons  trouver  les  conrbes  qui  coupent  ces 
angle  droit,  c'est-à-dire  les  courbes  telles  que  li 
en  chacun  de  leurs  points  M(,c,»/,.r^  coïucide  avec  la 
celle  des  surfaces  (4    qui  passe  par  ce  point. 

Les  équations  de  la  tangente  à  une  couibc  soiil 

X-,r  Y-,,  Z-- 


.ifl'aces  à 
tangente 
lorinale  à 


Comme  - 


sont    les    équalioiis    difl'érciUlolle^    des    courh.-s    cherchées. 

6f       <Y       Y 
^     -^-  -,^-  ^  sont  connus  en    U>nct,ons  de  .,,,.,   ces 

équations,  où  on  prend  .i  cooinie  variable  indépendante,  sont  dc 
la  forme  (i  . 

En  les  intégrant,  on  obtient  les  équations  des  trajectoires  ortho- 
gonales demandées,  avec  deux  constantes  arbitraires  (i,  et  C.,. 

On  peut  remarquer  que  ces  courbes  sont  les  lignes  Je  force, 
correspondant  !i  une  loi  de  force  K,  dont  les  projections  seraient 


1',=-^.     F.^ 


K 
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On  Llît  iilors  que  la   l'orcfi  V  dérU'e   d'une  fonction    de   force:) 

f[x,i/,  :■)  ;  les  surracos 

/■:•,!/,=)='■ 

s'nppcUenl  les  s'trfares  de  nweiiti. 

E\EMp].E.  —  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  parabo- 
loïdos 


où  "/.  est  un  paramétre  variable. 

Les  eourbcs  cherchées  ont  pour  érjuations  diflerentl elles   ; 


Égalant  chacuii  des  deux  premiers  rapports  au  dernier,  on  a 
les  deux  équations 

xdj:-  +  zdz  =  0,     ydy  +  :dz  =  0, 

qui  s'intègrent  immédiatonient  et  donnent 

On  a  ainsi  les  équations  des  courbes  cherchées,  avec  les  deux 
constantes  C,  et  C^.  On  voit  que  ces  courbes  peuvent  être  regar- 
dées comme  l'intersection  d'un  cylindre  de  révolution,  de  rayon 
quelconque,  autour  de  O// 

avec  un  cylindre  de  révolution  autour  de  0,i' 


y  Google 


ÉQUATIO.XS  SlMULTAy ÉES   DU   PHKMIER    ORDRE  6)T 

II.  —  SYSTÈME  DE   //  ÉQUATIONS  SIMULTANÉES  DU  PREMIER  OBDRB 
A  H  FONCTIONS  INCONNUES 

401.  Méthode  générale.   —  Soient   /t.   cquiitions    sîiniiUituées 


définissant  /(  iticonnues  ij^,  i/^,...,  i/„  en  fonction  de  x. 
Nous  allons  voir   (jiie    les  intégrales  générales   tle 
sont  de  la  forme 


y,i^s„(^C,  Cj,...,C,J. 
avec  n  constantes  arbitraires  C,,  C^,-..  C^. 

Pour  cela,  nous  montrerons  que  l'intégralion  du  système  (j) 
se  ramène  à  l'intégration  d'une  équation  différentielle  d'ordre  n, 
suivie  d'opérations  algébrifiues. 

En  effet,  dérivons  la  première  équation  par  rapport  ii  x,  en  nous 
rappelant  que  J/,,!/^,...,  y„  sont  fonctions  de  x.  Il  vient 


i  celle  équation 
-  du  deuxième  membre  par  leurs  valei 


■^- 

lin    ' 

:,„ 

mphice  le 

s  Jérivée 

-~—  au  deuxième  membre  piu'  leurs  valeurs  [.i],  on  a,  pou] 
une  expression  contenant  uniquement  x,  y,,  y,, 

■fa 


=  G,(x,y,,y„...,i(„; 
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-;niL  du  iioiiveaii  cette  ('Cjuiition  piir  riippoia 

à  ,-■. 

,i„>l,  .k-  inocl,. 

.n  |,rcK.l, 

,-,  jusqi.- 

4^-'^-!'- 

^ //p, '/-■■■■ 

■//",  ■ 

tableau  siiivaiil 

-*-.,„. 

'^l/,'!/-^;-- 

■^  !!.■)' 

£^-«.( 

■f..!/i..'/.- 

■■-..<■■ 

Si,  entre  ces  h  équiitions,  on  élimine  les  i>  —  1  liiconiiue- 
y.„  //u-.-.,  y,„  on  obtient  une  relation  de  la  forme 

C'est  lii  une  équation  diilerentielle  d'ordre  n,  définissant  y^  imi 
fonction  de  .r.  Kn  la  supposant  intégrée,  on  en  tire 

,,  =  ,,(,.■,(:„  c„...,c,.). 

Les  [n  —  1)  premières  relations  (7),  dans  lesquelles  on  rem- 
place ^J^  par  cette  expression,  forment  alors  un  système  de  /(  —  1 
équations,  à  11 — 1  inconnues  y^iy^,  ■■■,ya  ■  la  résolution  de  ces 
équations  donne,  par  des  calculs  algébriques,  sans  intégiation 
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nouvelle,    H:,-  ij~,-,  ■■■,  ij,,    f^n   roiictioii   de  ,c    et    des    n    <?oiisUniti's 

<:„c„...,c„. 

Le  système  est  iiiiisi  iiitégié. 

Remarque. —  Il  peut  arriver,  dans  cci'lalus  eus  piuliciilici's,  ipie 
l'une  des  fonctions //,, //^,.,.,  y,,  vérifie  une  équation  diflereiiticlle 
d'ordre  moindre  que  h  ;  il  figurera  alors,  dans  l'expression  do 
cette  fonction  particulière,  moins  de  n  constantes  :  mais  il  en 
fignrera  d'autres  dans  les  expressions  de  ij^,  i/^,-.-,  ;/„,  de  i'açon  il 
compléter  le  nombre  »  Je  constantes  arbitraires.  En  ciFet,  on 
peut  démontrer  comme  il  suit,  que,  dans  tous  les  cas,  il  existe 
un  système  de  fonctions  i/^,  i/^,...,y„àe  ,r,  vérifiant  le  système  'yt' 
et  contenant,   en  tout,   n  constantes  arbitraires. 


402.  Intégi'ation  par  i 


-  Repr, 


;  le 


.'/i=.'/,)„-Hyi.\,- 


-  ,'/.;„+  \'/î)., -J-+  '.'/'-  )l.-j-9"  " 


-W«.' 


-  \!}"\- 


"'i  {yi;u'  (Vi^î  \UiU>---    sont    les   valeui's  que   |,r.-iiiif iiL   //,   ot  ses 
dérivées  successives  pour  .r^^O,  etc. 

Nous  allons  montrer  que  les  coeflleients  de  ces  séries  sont  des 
l'unctions  des  ii  constantes  arbitraires  [y^^,  'y^.^,-..,  'j/,,)^-  H  siillît 
de  le  montrer  pour  J/,  ;  le  raisonnement  est  le  même  pour  les  autres 
fonctions.  Or,  d'après  le  calcul  du  numéro  précédent,  les  dévi- 

(hi,       d'il  ,      ,■        ■  . 

vecs   successives  — j—  ,  ■  ,\    ....  sont  des  lonetions  connues  de 

^',y,,yi---,y,i!  et  cecalcnl  peut  être  prolongé,  de  proche  en  proche, 
jusqu'à  une  dérivée  d'ordre  quelconque  de  y,.  Si,  dans  ces  expres- 
sions des  dérivées  successives  de  //,,  prolongées  indéfiniment, 
on  l'ait  j;  =  0,  y,  ^  (yX,  y.  =  {yo}„,-.,  ^,.  =  (;/„)„.  ««  voit  que 
toutes  ces  dérivées  deviennent  fonctions  de  (!/,)„,  [yX>---'  L'/«)n- 
Les  coeflleients  de  la    série,  donnant  y^,  sont  donc  fonctions 
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des  II  constantes  arbitraii-es  (y,)„,  (l/^^,-- ■>{;/, i),,;  ceux  des  autres 
séries  sont  fonctions  des  mêmes  constantes.  Si  donc  ces  séries 
sont  convergentes,  elles  définissent  un  système  de  fonctions 
vérifiant  les  équations  et  contenant  n  constantes  iirbiti-aires. 

Ce  raisonnement  montre  que,  en  général ,  les  fonctions 
Ui'  !/3'---'  y»  vérifiant  les  relations  (5),  sont  déterminées  quand  on 
se  donne  les  valeurs 

qu'elles  doivent  prendre,  pour  une  valenr  déterminée  a-^  0  de  la 
variable. 

On  démontrerait,  de  même,  en  prenant  des  séries  de  Taylor 
procédant  suivant  les  puissances  de  x  —  .(■„,  que  les  intégrales 
des  équations  (5)  sont  déterminées,  quand  on  connaît  les  valeurs 
qu'elles  prennent  pour  .r^x^. 

403-  Intégrales  premières.  —  On  appellf  inii-grale  pimnibrc 
d'un  système  d'équations 

^  =  F  't  ,     , 


une  équation  entre  la  variable  indépendante  .r,  les  fonctions 
inconnues  y ^t  y^t  •■■,>/„  et  une  constante  arbitraire ,  qui  se  tronve 
satisfaite,  en  vertu  des  équations  (5),  quelles  que  soient  les 
valeurs  initiales  {y\,  (l/,)^,  ■--,  {y,,)^  (Ii'c  l'on  donne  aux  fonctions 
inconnues  pour  a;  =  a-„. 

Une  intégrale  première  est  donc  une  relation  de  la  forme 

*(.r,j„5„...,y.,C)  =  0. 

On  peut  toujours  imaginer  cette  équation  résolue  par  rapport 
Il  la  constante  arbitraire  C  et  l'écrire 

(î>;  ■  f{^.yi'y,>-,y.)^C- 
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Voici  comment  on  peut  vérifier  immédiatement  qn'une  équa- 
tion, telle  que  (9),  est  une  intégrale  première.  Pour  que  hi  fonc- 
tion /'reste  constante  en  vertu  des  équations  (5),  il  faut  et  il 
suffit  que  sa  dérivée  par  rapport  a  ,r,  soit  nulle  : 


(1.1 

+ 

■V 

% 

-  + 

«y. 

*- 

...+ 

'1//. 

1,  en  reii 

api 

l  les 

1  dé 

rivé, 

rf.r'' 

...   p 

-.n-  1 

ans  (5), 

(10)  lL+^-,,+^y.+  ...  +  IL,,^«. 

Cette  dernière  condition  ne  contient  alors  que  ,r,  y^,  ;}^,...,y^  : 
elle  doit  être  vérifiée  par  tous  les  systèmes  de  fonctions  satis- 
faisant aux  équations  (5)  ;  mais,  comme  dans  l'intégration  de 
CCS  équations,  on  peut,  pour  une  valeur  arbitraire  .r„  donnée  à  œ, 
prendre,  pour  y^,  i/^,...,  ;/„,  des  valeurs  également  arbitraires  [y^^, 
iVîl'f---'  {y«)ii->  "^stl^c  condition  (10)  doit  être  satisfaite  quelles  que 
soient  les  valeurs  données  à  -r,;/,,;/^^...,!/,,.  elle  doit  donc  être 
satisfaite  ideiitiquemenl. 

KxEMri.i;.  —  Les  équalions 


1 

(H) 

lia. 

-TT'-J'—J- 

iitlmettent  l'intcp 

Taie  piemière 

.'/l   -f  !/^+.'/3^''- 

En  effet,  diffci 

■cntiant  celle  reliition,  on  d( 

f/.c          (U-          dx 
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•"i^j  cuuns  Dj.v.u.y.sf-: 

!li  —  !li  +  '.1=  — .'/,  +  .'/,—  //,  —  'X 

ce  (|iii  11  lieu  id(!iitii[iicmeiit. 
Do  môiiio, 

,'/f  +  .'/iH-.y'^CS 
f^t  une  ;iutL'o  iiilégr;ilf;  prcmiôro  de  ces  t-quxitloiis  (lllleruiitiulk-s, 

404,    Usage  des   intégrales  premières.   —  JJeiix    iiifcgriilcs 
premières 

(  /;v^-,//>, //.■-,  v..  =  t:.< 

sont  dit<'s  clisliLictcs.  quiuul/;  n'est  piis  une  loiieli"!!  de  /'  :  iiiilro- 
iiieiit,   il  esh  ('vidoiit  fino  les  deux  lelatimis  (12)  se  rôduiiaiejit  it 

/;=<•,■ 

»"'/;    <~. 

c'est  expi'iiiiei'  un  seul  eL  même  lait,  il  siniiir  i[lio/|  reste  eimstiitil. 
Les  deux  intégrales  premières  (12)  l'tant  supposées  distînetes, 
une  troisième  intégrale  première 

f:{^:!l,.!l, ».)  =  (;:, 

est  dite  distincte   des  deux  premières,    quiuid  /j    n'est    pas    une 
fonction  de  /l  et  /^  ;  el  Jtîusi  de  suite. 
Ainsi,  diins  l'exemple  précédent, 

,,.,,       >  ,'/.+■/, +,'/.=(■•„ 

soiil  doux  liili'fi'i'iiles  premières  distinctes.  I.n  t'€l;ition 
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(!st  aussi  une  intégrale  première  de  l'équation  (11),  comme  il  est 
aisé  de  le  vérifier  ;  mais  elle  ncxt  pan  dïnlincte  des  deux  précé- 
dentes, car  on  a  identiquement 
1 

Ui'ji  +  y^i  +  v,y,  ==  -^-Li-'/i  +  ih.  +  !i^-  —  (,'/;+ ni  4-  yf!\  ; 

donc  le  fait  que 

est  constant,  résulte  des  deux  relations  (13). 

Revenons  au  cas  généra!.  Si  on  connaît  une  intégrale  première 

des  équations  dîiFérentielles  (5),  on  peut  simplifier  Tintégra- 
tion  du  système,  en  diminuant  d'une  unité  le  nombre  des  fonc- 
tions inconnues.  En  effet,  on  peut,  de  cette  relation  (14),  tirery„ 
en  fonction  de  .r,  »/|,yoi  ■■■,  y^-t  et  C  ;  en  portant  cette  expres- 
sion de  y„  dans  les  {n  —  1)  premières  équations  différentielles, 
on  les  transforme  en  an  système  de  n  —  1  équations  simultanées 
au —  1  inconnues  ^,,  »/j, -■■,  J„_i- 

Si  on  connaît  deux  intégrales  premières 

^(■■'■>yi.»i'---'y„)--C„ 

fÀ''>yi'y^<---'y.)=^t^ 

on  peut  en  tirer  IJ,^_^  et  y„  en  fonction  de  x,  i/„  i/^,...,i/„^3,  C^ 
et  C;.  En  portant  ces  expressions  de  !/„_,  et  y„  dans  les  n — 2 
premières  équations  différentielles  (5),  on  les  transforme  en 
un  système  de  n — 2  équations  simultanées  an  — 2  fonctions 
inconnues  y,,  y2,---,y„-i  ■ 

Et,  ainsi  de  suite.  La  connaissance  de  chaque  intégrale  pre- 
mière nouvelle  sert  ii  abaisser  d'iuie  unité  le  nombre  des  fonc- 
tions inconnues, 

t   n    intégrales    premières,  distinctes  des    équa- 


tions  (;")) 
(15) 


f.P,!l.,!l.. 
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le  système  est  intégré:  de  ces  ii  relations  (15),  on  tirera  l/,,!/^,..  ,;/„ 
en  Toiictioii  de  x  et  de  n  consfantes  arbitraires  C,,  C^,...,  C„, 
Par  exemple,  pour  le  système 


(11) 


(13) 


j  d.z 


-!/,• 


:  intégrales  première; 


nous  ponvons  alors  abaisser  de  deux  unités  le  nombre  des  fone- 
tions  ineonnues.  Résolvons  les  équations  (13)  par  rapport  a 
J,  et  y,  :  nous  avon. 

d'iiii  lin  conclut  hicilcmcnt 

■J),  —  !/,f  =  2  (Cj  —  J/;,  —  (C,  —  j,j', 


;/■  -  ;/. = V  2C, — Ci + 2c,j, — 3;,;. 


-^h 


Jli I  r 


\/2c,  — q+2C,//,— 3yr 

Cette  dcniiôre  quadrature  s'effectue  facilement  à  l'aide  d'il 
lire  siuns  ;  ou  a  alois  ])^  en  fonction  de  .r,  Cj,C.„C^,  et,  en  rt 
luontani,  on  a  ij.,  et  ;/,. 
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m.    -  ÉQUATIONS  SIMULTANÉES  D^ORDRE  QUELCONQDZ 
SÉDUCTION   A  UK  SYSTÈME   D  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  ORDRE 

405.  Méthode  générale.  —  Si  l'on  a  à  intégrer  un  système 
(le  n  équations  simultanées  d'ordres  divers,  a  n  fonctions  Incon- 
nues, on  le  ramène  ii  un  système  d'équations  du  premier  ordre,  y 
un  nombre  plus  grand  de  fonctions  inconnues,  eu  prenant  pour 
iuconnues  auxiliaires  les  dérivées  successives  des  fonctions  incon- 
nues primitives. 

ExEMPLiî  TiiiÉ  Dv.  LA.  MKCAM(ji;i;.  —  Cousidorons  un  point  ma- 
tériel libre  de  masse  m  et  de  coordonnées  j^,  y,  s  soumis  à  une 
force  F  dépendant  du  temps  t,  de  la  position  du  mobile  et  de  sa 
vitesse.  On  sait  que  les  équations  du  mouvement  sont 


,    '^'■''         V        ,„    ^^'!' 


/II-  '  '  di-  '  dt- 

X,  Y,  Z  désignant  les  projections  de  la  force.  Ces  projections  sont 
,       .        ,  ,  ,  âx     dii      dz      ^         . 

des  lonclions  données  de  t,x,y,z,  —,  H-'-t— ■  '-•'^^  équations 


dt 


du  iiiouvejncnt  sont  donc  de  la  foiiiio 

d'x    ___  ^  /  dx      dy      dz  \ 

■      '  I  dt'  ■   V  ■'      '  dt        dt       dt    I  ' 

Elles  constituent  un  système  de  trois  équations  du  deuxième 
ordre  ii  trois  fonctions  inconnues  ,r,  ?/,  ~  de  la  varialile  indépen- 
dante /. 

Pour  les  ramener  ii  un  système  d'équations  du  premier  ordre, 
prenons,  comme  fonctions  inconnues  auxiliaires,  les  dérivées 
de  x,ij,z,  en  posant  : 

'dT^'^''    ~dr^'>''     IT^''' 
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a,  alors,  le  sysLcme 


dt 
''H  . 


<n 


■'  //' 


formé  de  sue  équations  du  premier  ordre,  définissant  les  six  Ibnc- 
tions  inconnues  x,y,z,x' ,y',  z' ,  en  fonction  de  (.  Les  intégi'ales 
générales  de  ce  système  sont  déterminées,  quand  on  connaît  les 
valeurs  j„,  y^,s„,(ff^^y'^,z\A.e&  six  fonctions  inconnues,  pour  ï=î„. 
Cela  veut  dire,  au  point  de  vue  mécanique,  que  le  mouvement 
du  point  est  déterminé, quand  on  connait  les  coordonnées  .r„,  y„,  ::„ 
du  point,  à  un  instant  initial  t^,  et  les  projections  .('„,  //'„,  ;'„  de  sa 
vitesse,  au  même  instant. 

Dans  cet  exemple,  une  intégrale  première  est  une  relation  de 
la  (orme 

g[l,.r,y,  z,x,,j',  z')=^  C, 

entre  la  variable  indépendante  i  et  les  six  fonctions,  c'est-ii-dire 
entre  (,  les  coordonnées  du  point  et  les  projections  de  la  vitesse. 
La  connaissance  d'une  intégrale  première  permet  de  ramener 
l'intégration  du  système  à  celle  d'un  système  de  cinq  équations 
du  premier  ordre  à  cinq  inconnues;  chaque  nouvelle  intégrale 
première  permet  d'effectuer  un  abaissement  d'une  unité  dans  le 
nombre  des  inconnues. 

On  donne,  en  dynamique,  des  théorèmes  généraux,  tels  <|uo  le 
théorème  des  forces  vives,  le  théorème  des  aires,  etc.,  qui  permet- 
tent, dans  certains  cas,  d'obtenir  des  intégrales  premières. 
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QUIi:r.QL-ES  EXEMPLliS  D'ÊQUATIOXS  AUX  DERIVEES  PARTIELLES 
ÉQUATIONS  DU  PREMIER  ORDRE 


406.  Forme  générale.  —  Soient  ;  une  finiction  des  deux 
viiviables  indépendantes  .v  et  '/,  p  et  q  les  dérivées  premières  de  z 
pur  rapport  îi  x  et  y  respectivement,  on  appelle  équation  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre,  ii  deux  variables  indépen- 

danlf^s,  une  équation  de  lii  lorme  : 

Intégrer  cette  équation,  c'est  trouver  tontes  les  l'onctions  z  de 
.cet  If  qui  la  vérifient. 

F.n  considérant  x,  y,  z  comme  les  coordonnées  d'nn  point  dans 
l'espace,  toute  relation  entre  x,  y,  z  définit  une  surface,  et  l'on 
peut  dire  qu'il  s'agit  de  trouver  toiites  les  surfaces  vérifiant  la 
condition  (1).  On  appelle  ces  surfaces  les  surfaces  intégrales. 

La  dilïërence  essentielle,  qui  sépare  l'intégration  des  équations 
aux  dérivées  partielles  de  l'intégration  des  équations  différen- 
tielles il  une  variable  indépendante,  est  que  l'intégrale  générale 
d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  contient 
une  fonction  arbitraire,  tandis  que  l'intégrale  générale  d'une 
équation  différentielle  du  premier  ordre,  à  une  variable  indépen- 
dante, contient  une  constante  arbitraire.  Cette  fonction  arbitraire 
doit  être  telle  qu'on  puisse  en  disposer  de  façon  à  faire  passer  la 
surface  intégrale  par  une  eoui'be  donnée  à  l'avance. 

Par  exemple,  l'équation 


e  intégrale  généra 
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a  (Hrtiit  une  fb/iclion  arbitraire  :  toute  surl'iice  définie  par  une 
relation  entre  z  et  x  —  y  est  une  snrfaee  intégrale  ;  par  exemple 
on  peut  prendre 

En  eiFct,  si  <in  prend  la  surface 


I'  +  'J  =  0. 

quelle  que  soit  lu  i 

nature  de  la  fonction  a. 

Les  surfilées 

(2) 

==?;■'■— y). 

sont   des    cylindre 

s    dont    les    généralrices 

;    sont  pa 

i-allèh 

droite 

(3;  ,-^  =  0,     x~;/  =  0. 

On  peut  déterminer  la  fonction  o,  de  façon  que  la  suilace 
intégrale  (2)  passe  par  une  courbe  quelconque  donnée  D.  Il  suf- 
fit, pour  cela,  de  former  l'équation  du  cylindre,  ayant  pour  direc- 
trice   la    courbe  D    et    ayant    ses    génératrices    parallèles    il    la 

droite  (3). 


1.  —  EXEMPLES  DE  FORMATION  DES  ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES 
PARTIELLES  DU  PREMIER  ORDRE 

407.  Objet  du  paragraphe.  —  Nous  avons  vu  que,  étant  don- 
née une  famille  de  courbes  planes  dont  l'équation  dépend  d'une 
conslan/e  arbitraire,  l'ordonnée  d'un  point  d'une  de  ces  courbes. 


y  Google 


KQUATIOKS    AUX  DKRIVKES  PARTIELLES   DU  PREMIER    ORDRE     6li:i 

coiisidérée  comme  fonction  de  l'abscisse,  vérifie  une  éijuatioii 
différentielle  du  premier  ordre  (X"  355).  Nous  allons  montrer, 
par  des  exemples,  que,  étant  donnée  une  famille  de  surfaces 
dont  l'équation  dépend  d'une /bnc/io«  arbitraire,  le  s  d'un  point 
d'une  de  ces  surfaces,  considéré  comme  fonction  des  deux  autres 
coordonnées  .r  et  y,  vérifie  une  équation  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre. 

Nous  allons  traiter  successivement,  à  ce  point  de  vue,  les  sur- 
faces cylindriques,  les  surfaces  coniques,  les  surfaces  de  révolii- 

408.  Équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  cylin- 
driquea. —  On  sait  qu'un  cylindre  est  engendré  par  une  droite  G, 
parallèle  à  une  direction  fixe  OG',  s'appuyant  sur  une  directrice 
donnée  D  (/(0-.  207).  Soient 


b 


les  équations  de  la  droite  OG'  à  laquelle  I 
parallèles.  Les  équations  d'une  génératric 


(G) 


4;- 


'■j  =  c„ 


C,  et  C,  désignant  deux  constantes  arbitraires.  En  faisant  varier 
Cj  et  C^  d'une  manière  quelconque,  on  arriverait  à  faire  passer 
la  droite  G  par  un  point  quelconque  de  l'espace.  Mais  îl  faut 
exprimer  que  cette  droite  G  s'appuie  sur  une  directrice  donnée  D  : 
cette  condition  se  traduit  analytiqnement  par  une  relation  entre 
les  deux  constantes  arbitraires  ; 


(4) 


F(C,,C,) 


=  0. 


Pour  avoir  l'équation  du  cylindre,  il  faut  chercher 
droites  (G),  dont  les  coefhcients  C,  et  C^  vérifient  la  coi 


dition  (4) . 
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L'équation  du  cjUiuIre  s'obtient  nlors,  en  élimiiuiiit  C^  et  C^ 
entre  les  équations  de  la  génératrice  G  et  l'équation  tle  condi- 
tion (4).  Ou  obtient  ainsi  l'équation 

F{a.z  —  cx,l>.z~c,j)^0, 

atioii  générale  des  cylindres,  dont  les  génératrices  ont 
la  direction  donnée.  Pour  obtenir  tous  ces 
cylindres,  i!  snflit  de  faire  varier  la  forme  de 
la  fonction  F  ;  on  peut  donc  dire  que  l'équa- 
tion générale  des  cylindres  est  (5),  F  étant 
une  fonction  arbitraire. 

Nous  allons  montrer  que  toutes  ces  surfaces 
cylindriques  satisfont  à  une  même   équation 
aux  dérivées   partielles  indépendante,  de  la 
iait  que,   si  une  surface  a  pour  équation  : 

l'(x,j,,,)=0, 

5  partielles y^  et  q  de  ;  par  rapport  à  .r  et  y,  sont  don- 


obtenues,  en  dérivant  successivement  par  rapport  à  j:  et  y,  et 
i-egardant  z  comme  fonction  de  j:  et  y.  Posons,  pour  simplifier 

l'écriture, 


l'équation  des  cylindres  devient 

La  fonction    ¥[u,  c),  dépendant  de  i. 
de  u  et  f,  a  pour  dérivées  partielles 
OF     __      W_        W 
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Les  valeurs  de/»  et  q  sont  clone  données  pitr 


'  "  'ir 

-+,^„- 

,v  + 

"i-j 

■^1 

,t  par 

''■'PP"l'L 

,11' 

\"l' 

4-  'r 

M' 
Je    ^ 

=  <^, 

<"/- 

1!^+.'' 

? — !■; 

,1F   _ 

iO. 

port  de  ^- —  il  ^ — ,  et  on  oljtieiil  Ja  veliitioii 


Telle  est  l'cquiitiou  aux  dérivées  partielles  des  cylindres. 

Interprétation  géométrique. —  Cette  équulion  exprime  une  pro- 
priété du  plan  tangent,  qui  est  évidente  géométriquciiieiit.  Elle 
exprime  que  le  plim  tangent 

en  un  point  M  de  lu  siirlace  {fig.  207),  contient  la  droite  MA, 
menée  par  M  parullèlemeut  aux  génératrices,  cest-à-dire  la  tan- 
gente, en  M,  à  la  génératiîce  MG,  passant  par  ce  point.  En  efiet, 
cette  droite  MA  a  pour  équations  : 

X  — .r         Y  — V         'L  —  z 
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et,  en  exprîmant  qu'elle  est  dans  le  plan  tangent,  on  a  la  concli- 

ap-\-hij  =  ,-. 

409-  Équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  co- 
niques. —  Une  surface  conique,  ayiint  son  sommet  à  rorigine. 
est  engendrée  par  une  tlr{)ito  mobile  G,  passant  par  0  (/î^'.  208j, 
les  cqnrttions  de  cette  génératrice  sont  de  la  forme 


(G) 


=  C,, 


!/ 


=  (:,. 


Ci  cl  Cj  désignant  deux  constantes  arbitraires.  Pour  engendrer 
un  cône,  il  faut  assujettir  cette  génératrice  G  ii 
s'appuyer  sur  une  directrice  D,  ce  qui  s'exprime 
analytiquement  par  une  étpiation  de  condition 

entre  C,  cl  C, 


(7) 


!■-;(:,,(:,)  =  0. 


aus.  Pour  obtenir  l'équation  du  cône,  il  snllit  d'é- 

liminer C,  et  C^,  entre  les  équations  (G)  de  la 
génératrice  etl'équation  de  condition  (7).  On  a  ainsi,  poni  l'équa- 
tion générale  des  cônes  de  sommet  0, 


F  désignant  une  fonction  inhitrairc.  Posons 


la  fonction    F    — ,^^     prend  la  loimc  F  ,'„,  r).  et  ses  c 
partielles,  par  rapport  à  ,r  et  //,  sont  données  par  les  for 

ilF 0]L^       OF    _        aF     5 

t).i-  il;(     ,f^  '      ^ij  Oc     y-  ' 


JF 
HT' 


jMf  _1^ 

i7r~ 


JF 
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if  JF         .     ilF     ,       ,1F        „        .    , 

Les  équations --- +;J -r^  =  0,  — -+y-j:-  =  0,  cim  i. 


lient]}  et  q,  deviennent  tlonc 

ilF      r  /  «F     1  W     l\ 

on,    en  ordonnant, 

1      SF 


t     ,1F  /  ;  \ 

,)F  1     ,11' 

L'qiLîitioiis,  élimi 


l^ntve  CCS  deux  coiintioiis,  elimuions  le  l'Linniirt  de  ^; —  a  ^r—  , 
'  ^  '■  On  i)i' 

nous  avons 


Telle  e8tréi]initl(Hi  iin\  dévlvées  piiitiellcs  des  surfaces  cuiii(jues 
iiyant  leur  sommet  en  0. 

Interprétation  géométrique.  —  Cette  é(|iiii!ioii  exprime  que  le 
plan  lîiLigent,  on  M,  à  la  surface, 

z  _  -  =^,(x  -.t)-\->j  ;y —ij), 

contient  la  droite  MA.  dirigée  suivant  OM,  c'est-h-dire  la  tangente 
eu  j\I  à  la  génératrice  G  passant  par  ce  point,  ce  qui  est  évident 
géométri<[uenierit.  En  eiïet,  la  droite  MA  a  pour  équations 


el,  on  exprimant    qu'elle  est  dans  le  plan   tangent,  on  retrouve 
Ijien  l'cqualion  f8''. 
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410.  Équation  (tu 
lution. —  Une  surfa 


£  dérivées  partielles  des  surfaces  de  révo- 

e  (le  révolution  autoui' de  Oz-  est  engendrée 
pjir  on  cercle  G  {fig.  209),  dont  le  centre 
est  sur  l'axe  et  le  plan  pevpendicnlaire  à 
l'axe   :    cette    conrbe    génératrice    a    pour 

■c)         -  =  (:.,    ,,;^  +  //^-(:„ 

C,  et  Cm  désignant  Jeux  uonstanles  arljiLnii- 

res.  Pour  <[«e  le  cercle  engendre  une  sur- 

l'ace,  il  l'iiut  l'assujettir  à  s'appuyer  sur  une 

((innée  1).  Analvtiquement,  ce    l'ait  s'exprime 

i'(:,,r..,)--o. 


Il  obtient  alors  l'équalion  générale  des  surliic- 
iliminanl  C,  et  C^  entre  cette  équation  de  i 
itions    Cl)  de  l:i  génératrice.  On  obtient  ains 

■"  est  une  louction  arbitraire. 


de 


de  révolution, 
ndition  et  les 


(jitc  F  (r,  II)  dépond  de  .f  et  y 


et  o 


i)V 


ÙV 
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■"  5» 

''J 

--  2, 

tiell 

BS  IJ  et 

y  SI 

.11  ilo 

ic  Joi 

+/ 

^(1, 

,     ,1F 
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Telle  est  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surl'aces  de 
l'év'oliitiou  autour  de  0". 

Interprétation  géométrique.  —  Celle  éi[iiatioii  expriiiio  (juo  le 
plan  tangent,  eu  M,  à  la  surface  contient  la  tangente  MA  à  la 
courbe  génératrice  passant  par  ce  point,  ce  qui  est  évident  géo- 
métrîquemeiil.  En  effet,  la  tangente  au  cercle  G 

en  un  point  M  (,r,//,  r),  a  pour  écjiiations 

En  exprltiiaiit  qu'elle  est  dans  le  plan  tangent 

z-,=,,(x-,r;  +  ,;Y-;,:, 


411.    Généralisation    des   résultats  précédents.    —    Soient 
n  et  (',  deux  fonctions  données  de  .',  y,  -,  les  équal.ioiis 

;<:;:  "(,<:, y, ^  =  (^„    <■{■'■'//'<-<-.- 

définissent  une  l'amille  de  courbes  (G},iideu\  paramètres  C,et  C^. 
Regardons  ces  courbes  comme  les  génératrices  d'une  lamille  de 
surfaces.  Pour  engendrer  uue  des  surfaces  de  cette  famille,  il 
faut  assujettir  la  génératrice  ii  s'appuyer  sur  une  courbe  direc- 
trice donnée  D. 

Cette  condition  géométrique  se  tradnil  analytiqnomeul  par  une 
relation  de  condition 

;io  e;Cj,c,;  :^o, 

cuire  les  arbitraires  C,  et  C^.  L'équation  de  la  surface  engendrée 
par  les  courbes  (G),  sous  la  condition  (iO),  est  alors 

'Mi  F(//,c;=o, 

où  F  est  uue  fonction  arbitraire,  qu'on  peut  faire  varier  a  volonté 
en  modifiant  la  directrice  D. 


y  Google 


„ 

COUBS  D'ANALYSE 
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ner   une    cq 

nation  aux  elérivi 
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nue  de  !a  l'or 

me  lie  F,  El 

1  ellel,  on  a  iei  : 

«F 

iV     in 

^    JF     Se 

«I 

""STTT 

.le     i).e'  ' 

«F 

DF   a» 

ilF    .le 

■>S 

bu    (il/ 

+isri7' 

SF 

SF    ,1» 

,     JF    .1e 

D;  J»     to      '      .le      il: 

car  F  dépciul  de  ,r,  i/,  -,  par  l'internie'.liaire  (le  '.   et  e.  Les  .'.[n; 
lions  : 

JF     ,        ilF  «F  .IF 

,     »F  «F 

sont    elone,    en    ordonnant    par   rapport    a  -- — et  ^^ — , 


DF 

in 

Vin 

■  +  p 

Se 

^)  + 

.IF 

-(i 

.1.. 

1^ 

+  '/' 

Î1« 

-)+. 

ilF 
de" 

/Je 

'où, 

en  éll 

mlinn 

i4^- 

et 

.IF 

'  ^1^  A  ti//  " 


(ir+''Tsr)(TS7+'/i,r)~»' 

/.l/,      lie  Je      il«\  /il»      Se  .1,.      .1.,  \ 

_  jln^Je Se^    1» 

il^     il.r  ù//     ù.r 

Telle  est  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  consi 
dérées.  Cette  équation  est  linéaire,  en  ]>  el  tj. 
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Interprétation  géométrique.  —  Ou  vérifiera  que  cette  équation 
exprime,  qu'en  chaque  point  M  d'une  des  surfaces  considérées, 

le  plan  tangent  contient  la  tangente  MA  a  celle  des  génératrices 
(G)  qui  passe  par  ce  point  ;  propriété  évidente  géométriquement, 
car  le  plan  tangent,  en  M,  contient  les  tangentes  ii  toutes  les 
courbes,  passant  par  M  et  situées  sur  la  surface. 

On  retrouvera  tout  ce  qui  a  été  dit  en  particulier  pour  les 
cylindres,  cônes,  surfaces  de  révolution,  en  particularisant  les 
fonctions  u  et  i' 

{CylindresJ  a  ^az  —  ex,      t' ^  hz  —  cij. 

•    ""^^J  "~   .1-  '      '  ~'    ,j 

'Sur laces  de  révolution)      11  -^,r^  +  ;/',  i'-=  v. 
Kn  preiiaul 


on  aurait  des  couoïdes  ayant  pour  arête  0:  et  pour  plan  divC' 
teur  xOy. 


n,  —  INTÉQRATION  DSS  ÉQUATIONS    AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 
DU  PREMIER  ORDRE  LINÉAIRES  EN  p  ET  q 

412.  Forme  de  l'équation  ;  interpréts.tion  géométrique.  • — 
Une  équation  linéaire  en/)  et  q  est  de  la  forme 

où  ;  est  une  fonction  de  jt  et  y,jj  et  fj   désignant  les  dérivées 
partielles  "Y^  et  "Y"-  ;  les  coeflicients  /'(.r,  j/, .;),  »  (.r,  î/,  j)    et 

i  [x,  y,  z)  sont  des  fonctions  données  de  x,  y,  .z. 

Nous  nous  proposons  d'intégrer  cette  équation,  c'est-ii-dire  de 
trouver  toutes  les  surfaces  vérifiant  cette  condition  (1]. 

Pour  cela,  nous  commencerons  par  interpréter  géométrique- 
ment la  relation   donnée  (1),  Soit   M,    un  point  quelconque   de 
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]"espace  ayant  pour  coordonnées  .T,y,z;  faisons  correspondre  ;i 
ce  point  ifig.  210)  iin  segment  MA,  ayynt  pour  origine  le  point  ]\1 
et  pour  jirojerlions  sur  ies  trois  axes 

(MA)       /(,,,„=),     ?>,,,;),     ^(i,;,,.). 

De  cette  IJiçon,  on  fait  correspondre  à  chaque 
hig.  :!ici.  point  M  de  l'espace  nn  segment  MA  appliqué  à  ce 

point. 
Soit  S  une  surface  :  pour  quelle  vérifie  l'éq/iution  différentielle 
donnée,  il  faut  et  il  suffit  qu'en  chacun  de  ses  points  M,  le  seg- 
ment correspondant  MA  soit  langent  à  la  surface. 
En  effet,  la  droite  indéfinie  MA  a  pour  équations  : 

(ma;  _J=f^  =  a=L»4=V' 

I.e  plan  tangent,  eji  M,  ii  la  snri'ace  S  a  pour  équation 

(2!  z-  =  =^;x-,,-;+,(Y-y). 

Pour  que  lu  droite  MA  soit  tinigente  à  la  surface,  en  M,  il  faut 
et  il  suifit  qu'elle   soit  située  daus  le  plan  tangent,  c'est-à-dire 

pfÇr.;/,,.)-i~ri':'-^.'/>-)='H''''ïï>'h 
ce  qui  est  précisément  l'équation  à  intégrer. 

413.  Intégration.  ■ —  D'après  ce  qui  précède,  intégrer  l'équa- 
tion (1],  c'est  trouver  toutes  les  surfaces  S  telles,  qu'en  chaque 
point  M  d'une  de  ces  surfaces,  le  segment  correspondant  MA 
soit  tangent  à  la  surface. 

Pour  cela,  nous  commencerons  par  clierclier  des  courbes  G 
que  nous  appellerons  les  courbes  génératrices  et  qui  possèdent 
la  propriété  suivante  : 

En  chaque  point  M  d'une  de  ces  courbes,  le  segment  MA  corres- 
pondant est  tangent  à  la  courbe  ifig.  211). 

Soient  dx,dy,dz,  les  projections  d'un  déplacement  infiniment 
petit  effectué  sur  une  de  ces  courbes  G,  ii  partir  d'uu  point 
M{.T,  y,z)  ;  la  tangente,  en  ce  point, devant  coïncider  avec  le  eeg- 
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I-.QCAIIUX. 

if.ni  MA  (ie  projections  f{x,!/,  =;,  a(.';,  y,.-)  et  i' 
l  il  siilîlt  i[u\iii  ;iit,  tout  !c  long  do  la  combf, 


'/,'/ 


ch 


Telles  sont  les  équiitîons  différeutielles  des  coiirbt 
on  voit  qu'elles  sont  Identiques  iinx  équations 
différentielles  des  lignes  de  l'orce  correspon- 
dant il  lin  cliaiiip  de  forces  tel  que  la  force,  ap- 
pliquée ii  un  point  yi[.r,i/,z],  soit  préciséiiioiit 
le  segment  corrcspondiuit  MA. 

L'intégration  de   ces  équations  (0)  conduit, 
comme  nous  l'avons  vu  ('M'"  39G  et  399),  aux  cqii: 
bes  C  sous  la  forme 


■,(:,, cj. 


X  constantes  arbiti'a 
i  deux  constantes, 
ices  G  sous  la  form 


.  Résolvant  ces  équal 
meltra  les  équaûous 


=  (■ 


Ces  éqiiatious  définissent  une  famille  de  courl>Oh  ii  doux  para- 
mètres C,  et  Cj,  telle  que,  par  chaque  poÎJit  de  l'espiico,  il  passe 
une  de  ces  courbes. 

Les  courbes  génératrices  étant  trouvées,  pour  engendrer  une 
surface  S  répondant  à  la  question,  c'est-ii-dire  uae  surface  inté- 
gi'ale,  11  suffit  d'assujettir  les  courbes  génératrices  (lî)  ii  se  dépla- 
cer en  s'appuyant  sur  une  directrice  donnée  D.  Elles  engendrent 
alors  une  surface  intégrale  S  ;  en  elTet,  soit  M  un  point  quel- 
conque de  la  surface  S  ainsi  engendrée,  MG  la  courbe  généra- 
trice passant  par  M,  le  segment  MA  correspondant  aa  point  M 
est  langent  en  M  ii  la  surface  S,  car  il  est  tangent  ii  îa  courbe  MG 
située  sur  la  surface. 

En  outre,  en  faisant  varier  la  l'orme  et  la  position  de  la  direc- 
trice D,  on  obtient  ainsi  toutes  les  surfaces  intégi'alcs  S  :  en 
effet,  étant  donnée  une  surface  intégrale  S,  c'est-ii-d!re  une  sur- 
face  telle    que   le   segment  MA,  correspondant  ii  cliacun  de  ses 
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points,  lui  soit  tangent,  il  est  évident  qu'on  pourra  tracer  sur 
fette  surface  nue  famille  de  courbes  G  telles  que  la  tangente,  en 
chaque  point  M  de  chacune  de  ces  courbes,  soit  le  segment  cor- 
respondant MA.  Lii  surface  intégrale  considérée  S  peut  doue 
être  considérée  comme  engendrée  par  une  suite  de  courbes  G. 
Aiialytiquement,  si  on  assujettit  la  courbe  génératrice 

[i]  ,,:,,', ,,.z)=C,.     ,.(»-,,„:)  =  C„ 

il  s'iippuver  sur  une  dircclrice  donnée  D,  cotte  condition  s'exprime 
pal'  une  roliitiou 

entre  les  deux  constantes.  L'équation  de  h\  surface  intégrale  ainsi 
engendrée  s'obtient,  en  éliminant  C,  et  C,  entre  les  équations  de 
la  génératrice  (4)  et  l'équation  de  condition  (5).  On  obtient  ainsi 
Téquation  générale  des  surfaces  intégrales  sous  la  forme 

tm  F  désigne  une  fonction  arbitraire. 

RiiMAHQVE.  —On  voit  que  la  surface  intégrale  S  est  déterminée, 
quand  on  l'assujettit  ii  passer  par  une  courbe  donnée  D  :  elle  est, 
en.  eil'et,  engendrée  par  les  génératrices  (4)  s'appuyant  sur  D, 

Il  y  a  exception  quand  la  courbe  donnée ,  par  laquelle  doit 
passer  la  surface  intégrale,  est  une  courbe  génératrice  G„.  Il 
existe,  en  cfl'et,  une  infinité  de  surfaces  intégrales,  passant  par 
une  courbe  génératrice  donnée  G„;  ce  sont  toutes  les  surfaces 
que  l'on  obtient,  en  déplaçant  la  courbe  génératrice  G  d'une 
manière  continue,  il  partir  de  la  position  G„,  ce  qui  peut  être  réa- 
lisé d'une  infinité  de  manières. 

414.  i'iiii.Mimi  i:xiE.»PLK,  —  InlégTPr  l'éiniatiun 

/'.'/— '/■'=U. 
Celte  é([uation  rentre  dans  le  type  géiiéj'al  (]),  où  on  fait: 
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ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES   PARTIELLES  DU   PREMIER    ORDRE     6:'i 

Les    équations  différentielles  des    courbes    génératrices    sont 
loue 


!/ 


laios  s'écrivent 

d'où,  eu  intégrant. 

(7) 


-i/cfjf  =i),      (I-..-0, 


=  C., 


biti'îiires.  Actuellemenf ,  les 
!  pi'ésontent  toutes  résolues 


C,  et  C^  désignant  deux  constantes 
équations  des  courbes  génératrices 
par  rapport  aux  constantes  arbitraires. 

Quand  C,  et  C^  varient,  on  voit  que  ces  courbes  sont  des  l'erclcs, 
dont  le  plan  est  perpendiculaire  a  0:  et  le  centre  sur  O^. 

Les  surfaces  intégrales  sont  engendrées  par  ces  courbes,  s'ap- 
puvant  sur  une  directrice  quelconque  :  ce  sont  des  surfaces  de 
révolution  autour  de  Or.  Leur  équation  générale  est 


f( 


^  + y, ';=(», 


F  désignant  une  fonction  arbitraire. 

Une  de  ces  surlaces  intégrales  est  détci 
une  courbe  D,  par  laquelle  elle  doit  pass' 
où  cette  courbe  D  serait  une  génératrice, 
c'est-ii-dire  un  cercle  dont  le  plan  est 
perpendiculaire  i»  O^et  le  centre  sur  0;. 

415.  Deuxième  exemple.  —  Soit  S  une 
surface  ;  prenons  un  point  M  de  la  sui- 
face,  menons  la  perpendiculaire  MP  au 
plan  des  .ry  (fig.  212)  et  la  normale  M\  îi 
la  surface  jusqu'au  point  N   où  elle  ren-  ^'ig.  -ni. 

contre  le  plan  xOi/  :  on  demande  de  déter- 
miner la  surface  de  telle  façon  tjiie  Caire  du  triangle  OPN  soit 
proportionnelle  à  fahsciase  du  point  M.^ 

Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point  M.  Le  point  P,  dans  le 
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jihiii  xO'j,  a  pour  cuordumu'es  ,r  et  ij.  D'autre  part,  lu 
M  :i  pour  équiilions  : 


iH  le   point  X   où  elle   perce   le  plan  .cO//,  Zi^O,   a   pom 
iloiinccs  ; 


La  surl'ace  du  triangle  OPJS'  dont  les 
données  ,r,  ;/  et  X  et  Y  est  donc  (ii°  41) 


__;y-^_/,;y:. 

j.a  cmiditioii 

aire  OrX  =-/:■.!■, 

k  constante)  conduit  doue  ii  ré([ualion  ditlcrcnticUo 

équation  du  type  .,  1  ;  oii 

f[x,y,z)^  —  z:i,      r'-'-.'A",  ^  'X,      ■i{A-,y,z)  =  2ka:. 

Intégrons    celte    (■ipiatioii.    î.esi     ér^uations    différentielles    de? 
courbes  génératrices  G  sont  ici 

dx  dif  dz- 

l'igaluiil    les    ryjiports  cxtri^mes   au    tleiixième,   on    a  les  dou\ 
.rdj-+J,,l,j  -=  II.      :,h  —'2/„l,,  ^  0, 
"".  ="  intégrant. 
(9;  ,,'  +  j'^i;„     s'-Ug=,C,. 

Telles    sont  les  équations  îles  eourbes  génératrices,  avec  deux 
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coiisliiiites  arbitraires  C,  et  C^  :  ces  équations  se  présentent  toutes 
résolues  par  rapport  à  C,  et  Cj. 

Les  surfaces  intégrales  sont  engendrées  par  les  courbes  (9), 
assujetties  à  la  condition  de  s'appuyer  sur  une  directrice  donnée  D. 
T.eur  équation  générale  est  donc 

F(,i'  +  j,%î'-4/.Y!  =  0, 

V  désignant  une  fonction  arbitraire. 

Par  exemple,  on  aura  des  surfaces  intégrales  en  prenanl 

■v^  +  !/'  +  ='  —  ikf/^a', 

II,  b,  c  désignant  des  constantes,  et,  d'une  manière  générale,  en 
établissant  une  relation  quelconque,  ii  coefficients  constants, 
entre  x^-\-y^  et  s*  —  4%. 

Une  surface  intégrale  est  déterminée,  quand  on  l'assujettit  à 
passer  pur  une  courbe  donnée  D.  Cherchons,  par  exemple,  celle 
([ui  passe  par  l'axe  Oy.  Elle  est  engendrée  par  les  courbes  (9) 
assujetties  à  s'appuyer  sur  l'axe  O^,  ayant  pour  équations 

(10)  .r  =  0,      r=0. 

Pour  exprimer  que  la  courlic  (9)  rencontre  la  courbe  (iU),il 
faut  éliminer  ,r,  y,z  entre  les  quatre  équations  '9)  ot  (iO).  Ce  qui 
donne  immédiatement  : 

(11)  16/r(:,— Ci  =  0. 

Il  reste  alors  à  chercher  la  surface  engendrée  par  les  cour- 
bes (9),  quand  C,  et  C^  sont  assujettis  il  cette  condition  (11), 
L'équation  de  cette  surface  s'obtient,  eu  éliminant  Cj  cl  C^  entre 
les  équations  (9)  et  (11)  ;  elle  est 

i?,k%r^^f)  —  [z'—khijf  ■=  0. 

416.  TiioisiÈMF,  F.xEMi'i.E.  —  Soit^'(.t, //)  une  fonction  de  .r  et//, 
intégrons  l'équation  : 

"s  "H       r. 
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U'itpyiis  la   iiiélliode  géiiériilc,  les    équations  des  généralric 
ont  ici 

flj:  d)/  d.z 


Os  liquatioiis  s'iiitt'grant  immédiatement  et  donnent 

I.'cqnafion  donnant  rintcgrale  générale  demandée  est  doi 
F[=,ê'(*,î)]  =  0, 
>ii,  en  résolvant  par  rapport  il  z, 


Ainsi,   toutes  les  l'ois  que   deux   l'onel.ions  de  x   et//  vérifient 
identiquement  la  relation 

J^J^l à-     àg  ^^ 

(>.(-■    <iij  <i>j     àx  ' 

l'une  d'elles  est  une  fonctiuii  de  l'autre 


III.  —  ÉQUATIONS    AUX  DÉaiVÉES    PARTIELLES 
DU  DEUXIÈME  ORDRE 


417-  Forme  générale.  —  Une  équation  aux  dérivées  parliellet 
du  deuxième  ordre,  ii  deux  variables  indépendantes  x  et  y,  est  d( 


¥{x,,j,z,p,q,r,s,t)  =  a, 
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OÙ  yj,  q,  ;■,  s,  t  sont  les  dérivées  partielles  premières  et  deuxièmes 
de  z  par  rapport  Ji  :v  et  tf. 

Intégrer  cette  équation,  e'ost  trouver  les  foncùons  '  de  ,f  et  // 
vérifiant  cette  équation.  La  fonction  z,  la  plus  générale,  satisl'aî- 
sant  à  l'équation  dépend  de  deiu:  fonctions  arbitraires,  de  telle 
façon  qu'une  surface  S,  vériliaDt  l'équation,  est  déterminée,  quand 
on  se  donne  une  courbe  par  laquelle  elle  doit  passer  et  la  loi  des 
plans  tangents  ii  S  le  long  de  cetle  courbe. 

Nous  traiterons  un  seul  exemple,  en  cberchaul  les  surfaces 
pour  lesquelles  la  courbure  totale  est  nulle  eu  chaque  point.  Pour 
ces  surfaces,  le  z  d'un  point,  considéré  comme  fonction  de  .v  et 
y,  vérifie  l'équation 

(13)  ,./  — s^^O. 

C'est  cette  équation  que  nous  allons  Intégrer  :  nons  allons  mon- 
trer que  les  surfaces  intégrales  sont  les  surfaces  dévcloppables. 
En  effet,  en  introduisant  les  dérivées  premières 


on  peut  écrire  l'équation  (Kî) 

Hx     dl/  l)?/      i),r 

Or,  nous  avons  vu  (n"  410)  que,  quand  doux  fonctions   "  H^ 
vérifient  la  relation 

l'une  est  une  fonction  do  l'autre.  Donc,  actuolleoient,  p  est  une 
fonction  de  rj  : 

Cela  posé,  l'équation  du  plan   tangent  en  un  point  de  la  sur- 
z— ==,j(X—r)  +  ,(Y  — j), 
j,X  +  ,Y  -  Z  +  =  -,,.,'  - ,,,,  =  0. 
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Duiis  cctie  équation,  on  a 


.■si  iiitssi  une  l'ontlion  clo  (/.  lui  nft'ist,  proiiods  la  tlilTércntloUe 
totiile  do  »  correspondant  à  nn  dépliicemcnt  ([Hultonqur;  d.i,  dij 
oilVctué   sur  l;i  surl'acu  : 

du  ^^  dz  —  pd.r-  —  t/di/  —  .rdp  — ■  //'/'/, 


(h  =pd.v-\-ijd;/, 
P  =  ?''/'.^      dp=^i{'jldq. 

Cette  l'clutuiii  moiiti'c  que  h  est  totietioii  (l<!  <i  seul,  eiii-  i|(i;unl 
y  ne  varie  pas  (/y^O,  dn^  I)  et  ii  leste  consliiiil  ;  el  si  '/  viirie, 
H  nirio.  Doue 

"  -=  'i  H  ■ 

x=;,/;+Y,  — /,  +  i;,/;=0. 

lu  surl'aee  est  alois  l'enveloppe    de  ce  plan,  dont  réqiiallon  ne 
dépend  que    d'un  païuniètie  <(  :  e'esî   une  suil'aee  développable 

..r  209!, 
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VALEUR  >'ljMÉRlQUr:  D'UXK  INTÉGRALE    DÉLINU- 

MÉTHODES   UAPPROXIMATION 

INTÉGRATEURS   ET    INTÉGRAPHES 


^■- 

MÉTHO 

OES   DAPPROX 

MAT 

OK 

418.  Méthode 

générale 

.  —  ViK- 

i„l,-,g, 

lie  cl 

Cille 

.['/>■=" 

représente  1 

lire 

compris 

e    entre 

■iixe 

e»    1 

la    ( 

réquatîoii  on 

c«o 

■données 

rectangu 

kives 

est 

et  les    tlodx 

jvdo 

niées  ip 

coriesp 

oiideiit  iiux 

absc 

Lorsqu'on  ne  sait  pas  calculei'  exactement  cette  aire,  ou  eu  obtieni 
une  valeur  approcliéc  en  remplaçant  la  courbe  y  =f(x)  par  une 
autre  courbe  qui  s'en  écarte  y 
très  pou  el  dont  on  sa" 
culer  l'aiie. 

419-  Méthode  des  tra- 
pèzes. —  Une  première  mé- 
thode consiste  à  substituer  à 
la  courbe  AB(^-,  213)  uu  po- 
lygone inscrit  AMjMj...M„B 

et  à  remplacer  la  surface  cherchée  par  une  somme  de  trapèzes 
limités  par  les  ordonnées  AP„  M^P^,  MjPj,...,  BP,,^,.  Pour  obte- 
nir une  formule  simple,  ou  suppose  ces  ordonnées  équidistantes  ; 
la    distance  s   de   deux    ordonnées    consécutives    est    alors    la 
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Il"'-""-  piivli'e  (le  P|P,|.|  et,  en  iippehint  y,,  '/;,.-■  j  y„Hi'  ^^*  oi'doiinôes 
A1'|,M,l'j, .,.,  Bi'„.,,  011  a,  pour  la  surfiice,  l'expressiuii  approchée 


-^(.'/,-!-%.+  ^yH 


iiSo   donnera ,  pour  l'air 
approchée  (|in: 


;ra  plus  gr; 


la  lit  plus 


420.  Emploi  de  la  roulette  Dupuit  ('). 
— -  CeL  appareil  est  formé  de  deux  roues 
graduées  R  et  R'  {/ig.  214),  réunies  à  un 
manche  M.  La  première  a  100  millimè- 
tres de  circonférence  et  son  axe  porte  un 
pignon  engrenant  avec  la  seconde  qui  a 
dix  fois  plus  de  dents  que  le  pignon.  La 
circonférence  de  R  est  divisée  en  100  divi- 
sions chacune  d'un  millimètre,  celle  de  R', 
eu  10  divisions,  dont  chacune  correspond 
à  un  tour  complet  de  R.  Un  index  I,  fixe 
au  manche,  est  placé  en  regard  de  R,  un 
index  analogue  en  regard  de  R'. 

Pour  mesurer  la  longueur  d'une  droite, 
on  ramène  d'abord  chaque  index  sur  le 
zéro  de  la  graduation  correspondante  :  on 
place  ensuite  l'appareil  verticalement,  de 
façon  que  le  zéro  de  R  coïncide  avec  l'une 
des  extrémités  de  la  droite  et  on  pousse 
l'appareil  de  façon  que  la  roulette  roule 
sur  la  droite  jusqu'à  l'autre  extrémité. 
Si,  il  la  fin,  l'index  1'  est  entre  3  et  4  et 
si    I    indique    25    divisions,   la    longueur 
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Celit  posé,  pour  mesurer  avec  la  roulette  Dupuit  l'aire  d'un 
contour  fermé  qdelcoiique,  par  exemple,  l'aire  du  segment 
P,ABP„+,  considéré  dans  le  numéro  précédent,  on  prend  un 
papier  transparent,  sur  lequel  on  a  tracé  un  réseau  de  parallèles 
c  qui  distante  s,  dont  la  distance  commune  est  une  quantité  connue  s 
(fig.  215J.  On  dispose  ce  papier  sur  le  contour  dont  on  cherche 


l'iiire,  de  Taçon  que  deu\  des  droites  parallèles  vicnnonl  se  pla- 
cer tan gentielle ment  au  contour  ca  a  et  l :  si  !>c,  de,...  hk  sont 
s  coupent  le  contour,  on 


les  points  où  les  parallèles  intermédiaire 
substitue  ii  ce  contour  le  polygone  insc 
l'aire  est  évidemmeiif 


it  abd...  hlk...  eca  dont 


;i^._]_(/eH-...+M). 
miuit  la  roulette   successivement  le  long  det 


■eil  la  somme  de  ces  droites,  etj  en 
1  a  une  valeur  approchée 


En  pron, 
hcj  de,...,  hk,  on  lit  sur  l'appai 
multipliant  par  la  quantité  coi 
de  l'aire. 

Si  le  contour  présente  des  points  anguleux,  comme  dans  la 
figure,  il  faut  autant  que  possible  placer  le  papier  transparent 
de  façon  que  chacun  de  ces  points  se  trouve  sur  une  des  paral- 
lèles. 

421.  Méthode  de  Simpson. —  La  méthode  de  Simpson  repose 
sur  ce  fait  qu'on  peut  laire  passer  une  parabole  dont  l'axe   est 
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|)ai'allcie  il  0//  par  trois  points  donnés.  En  ellet,  Tt^ptatioii  d'une 
k'Ilc  piU'iibole  étant 

on  peut  disposer  des  coellicients  a,  [i,  y,  de  laoon  que  la  parabole 
passe  par  trois  points. 

Ceci  posé,  pour  évaluer  l'aire  d'un  segment  P,AB1'„^,  (/î^'-- 213), 
on  divise  la  base  P,P„.|.i  en  un  nombre  pair  (n^2p)  de 
parties  égales  et  on  mène  les  ordonnées  correspondant  aux 
points  de  division  P,,Pj,...,  P,,^,  :  soient,  comme  précédemment, 
!/i'yî'lfs'---' !/"■*!>  *^^s  ordonnées,  s  la  distance  de  deux  ordonnées 
consécutives. 

Dans  la  méthode  de  Simpson,  on  substitue  à  l'arc  de  courbe 
AM,M^  un  arc  de  parabole  d'axe  vertical,  passant  par  les  trois 
mêmes  points.  L'aire  dn  segment  parabolique  P,AMjMjPj  ainsi 
défini  est  (\"  2S) 


eiii'  la  distance  /(  des  ordonnées  extrêmes  est  ici  2s.  De  mf;me, 
par  les  trois  points  M^,M,,Mj,  on  fait  passer  une  parabole  d'axe 
vertical  et  on  remplace  l'aire  P^MgM.P^  par  l'aire  du  segmcnl 
parabolique 

2s 

-ÏJ-(.'/3+,'A+''.'/i\ 


i  de  suite,  lj"aire  de  la 


cbée  la  somme  de 


legmenls  [r.u:0< 


Si  la  courbe  et  les  ordonnées  sont  tracées  avec  soin,  on  peut 
somme    enti'c    parenthèses    à    l'aide    de    la    roulette 


Dnpi 


i22.  Formule  de  Poncelet.  ■ — ■  Les  l'ormules  précédentes  ont  le 
désavantage  de  no  pas  donner  de  limite  pour  l'erreur  commise  : 
cet  inconvénient   disparait   avec   la    méthode   de  Poneelot.  Dans 
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celle  méthode,  on  conimeiice  par  diviser  l'arc  de  courbe  coiisi- 
déi'é  en  arcs  tels  c[ue,  le  long  de  chacun  d'enx,  la  concavité  soit 
dirigée  dans  le  même  sens  ;  on  évalue  ensuite  séparément  l'aire 
de  chacun  des  segments  limités  par  ces  arcs. 

Soit  alors  M, M,,  uu  de  ces  arcs  :  admettons  qu'il  tourne  sa  con- 
cavité vers  l'axe  0^.  Divisons  la  base  P,P,  du  segment  en  un 
nombre  pair  de  parties  égales  à  e,  en  six  parties,  pour  fixer  les 
idées  (/j^'. 216).  Soient  M,P,,M,1\,...,  >I,P,,  les  ordonnées  Inlcr- 


BJ 

P^^ 

iu. 

■M, 

^ 

^> 

1* 

f 

ti. 

médiaires.  Menons  par  les  points  M,  d'indices  pairs,  des  tangentes 
à  la  courbe,  en  limitant  ces  tangentes,  aux  points  od  elles  rencon- 
trent les  prolongements  desordonnées  voisines, d'îiïdicesimpaîrs: 
ainsi  la  Uuigente,  en  M^,  est  limitée  aux  points  R,  et  R^,  où  elle 
rencontre  les  ordonnées  P,M,  et  P3M3.  D'autre  part,  menons  les 
cordes  MjM,,  M^M^,  M^M^,  M^M,.  L'aire  cherchée  S  est  comprise 
entre  l'aire  circonscrite  C  formée  par  les  trapèzes,  tels  que 
PiRjRjPj  et  l'aire  inscrite  I  limitée  aux  cordes  :  ces  aires  soiil 
des  sommes  de  triipèxes 


t  demi-difl'crejicc  - 
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en  effet,  supposons  p;ir  exemple  S>— ^J — -  ;reireiir  commise  est 


,.  <■  _L  (jlizhJh.  _  -'/i  +  y-  \ , 


On  peut  interpréter  géométriquement  cette  valenr  :  soient  II 
et  K  [fi0.  216),  les  points  de  rencontre  de  l'ordonnée  du  milieu 
M,P,  iLvec  les  droites  M,i\I,  et  M,M-,  on  u  : 


III\ 


!/,  -+-  ;h 


En  général,  ai,  iiu  lien  de  7  ordonnées,  on  en  mène  un  nombre 
mpair  2«  +  1,  lu  Videur  approehée  de  l'uire  est 


,[lh±!h^^-Jh+l^+2:,,,+,^- 


;  est  moindre  que 


-  INTÉORATEURS  ET  INTÉGRàPHES 


423.  Principe  des  intégrateurs .  —  Les  intégrateurs  sont  des 
appareils  qui,  par  un  procédé  mécanique,  enregistrent  l'aire 
d'un  contour  lernié. 

La  pièce  essentielle  des  intégrateurs  est  une  lige  rectiligiie  AB, 
qui  se  déplace  parallèlement  au  papier  portant  l'aire  à  évaluer 
et  sur  laquelle  est  fixée  une  roulette  circulaire  R,  mobile  autour 
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lie  !';i\e  de  la  lige.  Qnaïul  on  iléplîice  \a  tige  d'une  i 
tiniic  en  appuyant  la  roulette  sur  le  papier,  oelle-ci  i 
une  certaine  loi,  et  un  compteur  enregistre  le  noiiil 
et  de  IWictions  de  tour  fju'elle  accomplit. 

Examinons  d'abord  cjuolques  dcplaccnicnts  élénie 
tige  AB(fig.  217). 

1"  La  tige  glisse  sur  elle-même,  de  AB  en  A'B'  pai 
est  évident  que  la  roulette  ne  tourne  pas. 

1"  La  tige  se  déplace  parallèlement  à  elle-même 
balayer  l'aire  d'un  rectangle  AA|B,B  ;  la  roulette  ro 
ment  de  R  en  R,  ;  si  on  appelle  s  l'arc  de  la  circon 


roulette,  compté,  à  partir  d'une  origine  iixe,  sor  la  rouletle,  jus- 
qu'au point  de  contact  avec  le  papier,  l'accroissement  Aï  de  cet 
arc  est  égal  il  RU,,  c'est-à-dire  il  la  hauteur  h  du  rectangle. 

3"  La  tige  se  déplace  parallidement  à  elle-même,  de  façon  a 
balayer  l'aire  AA"BB"  d'nn  parallélogramme  {fig.  217)  :  l'expé- 
rience montre  que  la  roulette  enregistre  seulement  le  déplace- 
ment normal  à  son  axe,  c'est-à-dire  que  l'arc  As  de  circonférence, 
qui  vient  en  contact  avec  le  papier,  est  égal  à  la  hauteur  h  du 
parallélogramme.  Cet  arc  est  le  même  que  si  on  amenait  lii  tige 
de  AB  à  A"B",  pai'  une  translation  de  AB  en  A^B,  normalement  à 
AB,  suivie  d'un  glissement  de  A,B,  en  A"B", 

4"  La  tige  tourne  autour  d'une  de  ses  ea-trémités  A,  par  exemple, 
d'un  angle  ia  [fig.  217  bis).  Dans  ce  déplacement,  la  roulette  roule 
constamment  sur  l'arc  de  cercle  RR',  décrit  de  A  comme  centre, 
avec  AR  eomme  rayon.  On  a  donc,  en  iqjpclaiU  "/.  !a  dîstajire  AR 
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424.  Mesure  des  aires. —  Imprimons  mitiiit<?iiaiit  à  l;i  tîgc  AH 
u(i  déplacement  continu  qui  l'nmène  de  A„B„  en  A,Bj  en  fiiisiiiit 
décrire  i»  ses  deux  extrémités  les  arcs  de  courbe  A^AA,  et  B^BB, 
(fig.2iS).  Appelons  l  lu  longueur  AB,  ).  la  distance  AR  et  a  l'angle 


une  liiit  la  lige  dans  une  position  quelconque  AB  avec  une  direc- 
tion fixe  Os.  Soit  H  l'aire  A^B„BA  ;  quand  la  tige  subit  le  dépla- 
cement infiniment  petit  qui  l'amène  de  AB  en  A'B',  l'aire  it  croit 
de  rff(  =  ABB'A'.  Si,  par  A',  on  mène  une  droite  A'B",  égule  et 
parallèle  à  AB,  on  peut  regarder  l'aire  infiniment  petite  du 
comme  égale  a  la  somme  du  parallélogramme  ABB"A'  de  hau- 
teur /(  et  du  secicnr  B"A'B'  dont  l'angle  est  ch.  : 

CaliHilons  l'arc  ds  de  roulette,  qui  s'est  appuvé  sur  le  puptei' 
dans  le  mouvement  de  AB  en  A'B'  :  cet  arc  est  la  somme  de 
deux  arcs,  l'un  :  /(,  provenant  du  déplacement  de  AB  en  A'B"  et 
l'autre  ).<7a,  provenant  du  déplacement  de  A'B'  en  A'B'  [déplace- 
monts  élémentaires  3°  et  ^"i.  On  a  donc 


ds-- 


-\d-j.. 
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I./élimiiiatmii  <.le  h  enYre  ces  deux  t'cl;ilioiis  don 


dn^lds- 


condition  de  regarder  ds 


Cette  formule  est  générale, 
positif  ou  négatif,  suivant  que  la 
lette  tourne  dans  un  sens  ou  dans  l'au- 
tre. Par  exemple,  la  position  des  tiges 
infiniment  voisines  AB  et  A'B'  peut 
être  celle  de  la  figure  219  où  da.  est 
négatif:  dn  est  alors  la  dififérence  des  f.- 

aires  AEA'  —  BEB'  :  son  expression  se 

compose  du  parallélogramme   AA'B"B  ou  M,  moins  le  secteur 
1   > 


B"A'E 


c'est-à-dire    Ih  -\-  -^r  l^  ■ 


■  d'y.    est  négatif;  d'autre 

part,  on  a  encore  ds^^h-^Xd%\  on  retrouve  donc  la  formule  (1). 
Pour  avoir  l'aire  totale  A,  B„  B,  A,  (fig.  218),  balayée  par  la  tige, 
il  faut  faire  la  somme  algébrique  des  éléments  du,  c'est-ii-dire 
intégrer  le  deuxième  membre  de  la  formule  (l),  depuis  la  posi- 
tion A„B„  jusqu'à  A^B,.  On  a  donc,  en  appelant  s  l'arc  total  de 
la  roulette  qui  s'est  appuyé  sur  le  papier,  a,  et  a^,  les  angles  des 
directions  A.B.  et  A.B,  avec  0.i'  : 


AireA„BÏ 


^.+^-^/^-ajK 


La  quantité  s  se  lit  sur  le  compteur  qui  enregistre  le  nombre 
de  tours  de  la  roulette  :  aj-— a,  est  l'angle  des  deux  positiiius 
extrêmes  de  la  tige. 

On  voit  qu'on  ferait  disparaître  cet  angle  en  prenant}.^ -^, mais 
cela  est  inutile,  car  le  terme  dépendant  de  l'angle  disparait  de 
lui-même  quand  ou  mesure  l'aire  d'un  contour  fermé,  ainsi  qu'on 
le  verra  plus  loiu- 

425.  Cas  où  la  roulette  est  sur  le  prolongement  de  la.  tige. 
—  Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  la  roulette  placée 
entre  A  et  B.  Les  formules  seraient  les  mêmes,  sila  roulette  était 
lixée  sur  le   prolongement  de  la  lige.    Si  la  roidette  est  sur  le 
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pi-olongomeiit  de  lu  tige  dans  le  sens  AB,  X  est  SLipéricur  ii  l.  Si 
elle  est  sur  le  prolongement  de  la  tige  dans  le  sens  BA,  il  suflit 
de  supposer  ).  négatif.  Avec  r,es  conventions,  la  formnie  (2)  s'ap- 
plîqne  à  tous  les  cas. 

426.  Aire  d'un  contour  fermé.  —  Soit  une  courbe  fermée  (quel- 
conque C    dont    il    s'agit  d'évalnrr   l'aire    S    (fig.    220).  Traçons 


une  courbe  auxiliaire  HII'  ne  traversant  pas  l'aire  et  plaçons  la 
tige  AB  de  telle  façon  que  l'extrémité  A  glisse  le  long  de  IIII', 
tandis  que  l'extrémité  B  décrit  la  courbe  C  dans  le  sens  de  lu 
Oèche  d'un  mouvement  continu.  Soient  A^  et  A,  les  positions 
extrêmes  du  point  A  sur  la  courbe  IIH'  dans  ce  mouvement,  A^  B„ 
et  A|B|  les  positions  correspondantes  de  ia  tige.  Quand  B  va 
de  B„  il  B|  par  l'arc  supérieur  B^BB,,  \a  somme  algébrique  des 
aires  élémentaires  du,  balayées  par  la  tige,  est  A^B^BBiA,;  quand 
le  point  B  revient  de  B,  en  B„  par  l'arc  Inférieur  B,B'B„,  le  point  A 
revient  de  A,  en  A„  et  la  somme  algébrique  des  aîres  dit  balayées 
par  la  tige  est  l'aire  A|B|B'B„A||  changée  de  signe.  Donc,  quand 
le  tour  est  complet,  îa  somme  algébrique  1  (/"  est  égale  à  l'aire  S 


de  1 


irbe  C. 


s=/,/„==/«.+/(4f~n.)*.^ 
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lion  qu'au  départ  après  une  suite, d'oscillations  entre  deux  direc- 
tions limites,  la  somme  |  i/œ  des  variations  angulaires  est  nulle 
et  on  a 

S  -=  h. 

Soit/(  le  nombre  de  Uhh's  i?l  do  fractions  de  tour  effectués  par 
la  roulette,  /■  son  ravon,  ou  a 


S  =  2-rln. 
t  Tappiireil  de  i'açon  r[Ui 


I.'airo  cherchée  se  lit  donc  directement  sur  le  compteur. 

Il  est  essentiel,  pour  que  cette  Tormule  soit  exacte,  que  le 
point  A  ne  fasse  qu'aller  et  venir  le  long  d'un  arc  de  IIH'  et  que  j  da 
soit  nul. 

Théoriquement,  cette  courbe  IIII'  est  quelconque.  Pi'iitique- 
ment  on  lui  donne  la  forme  soit  d'un  arc  de  cercle,  soit  d'un 
segment  de  droite. 

427.  Planimètre  d'Amaler.  —  Dans  cet  appareil,  la  conrl)e  1111' 
est  un  arc  de  cercle  (fig.  221) .  On  oblige  le  poini,  \  a  d,-ciirc  un  ;irc 
de  cercle,  au  moyen  d'une  bride  OA, 
rattachant  rextrémité  A  ii  un  point 
fixe  0  ;  le  point  B  décrit  la  courbe  C 
dont  on  veut  évaluer  l'aire.  Pour  que 
la  formule 

s'applique,  il  faut,  qu'après  un  tour 
complet  de  B  sur  la  courbe,  le  point  A 
ait  décrit  deux  fois,  en  sens  inverses,  le  mèm 
que  la  tige  revienne  à  sa  direction  première 
tour  sur  elle-même. 

Quand  la  courbe  C  est  trop  grande  par  rapp( 
de  l'appareil,   ou    peut  la    fractionner.   On   peut 
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point  fixe  0  dans  rintéiieiir  de  C  (fig.  222),  de  telle  l'iiçon  (jiie  le 
cercle,  lieu  dn  point  A,  soit  dans  Taire  cherchée,  et  faire  décrire 
au  point  B  la  courbe  C.  L'aire  balayée  par  la  tige  AB  est  alors 
l'aire  de  la  couronne  c()niprise  entre  le  cercle  et  la  courbe.  On  a 


donc  eu  appliciuant  la  formule  (2),  et,  remarquant  cjue,  la  direction 
de  la  tige  faisant  un  tour  complet,  la  différence  «i — o:^  =  ^Tt  : 


+(-^.-«>,. 


couronno  ^=  Is  - 
L'aire  de  C  est  alors 

La  f[nantité 


est  donnée  par  1 


compteui'  ;  l;i  (juantité 


est  une  constante  de  l'appareil  calculc( 


e  fois  pour  toules.  On 


428-  Deuxième  forme  du  planimètre. — On  a  construit  égale- 
ment des  plauimètres  ou  intégrateurs,  dans  lesquels  la  courbe  IIH' 
est  une  droite  0^  (fig.  223),  La  lige  AB  est  articulée,  par  A,  à 
un  chariot  assujetti  à  glisser  le  long  d'une  rainure  rcctiligue,  le 
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point  B  parcourt  la  courbe  C,  dont  on  veut  déterminer  Taire  S. 
La  roulette  R  enregistre  cette  aire  d'après  la  formule  précédente 

On    peut    dire    que   cet    appareil    donue    la    valenr    de    l'inté- 


grale Jydx, 


D'autres  roulettes  fixées  sur  l'appareil  par  l'Intermédiaire  de 
multiplicateurs  d'angles  donnent  en  outre  les  intégrales 


ff'b.  f?,-''- 


qui   se    présentent    dan 
moments  d'iuertie. 


ul  des  centres   de  gravité  et  des 


429.  Exercice.  —  On  considère  uni;  tige  AB  qui  porle  une  roulette ,  comme 
dans  le  N"  4^4^  ^t  on  suppose  que  ses  deux  extrémités  A,  etB  décrivent  des 
courbes  fcrmtSes  d'aires  S  el  Z,  Démontrer  les  résultats  suivants   : 

i"  Si  k  lige  revient  a  sa  position  primitive,  sans  avoir  fait  uu  tour  surelle- 

S  —  S  =  u. 

S.—S=ÎS+T.  (~  —  fkj  ■ 

3'  Si  elle  f^il  i  loui-s, 

i;  — S  — ;s+  *!:(  —  —  /),]■ 


Lorsque  l'estréniitë  A  ne  tait  qu'aller  et 
l'aire  S  dccrllc  par  A  est  nulle  ;  les  formules 


430-  Intégraphes.  —  Les  appareils  que  nous  venons  de  décrire 
donnent  la  valeur  numérique  d'une  aire.  Il  existe  d'autres  appa- 
reils appelés  intégraphes  représentant  graphiquement  la  variation 
de  l'aire  d'un  segment  de  courbe  donnée. 

Soit,  fisure  224,  ""*'  courbe 


m 


?=/■«. 
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Y  vérifie  l'équation 
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ne  antre  cm 


iL 

(}j- 


L'ordcniice  Y  de  cotle  nouvriic  courbe  est  donnée  par  ht  lor- 
mule 


P) 


^X'/ (■')*■. 


où  C   est  une  constante  arbitraire. 

Soit  x=^0\*,  une  valenr  attribuée  ii^-,  m  le  point  correspon- 
dant de  la  conrbe  (1),  M  !e  point  correspondant  de  (3), 

,/  =  /«!>,     Y  =  MP, 
On  a 

Y  =  C  +  alreOrt»zl'. 

Ponr  a:=0,  Y=C;  on  a  ainsi  le  point  A,  d'ordonnée  arbi- 
traire C;  X  croissant,  le  point  M  décrit  nne  conrbe  AM,  appelée 
courba  intégrale.  Les  intégraphes  tracent  mécaniquement  cette 
conrbe  intégrale,  quand  un  traceur 
parcourt  la  courbe  donnée  (1). 

Le  principe  de  ces  appareils  est 
le  suivant  :  prenons  PE  =  1,  le 
coefficient  angulaire  de  la  droite 

y./n  est-jyjj-,  c'est-à-dire  !/ on/ (.r). 
lïans  l'appareil,  une  tige  rigide PP' 
est  assujettie  ii  se  déplacer  per- 
pendiculairement à  0,r  :  !e  long 
de  cette  tige,  glissent  librement  ; 
__  1°  un  traceur  /m,  qui  décrit  la 
pj     55j  courbe  donnée  ;  2"  «ne  roulette  M, 

qui  ne  peut  que  rouler  et  non 
glisser  sur  le  papier,  et  dont  le  plan  perpendiculaire  au  papier 
peut  prendre  toutes  les  orientations  possibles. 

Le  traceur  m  et  la  roulette  sont  reliés  par  un  mécanisme  tel 
que,  dans  chaque  position   du  traceur,   le  plan  de  la  roulette  a 
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pour  ti'acc  sur  le  papier  une  parallèle  R  à  E/h.  Dans   ces  condi- 
Uons,  quand  le  point  m  décrit  la  courbe 

y=fl:'). 

la  roulette  roule  sur  le  papier,  en  suivant  une  courLe,  dont  la  tan- 
gente est,  h  chaque  instant,  la  trace  R  de  la  roulette.  Comme  R  est 

parallèle  à  Y.m,  le  coefficient  angulaire  — —  de  la  tangente  ii  la 

courbe,  lieu  de  M,  est  égal  à  celui  de  Ew  :  on  a  donc 


</.i 


-  =  /■(■■' 


et  le  point  M  décrit  une  courbe  intégrale.  On  règle  Tappareil  de 
façon  que,  pour  j-  =  0,  la  roulette  soit  en  A  ;  on  obtient  alors  la 
courbe   intégrale  partant  de  A. 

Nous  renverrons  pour  la  description  de  ces  appareils  ii  l'ou- 
vrage intitulé  :  les  Intégraphes,  la  courbe  inlégrale  et  ses  appli- 
cations, par  Abdaak;Abakanowics  (Gauthier- Villars,  1886).  On  a 
fait  également  diverses  tentatives  pour  construire  des  machines, 
permettant  de  tracer  l'intégrale  générale  de  certaines  équations 
différentielles  du  premier  ordre.  On  trouvera  une  énumération 
détaillée  de  ces  appareils  dans  une  publication  faite  en  Alle- 
magne sous  le  titre  suivant  :  Katalog mathemalischer  uiid  malhe- 
maliscli-physikalischer  Modelle,  Apparate  nnd  Instrumente^  von 
Walther  Dyck,  Mûnchen,  Universitaitsbuchdruckerei  von  Dr, 
C.  Wolf  nnd  Sohn,  1892. 
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